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Etudes   sur  l'emploi  des  percussions   dans   lu   théorie 
du  mouvement  d'un  solide  plongé  dans  un  fluide  [suite  (')], 

Par  m.  h.  WILLOTTE, 

Ingénieur  des  Ponls  el  Chaussées. 


I.  Objet  du  présent  travail.  Equations  fondamentales.  —  Nous 
nous  proposons,  dans  cette  seconde  Partie  de  nos  études,  de  reclier- 
clier  dans  quelles  conditions  les  lois  établies  en  notre  première  Par- 
lie  ('  )  pour  un  fluide  à  points  indépendants  peuvent  être  étendues  au 
cas  où  le  fluide  serait  composé  de  points  liés  entre  eux  et  au  solide 
immergé  par  des  forces  à  actions  continues  dépendant  d'un  potentiel. 

Pour  élucider  la  question,  nous  supposerons  d'abord  qu'aucune 
percussion  ne.se  produise  entre  le  solide  et  les  points  du  fluide;  nous 
établirons  dans  cette  hypothèse  les  lois  des  petits  mouvements  du 
système  qui  laissent  les  difTérentes  parties  de  ce  système  dans  des  po- 

(')  ^  oir  le  Journal  de  Mathématiques,  4*^  série,  t.  VII,  p.  399-481. 
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sillons  conslainimMil  Irôs  voisines  de  leurs  silnalions  (IVviuilihre  stable, 
(le  telle  façon  que  le  système  reste  en  état  de  moyen  mouvement  |)cr- 
manent;  nous  examinerons  ensuite  quel  est  l'eflet  des  percussions  ]>os- 
sihles. 

Soit,  en  suivant  la  marehe  exposée  par  M.  llesal  pour  Tétude  des 
petits  mouvemeuls,  pap^es  2")8  et  suivantes  du  Tome  I  de  son  Tmilc 
do  Mrcaniquc  in'iivi'alc, 

r(''(]uatioii  dilVérentielle  des  mouNemenls  du  système,  le  7  du  pre- 
mier membre  portant  sur  tous  les  points  constitutifs  du  système  et  60 
désig;nant  la  dilleientielle  totale  du  potentiel  do  ce  système. 

(Cherchons  Texpression  (l(>s  liaisons. 

Pour  cela,  prenons  trois  axes  fixes  (),r,  Oy,  Oz  [les  axes  aux(piels 
se  rapporte  l'écpiation  (1)]  coïncidant  respectivement  avec  les  positions 
des  trois  axes  d'inertie  princi[)aux  du  solide  passant  par  le  centre  de 
i;raNilé  (i  de  celui-ci  loi-sque  4,out  le  système  est  immobile  dans  sa 
position  (ré(juilibre  stable.  Marquons  dans  le  solide  deux  points  P,  P' 
situés  respectivement,  à  runité  de  distance  du  point  G,  sur  les  axes 
[)rincipaux  d'inertie  qui,  dans  la  position  d'équilibre  stable  du  système, 
coïncident  avec  les  axes  Ox,,  Oy  (de  telle  sorte  que  GP  =  GP'  =  i), 
et  appelons  à  une  époque  quelconque  /  du  mouvement  : 

"•^05  J'o?  ^0  les  coordonnées  du  point  (i  par  rapport  aux  axes  fixes  Or, 

./•„  -h  V  I  —  y't  —  ^U  Xo-^  Xij  ^0  -I-  - 1  l<^s  coordonnées  du  point  P  ; 
.r„  -h  X.,,  jKo  -i-  V  •  —  ^t  —  ^t,  -0-1-  ^2  les  coordonnées  du  point  P'  par 
rapport  à  ces  mêmes  axes. 

Conformément  aux  règles  usitées  dans  la  théorie  des  petits  mouve- 
ments, nous  négligerons  les  puissances  d'ordres  supérieurs  au  premier  et 
lesproduitsdes(|uantités  toujours  très  petites  x^^y^,  ^05 /n  -^n  ^25  ^2- 

La  relation  qui  exprime  la  perpendicularité  des  deux  droites  GP, 
(tP'  sera  alors 
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/ 

et  les  neuf  cosinus  directeurs  du  trièdre  des  axes  principaux  d'inertie 
du  solide  par  rapport  aux  axes  fixes  Ox,  Oy,  Oz  auront  pour  expres- 
sions 

1  ~yt  —  ^i  (cosinus  des  angles  faits  avec  O.r), 
y,  I  —  -^2  (cosinus  des  angles  faits  avec  Oy), 
Zf         ^2  ï         (cosinus  des  angles  faits  avec  Oz). 


Si  l'on  considère  dans  le  solide  un  point  quelconque,  dont  on  dé- 
signe par  a,  b,  c  les  coordonnées  par  rapport  au  trièdre  des  axes  prin- 
cipaux d'inertie  du  solide,  on  aura  pour  valeurs,  à  une  époque  quel- 
conque, des  coordonnées  x,  y,  z  de  ce  point  par  rapport  aux  axes  fixes 
Ox,  Oy,  Oz 

!  X  =^  x\^  -^  a      —  byt  —  c^, , 

(2)  }  y=y^^-^ay,-hb     ~  cz,, 

-  =  ^,.  H-  «^.  4-  bz^  -h  c. 


On  en  conclut,  en  désignant  par  V  la  partie  de  la  somme  du  pre- 
mier membre  de  l'équation  (i)  qui  est  relative  aux  points  du  solide, 


(3) 


2 
=  2 


d-.v  ^  d-  Y  ^ 
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dt^ 

d-Z-n  (x 

0: 


F  ^  «  Tnv  +  ^'  T7/f    (^--0  +  a  oz,  +  b  oz,) 


dr-  "^y^  '    df^ 
+  A  "^oz..  H-  B  ^'  r^-.  +  C  '4?  h'., 

fifl  -  rit-  '  fll^      ■y   '  ' 


M  étant  la  masse  totale  du  solide.  A,  B,  C  ses  moments  d'inertie  par 
rapport  à  ses  trois  axes  principaux  passant  par  son  centre  de  gravité. 
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;i\('s  par  rapi)oii  aii\(|iicls  on  a  |»()m-  l'onsoinhlc  du  solido 
^  ma  ^  ^  /nh  =  V  nir  —  o 

V  //i/>c  -     '^  //lar  =:^    >  //)(/h  ■■=  o. 

l'ai  rcinplaraiit,  dans  le  prciuicr  iiKMuhri»  de  l"(''(|iiali()ii  (i),  |)ai;<' ("> 

(•i-d(>ssus,  la  parlio  do  la  somiiio   >   rclalivc  au  solide  par  son  expression 

éciile  on  les  dou\  dernières  lignes  de  la  relation  (3),  on  se  trouve  avoir 
lenu  eoniple  dans  ee  premier  inemhie  do  toutes  les  liaisons  du  systènu'. 

Oeeupons-nous  uiainlenanl  (Tinlroduire  i'olVet  dos  liaisons  dans  le 
second  inend)ro  do  la  mémo  écpiation  (i). 

l.a  (lifTérenliello  Sç.  pont,  à  toute  épo(pie,  se  mettre  sous  la  loinie 

les  dérivées  i)arliolles -7-> -r-» -r-'  dérivées  fini  sont  dos  fonetions  de 
'  cijr    dy    dz  *■ 

toutes lescoordonnécsdc  touslcspointsdu  système,  étantcalculéos  avec 

les  valeurs  (pie  possèdent  ces  coordonnées  à  Tépoquo  considérée  et  le 

siiiuc^  V  «Mil'erniant  tous  les  points  du  système. 

L(>s  valeurs  des  déplacements  de  tous  les  points  du  système  étaiil 
constamment  très  petites,  on  ncglij^e,  comme  il  a  déjà  été  indiqué 
page  G  ci-dessus,  les  puissances  d'ordres  supérieurs  au  premier  et  les 
[)i'oduils  de  ces  déplacements,  en  sorte  (pie,  en  remarquant  que  lorsque 
U)us  les  points  du  système  sont  dans  leurs  positions  (ré(|uilil)re  stable 

les  valeurs  des  dérivées  -j^^  -t-^-jz  (composantes  de  la  force  agissant 

sur  le  point  r,^,  z)  sont  toutes  nulles,  il  vient,  d'après  la  formule  de 
Taylor, 
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^,  yj,  Z  étant  les  composantes  parallèles  aux  axes  fixes  Ox,  Oy.  Oz  du 
déplacement  de  l'un  quelconque  des  points  du  système,  les  a,  p,  y  dé- 
signant des  constantes  et  le  signe  ^  enfermant  tous  les  points  du 

système. 

Or,  si  Ton  considère  un  point  quelconcpie  (a,  b,  c)  du  solide,  les 
expressions  des  composantes  :  x  —  a,  y  —  b,  :  —  c  du  déplacement 
de  ce  point  seront  d'après  les  formules  (12)  de  la  page  7  ci-dessus 

i  X  —  a  =  Xq  —  by^  —  c«, , 

(.5)  '■  y-  b=y^-hay^  —  cz.,, 

[  z  —  c  =  z^  -{-  az^  4-  bz.^. 

Par  eonsécpient,  en  substituant  dans  les  relations  (/|)  à  celles  des 
valeurs  de  ^,  Y],  '(  qui  appartiennent  à  des  points  du  solide  les  expres- 
sions (5),   on  voit  finalement  que  les  dérivées  -y--»  v?  -r  sont  des 

^     ^  ^  dœ     dy     dz 

formes  linéaires  des  deux  catégories  de  variables  que  voici  : 

I"  Les  six  coordonnées  as'o,  j  „,  ^0:  Yn  -i?  -2  des  points  G,  l\  P'  du 
solide; 

2"  Les  composantes  ;,  V],  '(  des  déplacements  de  tous  les  points  du 
système  cpii  ne  font  pas  partie  du  solide  (autrement  dit  de  Ions  les 
points  du  fluide). 

Ce  sont  également  ces  deux  catégories  de  variables  qui  figurent 
dans  les  formes  différentielles  or,  oy,  oz  au  second  membre  de  l'équa- 
tion (i  ),  puisque,  pour  tous  les  points  du  solide,  on  a,  d'après  les  for- 
mules (2), 

tx  =  oXq  —  b  oyt  —  coZf, 

^y  =  oy,+  aoy,-ccz,, 

0::  ==  oz„  ^  a  oz,  -+-  b  oz.,. 

En  définitive,  l'étude  du  mouvement  du  système  constitué  par  b; 
fluide  considéré  et  le  solide  qui  y  est  immergé  se  trouve,  on  le  voit, 
ramenée  à  l'étude  d'un  système  sans  liaisons,  comprenant  les  deux 
catégories  de  deux  variables  indépendantes  ci-dessus  définies. 

Journ.  de  Math.  (4'  série),  tome  IX.  —  Fasc.  I,  1898.  2 


lO 


11.     AVII,î,(1TTi:. 


Si  I  I  ilt'siuiii*  II'  iioiulti'i*  lolal  des  poiiils  coiislilulil's  du  Ihiidc 
(Il  pouvaiil  rliv  aussi  !j,raiid  (|ii"()ii  le  voudra  j,  le  iioinhic  lolal  de 
variables  à  coiisidéivr  sera  G -h  "^  J[  |^.  Posons,  poursiiiijtlilli'rrc'ciitufc, 

(;-f-:i||  =  K. 

IjOS  i''([iiatioiis  sons  i'oniu'  linic  du  mioummucuI  d'un  (cl  syslènic  soni 
connuos. 

Vin  désii;naiil  [»ar  /»  ruiic  (JUi'Icoikjuo  des  k  vai'ial)li's  du  svslèinc, 
ou  a 

(G)  A=^rsins/p(^/-^£j, 

z  (Haul  l'une  ((uelcoïKjue  des  racines  (runc  é(|iialioii  de  de<j;i'é  K  doni 
toutes  les  racines  doivent  être  réelles,  positives  et  inéi^ales  (  s.uis 
ijuoi,  comme  on  sait,  le  maintien  du  moyen  iuonvement  permanent 
du  sN'slème  animé  de  petits  mouvements  sérail  impossible), 

le  sii^iie  V  de  revpressioii  {G)  comprenant  pour  elwupie  vaiiahle  un 

noud)re  Iv  de  termes  de  la  forme  indi([uée, 
/•  et  £  elanl  des  eonslantes. 

Les  K.  fonctions  circulaires  sinvp(/  4-  s),  «lui  figurent  dans  chacune 
des  K  expressions  (('))  nécessaires  pour  repi'éseuter  les  iv  variables, 
sont  les  mêmes  dans  ces  K  expressions,  en  sorte  (pie  le  système  des  K 
expressions  (G)  ne  contient  que  iv  fonctions  circulaires  distinctes. 

Les  K  constantes  £  sont  arbitraires. 

Les  constantes  /•  ont  des  valeurs  dilïcrentes  dans  chacune  des  K 
«'xpressions  intéj^rales  (G).  Il  y  a  donc  en  tout  K^  constantes  /•;  mais, 
sur  ces  K-  constantes,  il  n'y  en  a  que  K  qui  soient  arbitraires,  les 
K(K  —  i)  autres  s'exprimant  linéairement  en  fonction  de  ces  K  arbi- 
traires. 

11  y  a,  en  résumé,  dans  le  système  des  K.  intégrales  (6)  2K  constantes 
arbitraires,  savoir  :  i"  les  K.  constantes  £;  2"  R  des  constantes  r. 

Ces  2lv  constantes  arbitraires  se  déterminent  en  écrivant  qu'à  une 
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époque  lo  quelconque  les  K  composantes  de  déplacements  A  et  les 
K  dérivées -7-'  de  ces  composantes  ont  des  valeurs  particulières  choi- 
sies arbitrairement  (valeurs  qui  doivent  naturellement  être  prises  très 
petites,  mais  dont  certaines  peuvent  être  infiniment  jurandes  par  raj)- 
poi't  auv  autres  ). 

IL  Distribution  des  cW'placcmcîits  et  des  vitesses  dans  le  Jhtide. 

—  D'après  ce  (jui  vient  d'être  dit,  les  composantes  /i,  ~  et,  ])ar  suite, 

les  grandeurs  et  les  directions  des  déplacements  et  des  vitesses  de  tous 
les  points  du  système  peuvent,  à  une  certaine  époque  quelconque  /„, 
être  choisies  arbitrairement. 

Il  résulte  de  là  que,  lorsqu'on  prend  un  système,  comme  celui  ici 
considéré,  formé  d'un  solide  M  plongé  dans  un  fluide  composé  d  un 

nond:)re  excessivement  grand  Tj  de  points  /??,  si  par  ailleurs  aucune 

cause  extérieure  n'est  venue  agir  sur  ledit  système  pour  lui  inq)oser 
un  mode  particulier  de  distribution  des  déplacemenls  et  des  vitesses, 
la  distribution  des  grandeurs  et  des  directions  des  déplacemenls  et  des 

vitesses  des  1  I  points  ni  du  fluide  à  Tépoque  /q  doit  être  considé)-(''e 

comme  uniquement  régie  par  les  lois  du  hasard. 

lu  cette  distribution  au  hasard  qui  existe  à  l'époque  t^  se  maintient 
à  toute  époque  dans  la  suite  des  temps. 

Si,  en  cfl"et,  on  se  reporte  à  l'expression  générale  (p.  i  o  ci-dessus)  des 
K  variables  du  système 

(6)  /i  =  2]''^invp(/ +  £), 

on  voit  que  l'on  a 

^^  =  ->^rp    s]ns/p(^-f-£), 
et,  par  suite,  que  les  dérivées  successives  en  t  des  quantités  A  sont 
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i'^alos  à  (U's  sommes  de  produits  (lt>s  (jiianlih's  /•  piir  des  roiiclioiis  cii- 
(•uliiiivs 

V'p  cosvp(/  -h  i),      -  p  sinv'p(/  -f-  £),      . . ., 

<|ui  soiil  les  mêmes  pour  tous  les  pouits  du  ssslèuu'. 

Si  doue  les  \aleurs  des  A  el,  par  suile,  des  /•  soûl  (lislril)uées  suivani 
les  lois  du  hasard  à  répo«}ue  /o»  1<^'^  valeui's  à  la  même  époque  /„  des 
dérivées  sueeessives  en  /  de  ees  quantités  A  jouiront  do  la  même  j)ro- 
priélé  (jui,  })ar  snile,  se  conservera  à  toute  épo(jue  pour  les  valeurs 
de  A  el  de  leurs  dérivées  en  l. 

Par  conséquent,  les  propriétés  fondamentales  dont,  en  iiotic  pi-e- 
mière  èXwàa  {^Jouinal  de  Matlicmatiqucs,  'j*  série,  t.  Vil,  p.  io<)), 
nous  avons  reconnu  Texistence  à  toute  éj)0(jue  dans  le  fluide  à  ])oinls 
indépendants,  e\islent  également  dans  le  lluide  |)résenlemenl  consi- 
déré. La  seule  dilTérencc  (ju'il  y  ail  enlre  les  deux  cas  est  que,  dans  le 
fluide  dont  nous  nous  occupons  mainlenanl,  le  iu)ml)re  N  de  points/?/, 
animés  simullanémenl  dune  même  valeui'  de  vitesse  \  compris  dans 
Tunité  do  volume  du  fluide  {loc.  cit.,  j).  ]  lo),  constaut  à  toute  épocpie 
en  cliacpie  réj^non,  varie  d'une  ré|^ion  à  l'autre  en  proportion  du  nomhi'o 
de  j)oinls  ni  com])ris  en  chacjue  région  du  fluide  lorstjue  ces  [)oints 
sont  à  l'état  de  repos  dans  leurs  positions  d\''(juilii)re  stal)le. 

Le  nombre  N  étant  variable  d'une  région  à  une  autre  du  fluide,  il 
importe  (riudi(pier  comment  on  peut  le  définir  en  chaque  région.  Pour 
y  arriver,  il  faut  procéder  comme  Ton  fait  généralement  en  Méca- 
nique et  eu  Physique  pour  définir  la  densité  en  chaque  point  cFun 
fluide  qui  n'est  pas  homogène  :  si  l'on  considère  dans  lo  fluide  un  espac<' 
limité  (E)  quelconque,  le  noml)rc  dl,  de  points  animés  d'une  même 
valeur  de  vitesse  X  contenus  dans  cet  espace  (E)  a  naturellement  une 
valeur  bien  déterminée.  Le  nombre  N  sera,  par  définition,  la  limite  du 

rapport  — ; '—, — p-  lorsque  l'on  fait  décroître  indéfiniment  les  dimen- 

^^  voiuine  de  (1'^)  ^ 

sions  et,  par  suite,  le  volume  de  l'espace  (E). 

Cette  définition  exige  que,  quelque  petit  que  soit  (E),  le  nondjre 

de  points  ///  qui  y  est  contenu  soit  infiniment  grand.  Mais  on  arrivera 

toujours  à  réaliser  cette  condition  en  attribuant  au  fluide  considéré 

un  état  de  division  infini,  état  que,  nous  l'avons  dit  au  commencement 
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(le  ces  études  {loc.  cit.^  p.  4<^o)5  nous  supposous  toujours  réalisé 
(comme  on  le  fait  (Failleurs  en  toute  cjucstion  de  Physique  et  de  Mé- 
canique où  il  est  utile  de  définir  la  densité  en  chaque  point  d'un  fluide 
non  homoj^ènc). 

III.  Raisons  d'être  de  la  considération  des  pei'cussions.  -  Nous 
avons  jusqu'ici,  dans  Tétude  du  mouvement  du  système  considéré, 
fait  complètement  abstraction  des  jiercussions  possibles. 

Or  d  y  a  lieu  maintenant  de  prendre  en  considération  ces  percus- 
sions; des  rencontres  entre  les  points  m  du  fluide  et  la  surface  du  so- 
lide M  peuvent,  en  effet,  se  produire,  quelque  petits  que  soient  d'ail- 
leurs les  déplacements  des  points  m;  il  suffit  pour  cela  que,  dans  la 
position  d'équilibre  stable  du  système,  certains  de  ces  points  m  soient 
très  rapprochés  de  la  surface  du  solide  M. 

Il  est  vrai  que  le  cas  d'un  système  comprenant  des  poiuts  ni  suffi- 
samment rapprochés  de  la  surface  du  solide  M  pour  (ju'au  moindre 
ébranlement  du  système  certains  de  ces  points  viennent  chocjuer  le 
solide  peut  a  priori  sembler  assez  exceptionnel;  mais  il  ne  faut  pas 
perdre  de  vue  ce  que  nous  avons  dit  au  commencement  de  notre  pré- 
cédente étude  (p.  3ç)f)),  à  savoir  que  nous  considérons  les  forces  de 
percussion  comme  des  représentations  de  «  ce  ([ue  deviennent,  dans 
l'hypothèse  limite  d'une  vitesse  d'accroissement  infinie,  les  forces  ré- 
pulsives de  la  nature  ».  A  ce  point  de  vue,  lorsque  nous  disons  (jne 
dans  un  déplacement  très  petit,  aussi  petit  que  l'on  voudra,  d'un 
point  m  voisin  de  la  surface  limitative  du  solide  M,  ce  point  m  vient 
heurter  le  solide,  nous  entendons  seulement  exprimer  que  ce  point  />/, 
en  se  déplaçant,  se  meut  dans  la  zone  d'action  des  forces  répulsives  à 
petites  distances  émanées  du  centre  matériel  dont  le  solide  M  est  la 
représentation  mécanique.  Et  alors  on  conçoit  que  le  fait  de  l'eKistence 
de  rencontres  entre  les  points  m  du  fluide  et  le  solide  M  doive  être 
reg'ardé  non  plus  comme  exceptionnel,  mais,  au  contraire,  comme  très 
{général,  et  que  les  conséquences  tirées  de  la  considération  de  ces  ren- 
contres soient  susceptibles  d'être  employées  trèsutilcment  dans  l'expli- 
cation théorique  des  lois  naturelles,  ce  cpie  nous  nous  proposons  de 
montrer,  en  effet,  dans  la  suite  des  présentes  études. 
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Nous  allons,  eu  coiiscmiiumici',  aiialNscr  le  vn\c  {\{'s  ixTciissions  dans 
le  s\  slt'ino  t'Iiulii'. 


IV.  Mdi'clic  à  suhrc  pour  tenir  romplc  des  percussions  suceessi- 
\e//ie///  prothfifes.  —  Si  Ton  coiisidri'c  à  iiiu'  (''|)o(|ii(»  (iiicIcoïKiiic  /  le 
sNsIrinc  loriiir  par  le  lliii(lt>  cl  le  solide  M  (jiii  y  csl  iiiim(M'i;('',  les  moii- 
Nt'incnls  des  dillV'rciilos  parties  de  ce  syslènie  s'elVecLueiil  à  parlir  de 
ré|)0(jiie  /,  eonrorMKMHeiil  aii\  lois  (''Indiées  ei-dessiis,  jiiscjti'à  ce  (|ii'iiii 
ehoe  se  produise  cuire  liiii  des  poiiils  ///  du  lluidc  cl  l(>  solide. 

(^)ue  \a-l-il  se  passer  cpiaiid  un  elioe  aura  lien',' Pendant,  la  diirc'e 
inlininienl  petite  du  ehoe,  les  grandeurs  des  diverses  eoniposanles  des 
dé|)laeenienls  des  dillV-reiits  points  dn  syslènie  resteront  tontes  inva- 
liahles.  Les  composantes  des  vitesses  de  ces  points  se  niainliendronl 
«'li'alemenl  sans  elianucnienls.  à  reveejjlion  loulelois  de  celles  (|ui 
apparlieniieni  aux  parties  du  s\slènie  \enues  en  conlael  ninliiel  dans 
le  choc. 

Nous  sa\(nis  (pi'en  eniplo\aiil  les  nolalions  (lélini(;s  en  notre  précé- 

ilenle  élude  la  |>ei'cnssion  ~,  produite  dans  la  rencontre  dii  point  ///  et 

(In  solide   M   est  donin-e  ( /'o//-  notre  pi'écédente  ('Inde.  p.  joS  )  |>ar  la 

torinnle 

■'.  m{  X  coso  —  /) 

rr»  z=  '■ • 

m        m 

'  ^  M  ^  nii 

La  coinposanle  Xcoso  de  la  vitesse  dn  point  /;/ suivant  la  normale 
en  r(''l(''inent  cluxpit'  du  solide  devient,  après  le  choc, 

^>.  «  775  «.  5!  (À  coso  —  i) 

(  o)  Acosc- —  Acoso  —  -^ ' : 

'         ///  '  m         m 

(piant  à  la  composante  de  la  vitesse  de  ce  même  point  /n  suivant  le 
plan  tangent  à  rélément  choqué  du  solide,  elle  demeure  invariable. 

D'autre  part,  les  relations  (i)  et  (2)  des  pages  /ici  et  402  de  notre 
prcc(''dente  (Hude  domient   pour  les  variations  des  composantes   des 


TTïcosa 

rocosp 

W  - 

m  COS"' 

"       "»  =      M  '  ' 

""        '"-"    M     ' 

'^  "  -       M 

/m 

P-Po^-ïÇ^ 

q- 
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vitesses  du  solide 


('.)) 


Ayant  par  la  formule  (8)  ci-dessus  la  variation  de  la  vitesse  du 
point  choquant  Jti,  ou  pourra  par  un  calcul  facile  déterminer  les  va- 
riations des  composantes  de  vitesses  de  ce  point  ni  suivant  les  axes 
fixes  O.r,  O/,  O::  définis  page  6  ci-dessus. 

Par  ailleurs,  connaissant  par  les  relations  (9)  les  variations  des 
composantes  w,  i",  w,  n,,  p,  q  des  vitesses  du  solide,  on  arrivera,  à  Taide 
d'ex})ressions  aisées  à  construire,  à  évaluer  les  variations  des  compo- 
santes de  vitesses  suivant  les  mêmes  axes  fixes  0.r,  Oy,  Oz  des  trois 
points  G,  P,  P'  définis  page  G  ci-dessus  et  par  elles  ensuite  les  variatious 

,        1  '  •    -       "'-^'o    <^^yo    <'^^o    <^^Ki    (i-i    «^^î  1  -Il 

des  dérivées  -^,  -^,  ^,  ^7'  777'  "^  ^^^^^  variables  .r„  y,,  .-,,  y„ 

(Jn  a  alors  tout  ce  qu'il  faut  pour  tenir  compte  de  rinflueuce  du 
choc  considéré  sur  le  mouvemeut  du  système.  Prenons,  en  efïet, 
Texpression  générale  des  composantes  des  déplacements  des  points  du 
système 

(G)  A  =  V/-sinv/p(^-h£). 

Considérons  cette  expression  à  l'instant  qui  suit  immédiatement  un 
choc  et  désignons  par  r^  et  £„  les  valeurs  qu'avaient  dans  cette  même 
expression  les  paramètres  /•  et  £  à  l'instant  qui  précède  ce  uiémc  choc. 

Les  K  composantes  des  déplacements  du  système  restant -toutes 
in\  arial)les  pendant  la  durée  du  choc,  on  peut,  en  exprimant  cette  pro- 
priété, écrire  K  relations  de  la  forme 

(10)  ^/•sinv/p(/  +  £)  =  _^/-oSiuv/p(/  +  £o). 

D'autre  part,  pour  les  — — ?, points  du  fluide  qui  n'intervieniieul 
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pas  dans  le  clioc,  les  composaiilcs  des  \il(>ssi's  (Icinciircnl.  (''yalomonl 
iinailaMi's  |»iMulaiil  la  dui't'c  du  clioc.  ciiconslancc  (|iii  jxM'mcl  (TcMM'irc 
K    -  \  —  ()  iNdalioMs  (K'  la  roiiiic 

(II)  V/-^ -,.,)svp(/  4-  0=  V,-,,^  cross  p(/  -ht,). 

On  a  doiu-  ainsi  foruié  2K  —  <)  relalions  cnlic  les  iK  parainrlics 
/•  cl  £  donl  il  s'aiiil  de  dôlcrniincr  les  valcnis  aptes  le  choc  en  rondion 
des  \alenrs/„  el  z^,  de  ces  |)aianièlrcs  avanl  le  choc;  et  il  reste  ponr 
achcNcr  la  délinilion  de  ces  -i  K  paranièlrcs  à  tronv<'i'  neni' é(jnalions. 

()i-  ces  nenI"  ('(pialions  coinpléinenlaires  nécessaires  s'ol)lieiineiil 
iininédial(>nienl  en  écrivani  (jne  les  coinposanles  snivant  les  axes  de  la 

\ilesse  (In  point   clnxinant  /;/   d'iine  i)ail,  les  (inantités  —t-\  -t^' -P'^ 
'  •  1        '  I  fif      fil      (il 

'ir'  "fil"'  'ni  ''*''''^'^*'^  ''i'  ^<>'ide  cliofjne  d  antre  j)art  éprouvent  par 
reHcl  (In  choc  les  variations  (pie  nous  av(Mis  appris  à  calculer  j)a^'e  r  '> 
ci-dessns. 

Les  2  K  parainèti'es  /•  et  £  des  expressions  (G)  se  tronvcnt  donc  ainsi 
deteriniiK's  apK's  le  choc  et  par  eux  le  mouvement  de  tous  les  ])oinls 
dn  s\sl(''ine  est  dt'fini  jns(ju'an  choc  snivant,  choc  ponr  KujuoI  on  peut 
o|)t''rer  de  nouveau  coinine  il  vient  dVHre  indi(pi('';  en  sorte  (pie,  en 
coiitiiiuanl  ainsi,  on  arrive  à  suivre  indéfiniment  le  nionvenient  i\\\. 
svsiènie. 

^.  Elude  (les  i'ifcls  des  percussions  suf  /\Ual  iiiléiU'ur  du 
/lui de.  —  il  nous  faut  maintenant  étudier  les  effets  des  percussions 
])i'0(liiites  sur  l'état  intérieur  du  fluide. 

Pour  cela,  prenons  Texpression  (8),  p.  \l\  ci-dessus,  de  la  valeur 
a[)rès  le  choc  de  la  composante  suivant  la  normale  en  l'élément  cho(|ué 
de  la  vitesse  du  point  choquant 

2(À  COS'i  —  /) 

A  COS  O ^ '■ • 

'  ni         ni 

'"*"  M  "^  ïïiv 
Kn  j)osant,  comme  nous  l'avons  fait  en  la  pai;e  417  tle  notre  précé- 
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dente   étude,  itî  +  ^rp  =  -'  ^^  peut  écrire  ladite  expression  sous  la 


M 
forme 


(S  bis) 


A  COS  '■?  +  ■ —  A  COS  O  +  2  / 


Si  le  solide  était  immobile  (auquel  cas  la  composante  /  de  la  vitesse 
de  l'élément  choqué  serait  nulle)  et  possédait  une  masse  infinie  (de 

telle  façon  que  le  rapport  —  fût  rigoureusement  nul],  l'expression  en 

question  se  réduirait  à  —  X  cosç.  Alors  l'effet  des  rencontres  des 
points  m  et  de  la  surface  du  solide  serait  sans  influence  sur  l'état 
moyen  du  fluide  en  chaque  région  de  celui-ci  :  les  points  m  venant 
rencontrer  successivement  la  surface  du  solide  rebondiraient  sur  cette 
surface  en  faisant  un  angle  de  réflexion  égal  à  l'angle  d'incidence  et 
tout  se  passerait  comme  si  l'espace  occupé  parle  solide  était  rempli  par 
une  masse  de  fluide  dont  la  constitution  et  l'état  mécanique  seraient 
en  continuité  avec  la  constitution  et  l'état  du  fluide  extérieur  au 
solide. 

Mais  le  solide  est  en  mouvement  et  le  rapport  —  ?  tout  en  étant  infi- 
niment petit  {voii-  notre  précédente  étude,  p.  4^7)  n'est  pas  rigoureu- 
sement nul. 

L'expression  (8  bis)  montre  que,  pour  tenir  compte  de  ces  particu- 
larités, il  faut  ajouter  au  terme  —  Xcoscp,  qui  représenterait  la  valeur 
de  la  composante  de  vitesse  après  le  choc  dans  le  cas  du  solide  immo- 
bile, des  termes  qui  sont  au  plus  des  ordres  de  grandeur  —  A  et  /. 

D'autre  part,  les  expressions  (6),  p.  lo,  des  composantes  du  mouve- 
ment du  système  sont  linéaires  par  rapport  aux  paramètres  /-cosy/p  £, 
7*siny/p  t  qui  y  apparaissent  lorsqu'on  développe  leurs  fonctions  circu- 
laires. On  peut  donc,  en  calculant  les  valeurs  de  ces  paramètres  après 
un  choc,  déterminer  séparément  :  i*^"  la  partie  de  chacun  desdits  para- 
mètres correspondant  au  changement  par  lequel  la  composante  de 
vitesse  Xcoso  devient    — Xcoscp;    2"   la    partie    complémentaire   de 

Journ.  de  Math.  (4°  série),  tome  IX.  —  Fasc.  I,  1893.  >J 
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i-liacun  (io  cos  mêmes  paramôlros  rolalive  à  la  moililicalioii  (|iril  faiil 
faire  sul)ir  à  la  comi^osanle  —  Xros^  |)()tii'  la  Iraiisfoi-mei'  en  Texpi-es- 
sioii  (  8  /fis). 

Si  Vou  ajipelle  diiiie  paiM  /•,,  £,,  (Taiilre  pari  /\,,  i.^  les  xaleiiis  de  /• 
el  lie  £  correspoiulanl  respechNemeiil  au  premier  cl  au  second  de  ces 
deux  clianiiemenls,  Texpressiou 

^{\)  A-  =  V,-si„^p(/-^  c), 

calculée  après  le  clioc,  peu!  s'écrire 

(6  his)         A-  -=  2  '■'  ^"^  V'p  i  /  ^-  'I  )  -^2  '"-  ^'"  ^  '"  ^  '  ^  '-  ^" 

Le  lei'me  V  /•,  siii  yp  (/-!-£,)  de  celLe  e.xpiessioii  (^G  />/.v)csl  Ici  (|ue, 

d'a[)rès  ce  (jui  a  été  e\[)li(jué  paj;e  17  ci-dessus,  s'il  exislail  seul,  les 
[)crcussions  ne  produiraient  aucune  pcrturhatiou  dans  l'étal  moyen  du 
lluide  en  chaque  région;  il  n'y  a  doue  j)as  lien  de  s'en  (>ccn])er  davan- 
tage. 

Reste  à  examiner  rinfluence  du  teiiue  %  /  .>  sin  \ip(f  -h  £.j)  de  celle 
même  expression  (G  his). 

Or,  pour  déterminer  les  2lv  paramètres  /.,  et  £0  ([ui  iigurenl  dans  ce 
terme,  nous  avons  d'abord  à  écrire  2K  — 9  relations  (K  pour  les 
composantes  de  déplacements,  R  —  Ç)  poui-  les  composantes  de  vitesses) 
de  l'une  ou  l'autre  des  formes 

(12)     ^r,  sinvp(/  + £2)=  o,         ^ /o  Vp  t'os  y^p  (/  +  £,)=  o; 

ces  2K  —  9  relations  exprimant  que  les  termes  correctifs  à  ajouter  aux 
expressions  des  K  composantes  des  déplacements  du  système,  pour 
tenir  conqjte  de  l'eUet  du  mouvement  du  solide  M  au  moment  d'un 
choc,  ont  des  valeurs  initiales  nulles  et  qu'il  en  est  de  même  des  termes 

correctifs  analogues  relatifs  auxK  —  9  composantes  de  vitesses  des  — 5-^ 
points  /))  qui  n'interviennent  pas  dans  le  choc. 
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Puis,  pour  compléter  la  détermination  des  2K  paramètres  / .,  et  £0, 
nous  devons  considérer  9  relations  de  la  forme 

(.3)  2  /•,  vp  cos  s/?{t  -i-u)  =  ril-^(i'^-k, 

dans  lesquelles  l'expression  y]/  +  G  —  A  désigne  une  quantité  qui  est  au 

I 

plus  des  ordres  de  grandeur  de  la  vitesse  /et  du  produit  —')\.  Ces  9  re- 
lations sont  relatives  aux  variations  des  composantes  de  vitesses  du 
point  choquant  d'une  part,  du  solide  d'une  autre. 

En  rapprochant  les  2K  —  9  relations  (12)  et  les  9  relations  (i3), 
on  forme  un  système  de  2  K  relations  propres  à  déterminer  les  aK  pa- 
ramètres To  et  lo,  et  l'on  voit  de  suite,  par  l'examen  du  tahleau  consti- 
tué par  ce  système,  que  les  paramètres  j'o  seront  de  l'ordre  de  gran- 
deur du  second  memhrc  des  relations  (i3),  c'est-à-dire  des  ordres  de 

grandeur  des  quantités  /  et  —  X. 

Par  ailleurs,  l'expression   V /-^  sin  y/p(/ -h  £0)   est  une    somme  de 

fonctions  circulaires  et,  comme  ses  termes  constitutifs,  étant  indépen- 
dants les  uns  des  autres,  sont  les  uns  d'un  signe,  les  autres  d'un  autre, 
son  ordre  de  grandeur  est  le  même  que  celui  des  paramètres  7\y. 

Chacun  des  chocs  qui  se  produit  entre  les  divers  points  m  du  fluide 
et  le  solide  détermine  l'adjonction  aux  expressions  des  composantes 
de  chacun  des  divers  points  /?i  du  fluide  d'une  expression  corrective 

de  la   forme  V /^  sin  y/p  (/ -H  £0)  indiquée  ci-dessus,  aussi  bien  pour 

ceux  des  points  f?i  qui  n'interviennent  pas  dans  le  choc  cjue  pour  celui 
qui  produit  le  choc. 

Ces  expressions  correctives  sont  toutes  constituées  par  des  sommes 
de  fonctions  circulaires  qui,  nous  venons  de  le  dire,  sont  des  ordres 

de  grandeur  des  paramètres  7\,  et,  par  suite,  des  quantités  /et  —  A.  De 

plus,  toute  expression  corrective  appartenant  à  un  point,  qui  n'inter- 
vient pas  dans  le  choc  auquel  elle  doit  sa  naissance,  a  une  valeur  ini- 
tiale nulle,  en  sorte  qu'elle  a,  à  une  époque  quelconque,  autant  de 
chances  d'avoir  le  signe  -h  que  le  signe  — . 
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Il  eu  ivsullo  ((iio  pour  tout  point  du  lliiicU',  roinmc  les  oxprossions 
foiriHlivos  (jui  naissent  pour  ce  j)oinl,  en  dehors  du  nionienl  où  il  in- 
lervicnt  ilans  un  choc,  sont,  dans  un  (luidc  infiniment  divisé,  infiniinont 
plus  nombreuses  (pu>  eelK^s  cpii  se  produisent  dans  les  elioes  déleruïi- 
nés  par  le  point,  la  somme  al^éhricpie  des  expressions  eorreelives  ajou- 
tées successivement  aux  exjïressions  des  composaul(>s  du  uu)uvement 
dudit  point  a,  à  une  épocjne  (piolcoucpie,  des  chances  respectives 
d'avoir  le  sig^ne  -h  ou  le  siji^ne  — ,  doul  la  dillereuce  es!  iuruiimenl 
petite  par  rapport  à  leurs  valeurs. 

lù,  d'après  cela,  pour  tenii-  compte,  dans  Tétude  des  chocs  produits 

"entre  le  solide  M  et  les  j)oints ///  du  iluide,  des  altérations  que  ces  chocs 

produisent  dans  Télal    du  Iluide,  il  faut  ajouter  aux  e\j)r(>ssions  des 

composantes  du  mouvement  des  points  /yt  dans  le  Iluide  non  altéré  des 

expressions  correctives  (]ui  sont  au  |)lus  des  ordres  de  ijraudeur  des 

quantités  /,  -X  et  dont  le  sii,nie  est  (eu  né'di^cant  des  ipiantités  lela- 

lives  infiniment  petites)  aussi  souvent  +  (jue  — . 

Nous  jiouvons  donc,  pour  la  sommation  des  elTcts  de  ces  chocs  sui- 
chaque  éléuu-ut  t/cr  de  la  surface  du  solide,  j)artii"  de  Texprcssion  (-li) 
de  la  paiic  f\\C)  de  notre  préc(''dent<'  étude. 


m           I             !iL               m 
I  H 


en   \    ai(uilaiil   à    la   (piantité  "Xcos^  un  teruu^  correctif  de  la   fortne 

y^Z-f-O,  —X,    T;,,  0,   étant  des  coefficients  de  grandeur  finie  dont  le 

signe  est  aussi  souvent  -\-  (jue  — . 

Si  alors,  développant  les  calculs,  on  supprime  finalement,  comme  il 
a  été  fait  en  la  page  420  de  notre  précédente  étude,  tous  les  termes 

qui  sont  d'un  ordre  de  petitesse  supérieur  à  ceux  des  produits  /-A,  —  ^% 

on  est  conduit,  pour  représenter  la  somme  V  V,  à  une  expression  qui 

1 
ne  diffère  de  celle 
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établie  sous  le  n"  (aj  hi.s)  en  ladite  page  li'io,  que  par  un  terme  cor- 
rectif de  la  forme  yjj^'^  ('),  'f]>  étant  un  coefficient  dont  le  signe  est 
aussi  souvent  -h  que  — . 

Mais  ensuite  lorsque,  continuant  la  série  d'opérations  indiquées  aux 
pages  4^0  et  421  de  notre  précédente  étude,  on  fait  la  sommation  par 
rapport  au  temps  t  des  expressions  (20  bis),  complétées  par  les  termes 
correctifs  en  vjo/^)^,  pendant  un  espace  de  temps  T  infiniment  grand 
pour  diviser  ensuite  par  T  le  résultat  obtenu,  les  valeurs  des  sommes 
des  termes  correctifs  en  y]o/^X  à  signes  variables  sont  nécessairement 
finies,  quelque  grand  que  soit  T,  et,  par  conséquent,  leurs  quotients 
par  T  seront  infiniment  petits  pour  T  =  oc. 

Les  termes  correctifs  disparaissent  ainsi  du  résultat  final,  en  sorte 
qu'il  n'y  a  pas  lieu  de  s'en  occuper  davantage. 

VI.  Conséquence  de  la  non-homogénéité  du  Jluide.  —  Il  reste  à 
examiner  une  particularité  importante  qui  différencie  le  cas  du  fluide 
à  actions  continues  intérieures  ici  considéré  du  cas  simple  traité  dans 
notre  précédente  étude. 

Quand  le  fluide  est  à  points  indépendants,  quand  de  plus,  ce  qui  est 
le  cas  de  notre  précédente  étude,  aucune  force  continue  ne  s'exerce 
entre  le  solide  M  et  les  points  m  constitutifs  du  fluide,  les  valeurs  des 
nombres  N  (nombre  de  points  m  animés  d'une  même  valeur  de  vitesse  A 
compris  en  chaque  région  dans  l'unité  de  volume  du  fluide)  restent  les 
mêmes  dans  toute  l'étendue  du  fluide  et  particulier  tout  le  long  de  la 
surface  du  solide. 

Il  n'en  est  plus  de  même  dans  le  cas  actuellement  examiné  du  fluide 
à  actions  continues  intérieures.  Les  nombres  N,  constants  à  toute 
époque  en  chaque  région  du  fluide,  changent  de  valeurs  d'une  région 
à  l'autre  du  fluide  et,  par  suite,  ne  sont  pas,  en  général,  égaux  entre 
eux  dans  toute  l'étendue  de  la  zone  du  fluide  placée  en  contact  avec  la 
surface  du  solide. 

Il  en  résulte  que  l'on  ne  peut  plus,  comme  nous  l'avons  fait  en  la 

(')  On  voit,  en  effet,  immédiatement  par  le  détail  des  calculs  que  cette  expres- 
sion ne  contient  pas  de  termes  correctifs  en  11^,  ni  non  plus  en  — X*. 


I 
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|)i»i;o   '|2T   tic  noire  prôcêdonlo  élude,  iiuMIrc  la  soinnii»  V  l\//rA'''  ou 

faclmir  coiuiuim  dans  le  premier  terme  du  second  memhrr  de  la  rela- 
tion (^27)  de  ladite  page  liH,  et  montrer  ainsi,  en  s\ip|)nyant  snr  la 

formnl(>    /  / <h  -  o,  que  ce  jn-emier  t(>rme  <>st  nul.  (  hie  l'aire  alors? 

Pour  élucider  la  question,  prenons  Texprcssion  de  /  donnée  par  la 
formule  (22)  (\o  la  i>age  ]iC)  de  notre  précédente  étu(l(\ 

/  =  //  cosa  +  i-  cos^  H-  (r  cosy  +  /ut  4-  ip  ~h  yy  ; 

on  ou  conclut 

=  ^  /     «  <//  X  V  N  ///  A-  cos  a  (h 

»•  ^/  X  2  N  /«  A=^  cos  3  (/i  4-  ,-p  ^  w  rf/  X  ^  N  m  A-  cos 7  r/7 
-h  ^  /     //  <y/  X  V  N  m  A-  //  r/T 

pdf  x^^  m  A-  /  (h  ^-  y  /  y  ''^^  X  2  N  m  X-  /  o^a. 

Dans  cette  relation  (i4)^  le  premier  V  du  premier  membre  com- 
prend tous  les  d'y  de  la  surface  du  solide;  le  second  ^  de  ce  même 

membre  porte  sur  toutes  les  valeurs  de  X  existant  en  chacune  des  ré- 
gions du  fluide  placées  respectivement  en  contact  avec  cliacun  des  drr. 

Les  V  du  second  membre  représentent  des  sommations  doubles  por- 
tant à  la  fois  sur  tous  les  dy  du  solide  et  sur  tous  les  X  correspondant 
dans  le  fluide  à  chacun  de  ces  d(j. 

Quelles  sont  les  conditions  auxquelles  doit  satisfaire  l'expression 
constituant  le  second  membre  de  la  relation  (i/j)  ainsi  formée  pour 
que  ladite  expression  et  par  suite  le  premier  membre  de  cette  relation 


(ï^\ 
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soient  identiquement  nuls  ou  tout  au  moins  aient  une   limite  nulle 
pour  T  =  00? 

Comme  les  valeurs  simultanées  des  différentes  composantes  de  vi- 
tesses u,  p,  w,  n,  p,  q  du  solide  sont  évidemment  indépendantes  les 
unes  des  autres,  pour  que  le  second  membre  de  la  relation  (i 4)  ait  une 
limite  nulle,  il  est  nécessaire  que  les  six  termes  de  ce  second  membre 
aient  séparément  des  limites  nulles. 

Prenons  le  premier  desdits  termes  '•  t^  \    udlyc^^^  Nm'k-cosa.(h. 

Pour  que  ce  terme  soit  identiquement  nul  ou  tout  au  moins  ait  une 
limite  nulle  pour  T  =  oo,  il  faut  que  l'on  ait 

il  r'' 
ou  bien     -  /    udl  ==  o, 
ou  bien     V  NmX-  cosa  ch  =  o. 

Mais,  en  appliquanl  aux  variations  de  la  composante  u  la  marclie 
indiquée  au  §  Xlf,  page  43o  de  notre  précédente  étude,  on  trouve  par 
un  calcul  facile  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la 

quantité  ^  /     ucll  ait  une  limite  nulle  est  que  la  somme 

'S  N  m  X^  cos  a  dcr 

soit  égale  à  zéro.  L'alternative  (i5)  équivaut  donc  en  tout  cas  à  la 

condition  V  Nm  A-  cosa  r/a  =  o. 

En  répétant  sur  les  cinq  autres  termes  du  second  membre  de  la  re- 
lation (i4)ce  que  l'on  vient  de  dire  au  sujet  du  premier,  on  trouve 
(juc  finalement  les  six  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  le 
premier  membre  de  ladite  relation  (i4)  ait  une  limite  nulle  pour 
T  =  oo  sont 

l  V  IN  m  A^  cos  a  <:/a  =  o ,  51  ^  ''^  ^^  ^•^^  p  d'or  =  o ,         ^  ^^  ''^  ^^"  cos  y  (h  =  o , 

I  V  N m\-h  d(7  =^  o,  "S  N  m  A"  i  da  ==  o,  y  N m'k-  j  ^7  =  0. 


2^i  H.     %V  ILLOTTE. 

VU.  Examen  de  deux  cas  particuliers  {iiotaniitient  du  cas  des 
solides  qui  on  f  pour  plans  de  symétrie  les  plans  de  leurs  axes  prin- 
cipaux passa/tt  par  leurs  centres  de  gravité).  —  l^os  coiulilions  (i6) 
sont  compaliblos  avec  le  inainlicn  de  la  contlilion  de  distribulioii  sui- 
vant les  lois  du  hasard  des  valeurs  des  eoniposanles  des  vitesses  X  dans 
les  (HlVéïvules  iv^ions  du  lluide,  iudi(|uée  paj^e  12  ci-dessus,  (|Uiui(l 
ou  a 

l    ^''  N  ///  c'osa  (h  =  o,  7   iN  /;/  cos[b  <h  =  0,  ^  IN  /n  eosy  d'y  ^-  o, 

(•7)  )  ,  "^    ,      .  ^    .      . 

[   \]  N  nt/t  (h  —  o,  V  -\  lui  (h  =0,  V  N/;//"  di  —  o. 

(]ar.  (juaud  les  \ilosses  \  sont  réparties  suivaut  les  lois  du  hasaid 
daus  toute  rrt(Midiir  du  Iluide,  la  somme  V  N/;/A-  est,  eu  elïa(ju('  ré- 
gion, é^ale  au  produit  A^\///  dViuc  (piaulité  A,  (pii  a  la  même  valeur 

dans  toute  It-teudue  i\\\  lluide,  ])ar  la  somme  ^  i\///  (masse  de  Tunilé 

de  volume  eu  chaque  réunion). 

Les  coudilious  (17)  sont  notamment  satisfaites  daus  deux  cas  : 

1"  (Quelle  que  soit  la  forme  du  solide  JNl,  si  la  loi  de  distribu- 
tion des  forces  du  système  est  telle  que  les  nombres  N  soient  con- 
stants, non  pas  nécessairement  dans  toute  Tétendue  du  fluide,  mais 
tout  au  moins  dans  la  zone  du  fluide  qui  est  en  contact  avec  la  surface 
du  solide. 

2"  Quelle  (pie  soit  la  loi  de  distribution  des  forces  du  système  lorsque 
le  système  admet  comme  plans  de  symétrie  les  faces  du  trièdre  ayant 
pour  arêtes  les  axes  d'inertie  principaux  du  solide  M  passant  par  son 
centre  de  gravité  (comme  cela  arrive,  par  exemple,  quand  le  solide  M 
est  un  ellipsoïde  homogène)  ;  dans  ce  cas,  en  efîet,  les  sommes  formant 
les  premiers  membres  des  relations  (17)  sont  toutes  nulles,  comme 
composées  d'éléments  égaux  et  de  signes  contraires  se  détruisant  deux 
à  deux. 

Dans  ces  deux  cas,  on  pourra  répéter  les  raisonnements  des  pages  [\ii 
et  suivantes  de  notre  précédente  étude,  et  remarquant  que,  pareille- 
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ment  à  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus  pour  la  somme    >  NrnX-,  on  a 
et,  par  suite, 


I.Nm'-l^        A., 


X  N  m  l  Al 

A,,  A;,  étant  des  quantités  constantes  dans  toute  l'étendue  du  fluide, 
on  arrivera  aux  équations  (34)  et  (35)  de  la  page  429  de  notre  précé- 
dente étude  et  par  elles  aux  deux  théorèmes  que  voici  : 

La  iKileur  moyenne  de  la  force  vive  totale  d'un  solide  invariable 
en  état  de  moyen  mouvement  permanent  au  sein  d'unjluide  infini- 
ment divisé,  dont  les  points  sont  liés  entre  eux  et  au  solide  par  des 
forces  dépendant  d'un  potentiel,  est  égale,  quelles  que  soient  les 
dimensions  et  la  masse  du  solide,  à  une  quantité  qui  ne  dépend  que 
de  la  constitution  du  fiuide. 

La  force  vive  moyenne  de  translation  du  solide  est  égale  à  sa 
force  vive  moyenne  de  rotation. 

YIII.   Cas  général.  —  Passons  au  cas  général. 

Les  équations  (i  7)  ne  sont  plus  alors  ordinairement  satisfaites  et, 
par  conséquent,  il  n'est  plus  possible  de  regarder  les  équations  néces- 
saires (iG)  comme  compatibles  avec  le  fait  de  l'égale  disti-ibution  des  À 
dans  les  diverses  régions  du  fluide. 

Qu'arrive-l-il  alors? 

Pour  élucider  la  question,  nous  commencerons  par  mettre  en  évi- 
dence une  importante  propriété  du  mouvement  du  système  qui  a  lieu 
quand,  comme  dans  les  cas  examinés  au  paragraphe  précédent,  les 
conditions  (  1 7)  de  la  page  24  ci-clessus  étant  vérifiées,  les  équations  (3^|), 
(35)  de  notre  première  étude  sont  applicables. 

(')  Celte  relation  suppose  (jiie  tous  les  points  /n  consécutifs  du  fluide  aient 
même  valeur  de  masse  ou  tout  au  moins  que  la  composition  du  flnide  en  points //i 
de  masses  dilFérentes  calculée  pour  chaque  région  soit  constante  dans  toute 
l'étendue  de  la  couche  de  ce  fluide  placée  en  contact  avec  le  solide. 

Journ.  d    Math.  {\'  série),  tome  IX.  —  Fasc.  I,  iSgS.  \ 
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l*ronons  la  rolalion  (27")  ilc  la  page  /|2i  de  ladilr  rliuK'  cl  divisons- 
en  los  (Kmi\  intMuhn's  par  T;  il  viendra 

i"\aniiiu)ns  les  lornios  onfornics  dans  la  j)ar(Milhôsc'  dn  second  nKMubi'o 
(le  celte  relalion. 

Le  premier  de  ces  termes  est  nul,  parce  que  Ton  a  alors,  ainsi  (ju'il  a 
clé  indicpic  en  la  pape*  /i3i  de  noln»  première  étude,  pour  toulélénicnl 

Jr' 
0 
D'autre  [)ait,  (ra[)rcs  Texpression  d(>  /,  n>|)rodnilc  pape  i>2  ci-des- 
sus, on  a 


~  I    I-  (Il  =      cos'a  X  r..  /     ir  dt 

«.'0  «^0 

-h  cos-|^  X  Ty.  I    i-  df  -h  cos-y  X  ,W    <^' 

+  //'  X  j,  /     rr  dt  -h  r  x  ,W    />=  ^//  +/  X  .j,  /     y 

-+-  2Cosacos[i  X  rp  /    //iv// 


•=»  ^/ 


et,  par  suite,  en  tenant  compte  des  é(|ualions  (34),  (3  >)  susvisécs, 
'    /'    />    /.       /cos-a -t- cos-S -h  cos'^Y        II-        i-         j''\        I   XNm^/'' 

TJ    '■'"  =  ( ST ^^  +  A  +H  +  iTJXîTiN7;rT 


^  0 

I       V^,„2X3 


4.x    ïNwX 

puisque  par  ailleurs  la  quantité  (i.  est  défmie  (p.  417  t;t  f\OD  de  uoUe 
précédente  étude)  par  les  égalités 


J          I           I 

I          A2        i^ 

h^' 

_    —    _1_    , 

. ,     _(_    —     _J 

\x       M  ^  ;)rt 

;)|L       A        li 

'    C 
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On  a  donc,  dans  ces  conditions,  en  tout  di  de  la  surface  du  solide 

Or,  comme  la  variation  ■<)  de  force  vive  éprouvée  par  le  solide  dans 
chaque  choc  est  égale  et  de  signe  contraire  à  celle  que  subit  le  point 
choquant  m  du  fluide,  il  résulte  de  l'équation  (i8)  ainsi  étabhe  que  la 
moyenne  des  variations  de  force  vive  dans  chacune  des  régions  du 
fluide  qui  sont  respectivement  en  contact  avec  chacun  des  éléments  di 
de  la  surface  du  solide  est  nulle,  en  sorte  que  le  maintien  du  moyen 
mouvement  permanent  se  trouve  ainsi  indéfiniment  assuré  en  chaque 
région  isolée  du  fluide. 

Dans  le  cas  général,  les  conditions  (17)  de  la  page  24  ci-dessus  et, 
par  suite,  les  équations  (34),  (35)  de  notre  précédente  étude  n'étant 
pas  ordinairement  satisfaites,  l'équilibre  dynamique  du  système  ne 
peut  se  réaliser  aussi  simplement  et  il  faut  que  des  déplacements  de 
force  vive  se  produisent  dans  le  fluide  le  long  de  lignes  tracées  sur 
la  surface  du  solide,  cn^ec  prédominance  dans  des  sens  dêlermi- 
nés,  de  façon  que  les  régions  du  fluide,  pour  lesquelles  la  quantité 

=  V  \'^  a  une  valeur  négative,  cèdent  de  la  force  vive  à  celles  pour  les- 

3 
quelles  cette  même  quantité  a  une  valeur  positive.  Ces  déplacements 
de  force  vive  avec  prédominance  de  sens  n'existentpas  dans  le  cas,  exa- 
miné au  paragraphe  précédent,  des  solides  ayant  pour  plans  de  symé- 
trie les  plans  des  axes  principaux  de  leurs  centres  de  gravité,  puisque, 

comme  il  vient  d'èlre  établi,  la  quantité  Fp  ^S<?  y  est  nulle  en  toute  ré- 

3 
gion  du  fluide.  On  conçoit  donc  que  si,  prenant  un  solide  JM  quel- 
conque, on  imagine  une  série  de  solides  tels  que  chaque  solide  soit 
infiniment  peu  différent  de  ceux  qui  l'avoisinent  dans  la  série  et  que, 
en  outre,  la  série  parte  du  solide  M  pour  aboutir  à  un  solide  à  trois 
plans  de  symétrie,  les  formules  qui  donneront  les  conditions  de  l'état 
de  moyen  mouvement  permanent  pour  chacun  des  solides  de  la  série 
(plongé  isolément  dans  un  fluide)  varieront  d'une  façon  continue,  les 
déplacements  de  force  vive  avec  prédominance  de  sens  prenant  de 


•2  8 
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moins  en  moins  (rimporlancc  à  mt^sni'c  ipn*  parlanl  dn  solide  M  on  so 
lapproclu'  (le  plus  (MI  |)his  du  solide  à  plans  de  symélrie.  lu,  si  le  so- 
lide M  esi  pi>u  dillV'renl  tTun  solide  à  plans  do  symétrie,  on  poniMa 
eonsidériM"  les  lorninles  ndalives  à  ce  dernier  comme  l'epiésenlanl 
approximaliNemenl  le  mouvenuMU  du  solide  M;  en  sorte  (pie  les  theo- 
rèm(>s  ('lahlis,  i)a^e  2")  ci-dessus,  [)our  les  solides  à  plans  de  symcîtrie, 
seront  d'autant  plus  pr('s  dV'tre  api)lical)les  à  un  solide  M  (]uelcon(]ue 
(pie  ce  solid(^  dilVérei'a  moins  d'un  solide  à  plans  de  sym(''trie  ((pielle 
(pie  soit  d'ailleurs  l'exprt'ssion  analvli(pie  de  la  surface  limitative  de 
celui-ci). 


THEOHIE    GENERVLE    DES    SURFACES    IIYPERELUPTIQUES.  2f) 

Théorie  générale  des  surfaces  hyper  elliptiques  (  '  )  ; 
Par    m.    g.    HUMBERT. 


PREMIERE  PARTIE. 

INTRODUCTION    ET    GÉNÉRALITÉS. 


Introduction. 

Le  présent  Mémoire  est  consacré  à  l'étude  des  surfaces  remar- 
quables, introduites  dans  la  Science  par  M.  Picard,  et  pour  lesquelles 
les  coordonnées  non  homogènes  d'un  point  quelconque  peuvent 
s'exprimer  en  fonction  uniforme,  quadruplement  périodique,  de  deux 
paramètres. 

Pour  abréger  le  discours,  nous  désignerons  ces  surfaces  sous  le  nom 
de  surfaces  hyperelllpliques^  qui  rappelle  leur  propriété  fonda- 
mentale. 

Les  travaux  de  M.  Poincaré  sur  les  zéros  communs  à  plusieurs  fonc- 
tions abéliennes  thêta  sont,  avec  ceux  de  M.  Picard  sur  les  surfaces 
qui  nous  occupent,  la  base  de  nos  recherches. 

Notre  Mémoire,  après  un  Chapitre  consacré  à  des  généralités,  est 
divisé  en  deux  Sections  principales  :  la  première  est  relative  à  la  sur- 

(')  Mémoire  couronné  par  TAcadémie  des  Sciences  (Prix  Bordin,  189^). 
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laco  (lo  KuinnuM-;  la  socondo  aux  surfaces  liy|)iMvllipli(iuos  en  général. 

La  surface  de  Kuinuier  a  déjà  été  robjol  de  Iravaux  nonil)reux  et 
inipoiiants,  en  Allemagne  surtout.  Nous  n'avons  pas  prétendu  en  faire 
une  élude  coniplèle,  en  réunissant  el  eu  reliant  les  résultais  obtenus 
par  nos  devanciers;  nous  nous  sommes  borné  à  lui  appli(|uer  les  mé- 
thodes dont  nous  faisons  usage  dans  la  suite  pour  les  surfaces  bypercl- 
lipticpies  générales  :  c'c^st  ainsi  que  nous  avons  laissé  systéinali(pienieut 
de  côté  les  ipieslious  (pii  se  rapportent  à  la  surface  de  kuuimer  consi- 
dérée comme  surface  des  singularités  de  complexes  du  second  ordre, 
ou  comme  surface  focale  de  congruenccs  rectilignes.  De  uiènie, 
bien  que  nos  méthodes  fussent  facilement  applicables  à  ce  problème, 
nous  n'avons  pas  |)arlé  des  (piinze  transformations  linéaires  de  la  sur- 
face en  elle-même. 

(^e  (pie  nous  avons  eu  surtout  en  vue,  c'est  l'étude  des  courl)cs  tra- 
cées sur  la  surface  de  Ivummer  c[  celle  des  propriétés  des  surfaces  cjiii 
passent  par  ces  courbes. 

Nous  commençons  par  établir  la  relation  qui  existe  entre  les  fonc- 
tion thêta  et  les  courbes  tracées  sur  la  surface  de  Ivummer,  et  nous 
démontrons,  à  ce  ])oiut  de  vue,  un  tlu'orème  fondamental  (n"  1(>), 
(pii  domine  toute  la  théorie;  on  en  déduit,  en  particulier,  (jue  toutes 
les  courbes  tracées  sur  la  surface  sont  d'ordre  pair  et  (pie,  le  long  de 
chacune  d'elles,  on  jjeut  inscrire  à  la  surface  de  Kummer  une  surface 
algébrique  ne  coupant  pas  la  surface  proposée  eu  dehors  de  la  courbe 
considérée. 

Avant  de  pousser  plus  loin  cette  étude,  nous  donnons  un  nouvel 
algorithme,  qui  nous  paraît  simple  et  utile,  pour  représenter  les  seize 
points  et  les  seize  plans  singuliers;  nous  en  faisons  ensuite  qucl([ues 
applications,  soit  à  des  problèmes  déjà  résolus,  soit  à  des  problèmes 
nouveaux,  sur  certains  groupements  remarquables  des  seize  coniques 
de  la  surface. 

Viennent  ensuite  la  classification  et  la  détermination  des  courbes 
d'un  degré  donné  qu'on  peut  tracer  sur  la  surface  de  Kummer;  nous 
parvenons,  sur  ce  sujet,  à  des  propositions  nouvelles  remarquable- 
ment simples  et  (jui  reposent  sur  ce  théorème  : 

Une  courbe  quelconque  devient  l'inierscclion  comj^lète  de  la  sur- 
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face  avec  une  surface  algébrique  si  on  lui  adjoint  o,  i,  2,  3  ou 
4  coniques  de  la  surface  de  Kummcr.  - 

Ces  principes  posés,  nous  étudions  avec  détails  les  courbes  de 
degrés  4,  ^5  8  et  les  surfaces  inscrites  le  long  de  ces  courbes,  dont  les 
degrés  sont  2,3,4- 

MM.  Darboux  et  Robn  ont  établi  c|ue  la  surface  de  Kummer  admet 
trente  séries  de  quadriques  inscrites;  nous  complétons  leurs  recherches 
en  étudiant  les  relations  qui  existent  entre  une  de  ces  séries  et  les 
vingt-neuf  autres;  pour  les  surfaces  inscrites  d'ordre  trois  ou  quatre, 
nous  donnons  une  théorie  très  complète  cjui  conduit  à  des  résultats 
géométriques  'simples. 

Les  Chapitres  suivants  se  rapportent  à  l'étude  des  sections  de  la 
surface  par  ses  plans  tangents  :  c'est  pour  nous  l'occasion  de  faire  con- 
naître et  d'appliquer  des  formules  analytiques  importantes,  dont 
plusieurs  appartiennent  à  M.  Klein  et  sont  établies  ici  par  une  voie 
nouvelle. 

Après  un  Chapitre  consacré  aux  relations  qui  lient  la  surface  de 
Ivummer  à  sa  réciproque,  nous  passons  à  l'examen  du  genre  des 
cour])es  tracées  sur  la  surface  et  à  celui  des  propriétés  qui  se  rattachent 
à  la  notion  de  genre;  pour  terminer  nous  étudions  des  courbes  remar- 
(juables  que  nous  appelons  univoques,  et  qui  possèdent  d'importantes 
propriétés  géométriques. 

La  surface  de  Kummer  occupe,  parmi  les  surfaces  hyperelliptic|ues, 
une  place  particulière,  non  seulement  parce  qu'elle  est  la  plus  simple, 
mais  surtout  parce  que,  à  un  de  ses  points,  correspondent  deux  couples 
d'arguments  hyperelliptiqucs.  Les  surfaces  les  plus  générales  ne  pos- 
sèdent évidemment  pas  cette  propriété  :  aussi  leurs  caractères  fonda- 
mentaux sont-ils  différents  de  ceux  de  la  surface  de  Kummer. 

Cinq  Chapitres  sont  consacrés  à  l'étude  de  ces  surfaces  et  des 
courbes  c{u'on  peut  tracer  sur  elles;  le  plus  important  est  celui  où  se 
trouve  établie  la  liaison  entre  les  fonctions  hyperelliptiqucs  et  les  sur- 
faces adjointes  à  une  surface  donnée. 

Grâce  à  cette  liaison,  qui  est  la  généralisation  directe  de  notre 
théorème  fondamental  pour  la  surface  de  Kummer,  nous  donnons 
un   certain    nombre    de    résultats   géométriques    se   rapportant    au 
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nombre  des  surfaces  acljoinles,  aux.  surfaces  adjointes  de  conlacl,  aux 
sections  planes,  etc. 

Les  deux  derniers  (Chapitres  de  celle  Section  font  connaître  (juelques 
fainill(>s  de  surfaces  et  (|uel(|ues  surfaces  hypcrelliptiques  remar- 
cpiaMes;  nous  signalerons,  en  particulier,  une  intéressante  suiface 
d'ordre  huit. 

La  dernière  Parlie  du  Mémoire,  fort  courte,  se  rapporle  aux  sur- 
faces livpereiliptiques  telles  quA  chacun  de  leurs  j)oiuls  (•ori'esj)()ndeut 
deux  couples  d'arguments  :  ces  surfaces  sont  représenlal)les  point  |)ai- 
poinl  sur  la  surface  de  Kummer. 

Nous  donnons  un  procédé  siuiple  pour  trouver  celles  (Tentre  elles 
(pii  soûl  (lu  (piatrième  ordre,  et  à  titre  d'exemple,  nous  étudions  le 
lieu  des  sommets  des  cônes  du  second  ordre  passant  par  six  ]K)iuts, 
surface  remar<[ual)le,  déjà  examinée»  par  plusieurs  auteurs  el  donl 
M.  Darlioux,  le  premier,  a  signalé  la  liaison  avec  la  surface  de  Kum- 
mer. 

Généralités. 

l.  Nous  Ri)[>c\[cTOïis  suj-/ace  hyperell/pfique  toute  surface  telle  cpie 
les  coordonnées  x,  y,  z  (Fun  de  ses  points  puissent  s'exprimer  par 
des  fonctions  uniformes  de  deux  j)aranu''tres  ayant  (|uatre  paires  de 
périodes. 

M.  Appell  a  éta])li  ('),  ce  (|u'on  déduit  d'ailleui-s  d'un  théoirme 
célèbre  de  MM.  Poincaré  et  Picard,  qu'on  ])eut  mettre  x',y,  z  sous  la 

forme 

^  o.(//,r)  ^  02(^/,O  _  ^  Q3(/^'^) 

les  fonctions  0/,  étant  uniformes,  et  vérifiant  les  relations 


1  Oyi(w  -f-  2-?,(-)      =  ()^{u,  V  -+-  27:0=  0/,(w,  *')  j 
(i)        0,(w  -f-  a,  i'  -I-  /y)=  r'-'««-«e,(//,  v)  >  (A  =  o,  j ,  ?.,  3). 


()^(u  -h  2-/,(-)      =  ()^(u,  ^'  -+-  '2tJ:)=(};,{u,  i-) 

'  (),Xu  +  />,  (•  -^  c)  =  ^-'^''^-POz/w,  e) 
(')  Joui  liai  de  Mathématiques  pures  et  appliquées^  ^''  série,  t.  Vil,  p.  21 1, 
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Dans  ces  formules,  a,  b^  c,  a,  [5  sont  des  constantes  et  m  déslfrnc 
un  entier.  T^os  quatre  paires  de  périodes  de  a?,  y,  z  sont 

27:/,  o;      o,  27:/;      a.,  h\,      b^  c. 

De  plus,  la  partie  réelle  de  ac  —  b^  doit  être  positive,  pour  la  cou- 
vergence  des  séries  obtenues  en  développant  G^(w,  r)  suivant  les  puis- 
sances de  <?"  et  (?";  quant  à  l'entier  ni,  il  est  positif  ou  négatif  selon 
que  la  partie  réelle  de  a  est  négative  ou  positive. 

Dans  tout  ce  qui  suit  nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées,  qui;  la 
partie  réelle  de  a  est  négative,  et  par  suite  que  m  est  positif. 

Nous  appellerons  fonctions  thêta  d'ordre  m  les  fonctions  qui  véri- 
fient des  relations  de  la  forme  (i);  nous  dirons  que  deux  fonctions 
thêta  de  même  ordre  ont  mêmes  multiplicateurs  si  a  et  [i  sont  les 
mêmes,  dans  les  relations  (i),  pour  ces  deux  fonctions. 

2.  On  peut  préciser  davantage  la  forme  des  fonctions  thêta  qui  figu- 
rent dans  l'expression  de  j?,  jk?  ^-  Soient  en  effet  À  et  [x  des  constantes, 
posons 

^^{u  -i-"X,  p-f-  \k)  =  (dh{u,  p), 
on  aura 

%h{ii  ^-  '^~h  '■)     =0(^^  ^'  +  27:/)=  (èh{u,  v), 
(èk{u  -f-  «,  V  +  Z>)=  c-""'^°'-'""''0/,(w,  P), 
&,,{u  ^b,v-^c)  =  c-"'^^P-'"i^-0/,(w,  v), 

on  pourra  toujotirs  déterminer  A  et  [jl  de  manière  à  vérifier  les  condi- 
tions 

a  —  m\  =  —  ^  ma,  [B  —  w  [jt,  =  —  ^  me, 

et  Ton  aura  finalement 

I   &h{u  +  27:/,  v)      =  0/i(w,  P  -h  2'izi)  =  &f,(u,  p), 

1  nui 

(2)  <  Q,,(u  -h  a,  V  -{-  b)=  e   '""     '  Q/^(u,  v) 

I  me 

\  Q,t{u  ^  b,  V  -^  c)  —  e   ""^     '  0/,(w,  p). 
Nous  dirons  que  les  fonctions  Q{u,  p),  qui  satisfont  à  des  relations 

Journ.  de  Math.  (4'  série),  tome  IX.  —  P'asc.  I,  iSgS.  <T 


3^, 
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(le  cc\[c  loi  iiu',  soiil  (li's  fom-lions  lluMa,  ironln'  nt,  noiinali'.s,  à  raidc- 
/('/is(i(/in'  mille. 

Plus  uviKM-alomonl,  si  une  fonclion  H(^//,  i)  salislail  aux  rclalious 


(3^ 


.        .  —11)11 


(■)(^//  -h  />,  i-  +  r-~) 


-    .,0'1T/  ,.' 


Bf//,  r\ 


où  to,  co',  0,  0'   sont  des  uoinbivs  (''j^au.v  à  o  ou  à   i,  nous  dirous  (jiic 
colle  fonclion   osl  une  fonclion  (■)  (ou  ihcla)  (rordrc  />/,  iioiniah-,  cl 

(lUc  sff  (■(i/ar/('/i-s/i(/i/('  es/ 

l.cs  fondions  de  caraclérisli()ue  nulle  sont  celles  |)our  icMiiK'lles  to, 
to  ,  0,  0'  sont  tous  nuls. 

Il  V  a  seize  valeurs  pour  la  caraclérisli(|ue  ;  il  y  a  donc  seize  syslèuies 
de  foiu'lious  (■)  normales. 

5.  AvauL  de.  coiumeucer  l'éLude  des  surfaces  hyperelliplit}ues,  nous 
ferons  connaître  tjueltjues  propriétés  des  fonctions  ©  normales,  sur 
lesquelles  nous  aurons  souvent  à  nous  appuyer. 

Une  fonction  0  développée,  par  la  formule  de  l^'onrier,  eu  série 
ordonnée  suivant  les  puissances  positives  etuégalives  de  f"  el  c'',  esl 
de  la  forme 

0(//,  r)  =  ;^^A,„.'— , 


la  double  sommation  s'étendant  aux  valeurs  entières  de  v  et  îô,  de 
—  :y:  à  +  te  et  les  coefficients  A,^^  étant  indépendants  de  ii  et  e.  Va\ 
écrivant  que  cette  fonction  satisfait  aux  relations  (3),  on  trouve,  par 
mi  calcul  facile  et  bien  connu,  qu'elle  est  fonction  lincaii-e  et  bomo- 
i^ène,  à  coefficients  constants  quelconques,  des  m^  fonctions  Q^^^Çu,  v) 
ainsi  tléfinies 

=11^'  - 
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Dans  le  second  membre,  la  double  sommation  s'étend  aux  valeuis 
ciuières  de  p  et  a,  de  —  co  à  H-  oo;  /)  et  ^  désignent  deux  entiers  fjuel- 
conques  de  la  série  o,  r,  . . .,  /;;t  —  i;  o(a7.y)  est  la  fonction 

ai-  -h  2 bxy  H-  cy- . 

En  donnant  k  p  aiq  tous  les  systèmes  de  valeurs  dont  ils  sont  suscep- 
tibles, on  trouve  bien  f}i'-  fonctions  0^,^  :  toute  fonction  thêta  normale, 

ordre  tn,  de  caractéristique  ,     pourra  s  exprimer  en  tonclion 

linéaire  et  homogène  de  ces  m*  fonctions. 

4.  Il  est  intéressant,  pour  ce  qui  suit,  de  chercher  ce  que  deviennent 
les  fonctions  0^,,^  quand  on  y  change  simultanémsnt  les  signes  do  u  et 
de  V. 

Examinons  d'abord,  à  part,  le  cas  où  la  caractéristique  est  nulle  : 
to  =  co'=e  =  G'=o. 

La  formule  qui  donne  Qp^ç(u,  v)  montre  tout  d'abord  que,  si  Ton 
change  u  et  p  en  —  w,  —  r,  on  obtient  le  même  résultat  qu'en  laissant 
u  et  p  inaltérés  et  en  changeant  simultanément  les  signes  de  p,  q,  p,  n  : 
comme  p  et  a- varient  de  —  oo  à  -h  oo,  on  n'altère  pas  0^,^  en  changeant 
p  en  —  p  et  C7  en  —  o-;  par  suite,  on  a 

^pA  —  w,  —  V)  =  0_^,_^(w,  p). 

D'airieurs  il  est  clair  que  0^,,^  ne  change  pas  si  l'on  augmente  p  ouq 
de  multiples  de  m;  donc 

^P^ç{—    "'     -    <•)=  ®'«-/", '«-<?("'    ^)- 

Si  m  est  impair,  les  deux  fonctions  Q^^^Çu,  p)  et  0,„_^,,„_y(«,  p) 
seront  toujours  distinctes,  hors  le  cas  où  p  el  q  sont  nuls  à  la  fois  :  il 
résulte  de  cette  remarque  et  de  la  relation  précédente  : 

i**  Que  la  fonction  0^0  (w,  p)  et  les  ^(m-  —  i)  fonctions 
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iioul  /xii/cs,  c'osl-à-(llri'  ne  changeiU  ]>as  si  Ton  n'inj)la(('  u  ci  \-  par 
—  //,  —  »■  ; 

•2"  (^110  les  !,{nt''  —  i)  fondions 

(■),,,^(//,  t\)— (-),„  ,,.„,  ,///,  i') 
sonl  ifn/)aifcs. 

Si  ///  osl  pair,  los  (lon\  l'onclions  (-)^,^,^(^//,  t)  cl  ^),„-,,.,„-,,{i(  ^  t\)  coïn- 
cidoronl  pour  les  (jiialre  syslônio  do  valeurs 

m 


cl,  pal'  snile,   los   ipialic  fondions   (-)^,,^(//,  t)  oonospondanU's   sonl 

paires. 

Les  //r  —  'i  aulres  fondions  C")^,,/,  j^ronpéos  doux  à  doux  eoninio  pins 

,  ,  m- —  'i  ,.  .  m* —  4  f 

liant,  donnent lonoUons  [)aires  el  — —  tondions  impaires. 

Ainsi  : 

Si  m  l'sl  pair,  1rs  fonctions  tlicla  d'ordre  m,  de  caractcrislique 
nulle,  s'e.rprinie/tf  en  fonction  linéaire  et  }ionio'j^(tne  de fonc- 

,    ,     m^  -  4    /.         ,  •  •  •  ' 

tio/is  paires  el  de jonctions  impaires. 

Si  n/  est  impair,  elles  s'expriment  en  fonction  de  — ^ — fonctions 

paires  et  de  — fonctions  impaires. 

]a\   particulier  :   les  fonctions  d'ordre  deux,  de   caractéristique 
nulle,  sont  toutes  paires. 


D.  Considérons  maintenant  le  cas  des  fonctions  normales  de  caracté- 

0      0' 

Si  dans  Qp,ç(u,  v)  on  change  u  et  ç  en  —  m,  —  r  on  voit  aisément 
que  cela  revient  à  laisser  u  et  p  inaltérés  et  à  changer jo  et  ^  en  —  /?  —  co 


risliquo  ({uelconque,  non  nulle. 
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cl  —  q  —  co';  d'ailleurs  changer  jo  en  p  -+-  m  revient  à  changer  p  en 
p  H-  T,  et,  par  suite,  à  multiplier  0^^  par  e'^'^;  de  môme,  changer  q 
en  q  -h  m  revient  à  multiplier  la  fonction  par  e"^'^'  :  donc  on  a,  en 
désignant  par  £,   s.'  deux  quantités  égales  à  o  ou  à  i,  à  volonté, 

P>1\  '  /  —  ^s/n— /;-w,  £/«—/> -o)  \  ** 7   ^/ 

Il  résulte  de  cette  relation  que  : 

1**  Si  m  est  pair  et  si  w,  w'  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois,  les  indices  p 
et  q  ne  peuvent  jamais  devenir  respectivement  égaux  à  z/n  —  /;  —  co  et 
ï m  — /?  —  w',  quels  (pie  soient  £  et  £';  en  ce  cas,  aucune  des  fonctions 
0^,^n'est  paire  ou  impaire,  et  la  formule  précédente  montre  qu'en  asso- 
ciant deux  à  deux  ces  fonctions,  on  obtient  —  fonctions  paires  et  — 

fonctions  impaires. 

2°  m  étant  toujours  pair,  et  to,  w'  étant  nuisions  deux,  les  quatre 
fonctions  ©qq,  &,„    ,0   ,„,  0,„  ,„  sont  paires  ou  impaires.  La  ])remière 

—  ,0  0,  —  — ."  ^ 

2  2  2       2 

est  toujours  paire;  la  deuxième,  la  troisième  et  la  quatrième  sont  res- 
pectivement paires  ou  impaires,  selon  que  les  nombres  0,  0',  0  -h  0' 
sont  pairs  ou  impairs  :  comme  0  et  6'  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois,  la 
caractéristique  étant  supposée  non  nulle,  deux  des  quatre  fonctions 
précédentes  seront  paires,  les  deux  autres  seront  impaires;  les  m-  —  4 
autres  fonctions  0;,,,/,  combinées  deux  à  deux  comme  plus  haut,  don- 

ni'^ —  4p.  .  ,     „         .         .  . 

lient — ' lonctions  paires  et  autant  de  jonctions  impaires. 

3"  Si  m  est  impair,  on  pourra  satisfaire  aux  relations 
p  =^  lin  — p  —  oj  ;  p  =:  z' m  —  q  —  w', 

d'une  seule  manière,  en  posant 

to  (  ;;/  —  I  )  , 

p  =   -— ,  £    =  Cl)  , 

'  2 

lo'  (/)}  —  I  )  , 

q=  — ^ -S  £  =to. 

Il  y  aura,  pour  ces  valeurs  de  p  et  q,  une  fonction  0^,^  qui  sera  |)airc 
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ou  im|>aii(',  si'loii  ([lu'  coO  -h  w'O'  scmm  j)air  ou  iuipair.   \a's  auh'cs  foiic- 

lions  H^,,^,  combinées  deux  à  deux,  donnent  — fondions  paires  et 

anlanl  de  fondions  ini|)aires. 


l'.n  resinne 


Si  ni  est  pair,  les  foin  lions  B  normales,  (V ordre  m,  de  caracté- 


ristique  donnée 


C)        (0 

0      0' 


7  non    nulle,  s'e.v/)rin/e/i/   en  fonction   //■ 


neaire  et  fionione/ie  (te  —  fonctions  /)aires  et  de  -^  J onctions  im- 
paires. 

Si  m  est  impair,  elles  s\:rprime/it  en  fonction  linéaire  et  liomo- 

'^ene  de  — ^ Jonctions  paires  et  de Jonctions  impaires,   ou 

,    ni-  —  I   ^  .  .  ^    f    /?/2 4_  1  .  .  . 

fie  Jonctioits  paires  et  de  — - — Jonctions  impaires,  seton  que 

oj8  -h  w'  0   est  pair  ou  impair. 

(>.  Vax  particulier,  si  m  est  ég^al  à  i ,  il  résulte,  des  considérations  pré- 
cédentes, qu'il  y  a  une  seule  fonction  0  normale,  d'ordre  i ,  ayant  une 
caractéristique  donnée;  parmi  les  seize  fonctions  d'ordre  i  ainsi  défi- 
nies, dix  sont  paires  et  six  impaires.  Les  fonctions  paires  sont  celles 
pour  les(|uelles  toO-hw'O'  est  pair;  pour  les  fonctions  impaires, 
toô  -f-  w'O'  est  impair. 

Nous  emploierons,  pour  représenter  les  fonctions  normales  du  pie- 
micr  ordre,  qui  sont  les  seize  fonctions  hyperclliptiques  bien  connues, 
le  caractère  ~. 

7.  Pour  compléter  ces  résultats,  nous  allons  montrer  que  les  fonc- 
tions 0  normales  paires  ou  impaires  s'annulent  pour  certaines  valeurs 
remarquables  de  u  et  de  c. 

(considérons  un  couple  de  périodes  simultanées  de  u  et  de  v, 

a  =  2  //  TT  /  H-  A  «  -h  [J.  I), 


A,  A,  A,  [X  étant  des  entiers. 
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On  a,  Cil  désignant  par  0(w,  v)  une  fonction  normale,  d'ordre  ///. 
de  caractéristique 


0      0' 


■Ki[hli>  +  Aw'-l-/.8  +  p.O')  — «1  Kii  —  m  ]l.v  —  III  h-  —  m  \i.-~  ni  /.\>.h —  iiici  —  '—^^ — 


S  (il  -h  01.,  V  4-fl) 
=  0(  w,  v)e 

a  B     .       . 

Faisons  dans  cette  relation  u  = ,  i-  =  —  i-;  il  vient 

2  2 

//\  f)  (  -     -1  =ii  fii  ( -      -I  ^,'mziO./l+\l/s)+■!:i{ha^-^lM'+'/.fi^-[>.{l', 

Cette  relation  montre,  si  0(w,  p)  est  pair,  que  0  ^  -,  ^  |  scia  nul 
quand  la  quantité  />/(X/i  +  p.A)  H-  /iw  H-  /i  w'  H-XO  H-  [j.O'  sera  impaire  ; 
et,  si  0(w,  p)  est  impair,  que  0  (^'  -  )  sera  nul  (piand  la  même  (juan- 

tité  sera  paire. 

Il  en  résulte  tout  d'abord  que,  parmi  les  fonctions  0  normales,  d'ordre 
et  de  caractéristique  donnés,  toutes  celles  qui  sont  paires,  ou  hir-n 
toutes  celles  qui  sont  impaires,  s'annulent  pour   ii/ie  dcmi-périodf 

donnée  -■,  -:  en  second  lieu,  la  parité  ou  1  imitante  du  lunnbre 

(5)  inÇkh  -h  [i-A)  -h  Aco  -h  A oV  -t-  XO  +  aO 

ne  pouvant  dépendre,  quand  co,  co',  0,  0',  A,  A,  X,  tji  sont  donnés,  (|tie 
de  la  parité  ou  de  l'imparité  de  /??,  on  voit  que  si  une  fonction  0,  nor- 
male, paire  (ou  impaire),  d'ordre  m,  s'annule  pour  une  demi-période, 
toutes  les  fonctions  paires  (ou  impaires)  de  môme  caractéristique,  et 
dont  l'ordre  est  de  même  parité  que  m,  s'annuleront  pour  la  même 
demi-période. 

Il  suffit  donc  d'étudier  successivement  le  cas  de  m  [)air,  et  celui  de 
ni  impair.  Or  on  voit  sans  difficulté,  à  Taide  de  la  formule  (  ^  ),  (jue  : 

Si  r ordre  ni  esl  pair 

i"  Les  fonctions  normales,  paires,  de  caractêristicjue  tiiille.  ne 
s'annulent  simultanément  pour  aucune  demi-péi-iode  : 


4o 
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•j'*  Les  foncdonfi  normales,  impaires^  de  rarartvristKjiic  /i////c, 
s'annulent  pouf  les  seize  demi-périodes  ; 

■)"  Ij's  fondions  normales  paires,  de  même  raractéristifjue  non 
nulle,  s'  (I  n  nule  n  t  pour  h  ait  demi-périodes  ^  el  les  fonctions  normales 
fm/xtires,  de  même  caractéristique.  s\i/tnr(le/it  pour  les  huit  autres 
demi-péi'iodes. 


(1)  (O 

0      0' 


y  S  an- 


Si  l'oi-dre  m  est  i/fipair. 

Ij's  fonctions  normales,  paires,  de  caractéristique 

uule/it  pour  sic  ou  dix  demi-périodes,  et  les  fonctions  normales 
intpaires,  de  même  caractéristique,  s'annulent  pour  Les  dix  ou  six 
autres  denti-pt'riodes,  selo/i  que  wO  -h  co'O'  est  pair  ou  impair. 

Dans  ("(Mleriiici' cas  (///  impair),  la  (|iiaiilité 

mÇkh  H-  (j./v  )  -4-  liiM  -h  Aa>'  -h  XO  ^-  ulO' 

a  la  mriiK'  paiil»'  «pu'  la  (piaiilili' 

aA  -h  uiÂ  -h  // oj  -h  Ato'  H-  XO  -h  [xO', 

(pu  |)(Mil  s  cciûrc 

(7/  -+-0)(Xh-oj)^(A4-0')(X  +  w')  -o>0  -  w'O'. 

l^]n  particulier,  pour  /;/  =  i,  la  fonction  2r(w,  v),  de  caractéristique 
s'annulera  pour  la  demi-période 

j         .  ^    o  b  ;         •  ^    ^  C 

nr.i  -h  k  — hu.-5         A-jif-hA  — ha-j 

2  '        2  2*2 

si  l'on  a 

(('))  (A  H-0)(X4-w) -f- (A'-h  O')([j.4-oj')  =  i  (mod2) 

et  l'on  en  déduit  qu'une  fonction  S-  s'annule  pour  six  demi-périodes. 

On  vérifie,  inversement,    qu'une    même  demi-période  annule  six 
fonctions  ^. 


10         (I) 

0      0' 
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8.  Établissons  enfin  une  proposition  générale,  applicable  à  toutes 
les  surfaces  hyperelliptiques. 

D'après  le  n**  2,  les  coordonnées  homogènes  des  points  d'une  sur- 
face hyperelliptique,  S,  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

pxi  =  &i(ii,  (•)         {i=  I ,  -2,  3,  4), 

p  étant  un  facteur  de  proportionnalité  et  les  0,  des  fonctions  thêta 
normales  de  même  ordre,  de  caractéristique  nulle. 

Proposons-nous  de  chercher  la  forme  de  l'équation  qui  lie  u  et  r  le 
long-  d'une  courbe  algébrique  quelconque  tracée  sur  S,  c'est-à-dire 
V équation  Jiyperelliptique  de  cette  courbe. 

Soit  C  une  courbe  algébrique  indécomposable  sur  S;  nous  pouvons 
évidemment  mener  par  cette  courbe  deux  surfaces  algébriques  de 
même  degré,  S,  et  Sa,  telles  que  les  trois  surfaces  S,  S,,  So  n'aient 
pas  d'autre  courbe  commune  que  la  courbe  C;  S,  et  S^  peuvent  être, 
par  exemple,  les  cônes  qui  projettent  C  à  partir  de  deux  points  quel- 
conques de  l'espace. 

Dans  les  premiers  membres  des  équations  de  S,  et  So,  remplaçons 
.r,,  rTo,  x.,,  x\  par  0,(w,  p),  . ..,  0,,(w,  p),  et  désignons  par  /,(w,  c)  et 
/^(m,  v)  les  résultats  de  ces  substitutions. 

La  fonction  •  '     ' — -  sera  une  fonction  uniforme,  quadruplement  pé- 

riodique  de  wet  p;  d'après  un  théorème  connu  de  M.  Poincaré  (*),  elle 

pourra  se  mettre  sous  la  forme      .    ' — L  les  fonctions  cp,(«,  p)  et  Çal"?  p) 

étant  uniformes,  entières,  et  ne  s'annulant  simultanément  qu'aux  points 

où  la  fonction  J  ,'^l  est  indéterminée. 

Les  arguments  u,  p  d'un  point  de  la  courbe  C  annulent/,(w,  p)  et 
f2{ii,  p),  d'après  la  définition  même  des  deux  fonctions;  mais,  en  gé- 
néral, le  point  u,  p  n'est  pas  un  point  d'indétermination  de  la  fonction 

J ,    — r-  En  effet,  si  «  -t-  du,  p  -+-  dv  est  un  point  infiniment  voisin  du 

C)  Acta  mathematica,  t.  II. 

Journ.  de  Math,  ('j,"  série),  tome  IX.—  Kasc.  I,  1893.  O 
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point  {u,  i\  sur  la  courhc"  (!,  on  a 

du  ^  4-  di'  ~{~  =  o, 
au  m>  ' 

ou  0\' 

ce  qui  montre  qu'au  point  (n,  r)  le  déterminant 

ôii    â\'  i)i'   au 

s'annule,  et,  par  conséquent,  (uren  ce  point  la  fonction  — ~ — !•  n'est 
'   t  1  '    1  ^  fi{u,v) 

pas  indéterminée. 

Il  on  résulte  (pie  les  deux  fonctions  9, (m,  i')  et  cp^C"?  ^)  i^c  s'annu- 
lent pas  en  tous  les  points  de  la  courbe  G. 

Or,  d'après  un  théorème  de  M.  Appell  ('),  l'identité 

/i(".  »')  _  yi(">  t') 

entraîne,  lorsque  :p,  et  Çj  ne  s'annulent  simultanément  qu'aux  points 
où  le  premier  membre  est  indéterminé,  la  relation 

(ir(M,  v)  étant  une  fonction  entière  et  uniforme  de  m,  p. 

Les  points  où  G(w,  p)  s'annule  sont  les  })oints  (de  la  surface  S) 
imf,{u,  v)clf.i{u^  p)  s'annulent  simultanément,  c'est-à-dire  les  points 
de  la  courbe  C;  on  peut  donc  dire  que  G(w,  v)  =  o  est  l'équation  de 
cette  courbe. 

Mais  à  chaque  point  de  S  correspondent  une  infinité  de  coujdes 
d'arguments  m,  r  différant  entre  eux  de  multiples  des  périodes;  il  faut 
donc  que  la  fonction  G(w,  p),  quand  on  augmente  a  et  p  de  périodes 
simultanées,  se  reproduise,  à  un  facteur  près.  Ce  facteur,  devant  évi- 

(')  Journal  de  Mathénialiqucs,  4*  série^  t.  VII,  p.  i83. 


THÉORIE  GÉNÉRALE  DES  SURFACES  HYPERELLIPTIQL'ES.       /['j 

demment  être  entier  ainsi  que  son  inverse,  sera  de  la  forme  c^'"''">,  où 
^(u,  v)  est  une  fonction  entière. 

Or  M.  Appell  a  montré  (')  qu'une  fonction  G(u,v),  jouissant  de 
ces  propriétés,  est  égale  au  produit  d'une  exponentielle,  e^t"*"^,  où 
\(Uy  v)  est  une  fonction  entière,  et  d'une  fonction  entière  4>(m,  p), 
vérifiant  les  relations 

$(w  -h  iTzi,  v)  =  tl>(w,  Ç), 

_     ,  ,  -  l  ll+pl'-f :i'+p  _     , 

où  a  et  [3  sont  des  constantes,  n,  /,  p,  /',  p'  des  entiers. 
Ces  conditions  entraînent  la  relation 

lu  -h  pc  -\ .  =  l  a  -h  p  b  -^ .  +  2 N  K  z, 

'  2TZI  '  2t:1  ' 

N  étant  entier. 

Mais,  si  nous  supposons  que  les  quantités  2 ai,  a,  ^,  c,  r-  ne 

sont  liées  par  aucune  relation  linéaire  et  homogène  à  coejficients 
entiers,  il  faut  que  la  relation  précédente  soit  une  identité,  c'est-à-dire 
qu'on  ait 

n  =  p=^l=o,  l  =  p'. 

La  fonction  $(«,  p)  est  donc  une  fonction  thêta  d'ordre  —  /,  aux  pé- 
riodes 27îi,  o;  o,  2  7rï;  a,  6;  b,  c  et  l'équation  de  la  courbe  considérée 
peut  s'écrire  $(w,  p)  =  o. 

Il  est  clair,  réciproquement,  qu'en  ég^alant  à  zéro  une  fonction 
thêta  quelconque,  formée  avec  les  périodes  précédentes,  on  obtient 
l'équation  d'une  courbe  algébrique  de  la  surface  S,  car  le  quotient 
de  cette  fonction  par  une  fonction  thêta  de  même  ordre  et  de  mêmes 
multiplicateurs    est    une    fonction   quadruplement  périodique,   liée, 

C)  Journal  de  Mathématiques.  4"  série,  t.  VII,  p.  196. 
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oDiniiu*  on  sail,  \r,\v  une  relation  al^rhricjuo  à  '—  et  — -;  x^,  x.^,  .^3,  x^ 

ôlaiit  los  coordonnées  d'un  point  de  S  exprimées  en  fonction  de  w,  r. 
Ainsi  : 

Sur  une  smface  dont  /es  coordonnées  non  homogènes  s'expriment 
par  des  fonctions  uni/ormes  de  deux  paramètres,  u  et  r,  à  quatre 
paires  de  périodes,  l'équation  de  toute  courbe  algébrique  s'obtien- 
dra en  égalant  à  zéro  une  fonction  thêta,  formée  avec  les  mêmes 
paires  de  périodes,  et  réciproquement . 

il  est  bien  (MiUmkIu,  cl  cette  condition  restrictive  s'étend  à  tout  le 

présent  Mémoire,  (nie  les  (iiiaiililrs  -irJ,  a,  b,  c  et .—  ne  sont  liées 

par  aucune  i-elalion  linéaire  et  lioniogène  à  cooflicients  entiers. 

D'après  ce  qui  précède  (n"  2),  l'équation  d'une  courbe  algébrique 

(piclconque  sur   une  surface  byperelliptique  pourra   se  mettre  aussi 

sous  la  fornu? 

0(w—  X,  V  —  [x)  =  o; 

X  et  u.  étant  des  constantes,  et  Q(u,v)  une  fonction  thêta  normale,  de 
caractéristique  nulle. 

î).  Remarque  I.  —  Soit  0(w,  v)  une  fonction  thêta  d'ordre  m,  qui  se 
décompose  en  un  [)roduit  de  deux  fonctions  entières,  G,(w,p),  G^{u,v)  : 
on  voit,  comme  plus  haul,  que  la  première  de  ces  fonctions  est  néces- 
sairement égale  au  produit  d'une  fonction  tiiéta,  0,(w,  i^),  par  une 
e\j)oncntielle,  e?''^'''\  où  X(m,p)  est  une  fonction  entière.   On  a  ainsi 

Celle  identité  montre  (pie  la  fonction  entière  e^^"''''(j\,(M,  p)  satisfait, 
quand  on  augmente  u  et  v  de  périodes  simultanées,  aux  relations  qni 
caractérisent  les  fonctions  thêta;  c'est  donc  une  fonction  thêta,  .et,  par 
suite. 

Si  une  fonction  thêta  se  décompose  en  un  produit  de  m  fonctions 
entières,  on  peut  la  mettre  sous  la  forme  du  produit  de  m  fondions 
thêta  aux  mêmes  périodes  que  la  première. 
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10.  Remarque  II.  —  Si  dans  une  fonction  ô(w,  p),  d'ordre  a«,  on 
changée  w  et  p  en  —  w,  —  p,  on  obtient  une  nouvelle  fonction 

cp(w,  p)=G(-  u,  —  p), 

qui  est  aussi  une  fonction  thêta,  d'ordre  m. 

On  le  voit  immédiatement  à  l'aide  des  relations  (i). 

Cherchons  dans  quels  cas  le  quotient  ^ — — — - — r  pourra  être  une 
fonction  entière. 

Ce  quotient  est  une  fonction  qui  admet  les  périodes  271^',  o;  o,  27:/, 
et  qui  se  reproduit  multiplié  par  une  constante  quand  on  augmente  u 
et  p  des  périodes  a,  6  ou  6,  c;  il  en  résulte  aisément,  M.  Appell  a 
d'ailleurs  établi  ce  fait  ('),  que  le  quotient  considéré  est  de  la  forme 
Ae'''"^^'",  p'  et  q'  désignant  des  entiers,  et  A  une  constante. 

On  a  ainsi 

e(w,  P)=  Ae'P'«^'^''6(-  M,  -  p). 

Si  Ton  change  dans  cette  équation  m,  p  en  —  w,  —  p,  on  trouve 

e(—  M,  -  P)=  Ae-'''"-'''''ô(w,  p), 
d'où 

A^  =  I ,         c^est-à-dire         A  —  ±  i . 

Ces  résultats  montrent  que  la  fonction 

<î~^""^"ô(m,  p) 

est  paire  ou  impaire,  selon  que  A  est  égal  à  -f-  i  ou  à  —  i . 

Ainsi  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  quotient 

^{u,  v)  .  .  •  -.  .  . , 

^,     ~ — - — -j  et  aussi  son  mverse,   soit  une  lonction  entière,  est  que 
0( —  u,  —  (-')  '  '  * 

0(w,  p)  soit  une  fonction  paire  ou  impaire,  ou  le  devienne  quand  on  la 
multiplie  par  une  exponentielle  de  la  forme  e   ^-      -  \ 


(')  Journal  de  Mathématiques,  4*"  série,  t.  VII,  p.  igS. 
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I  l.  Remarque  111.  —  \)e  la  lurine  niaiiiôrc,  si  X,  ul,  A„,  [jl,,  sont  des 

I  •  \  ®  ("  —  X.  i'  —  u.)  ,    ^ 

ronslantos,  on   voit  (ino  It^  qiioluMit  Q(//,r)—  ■— — -^  ,  ou  H 

ol  (-)„  désii^iuMil  deux,  fonctions  ihrla  de  inrinc  ordre  ///,  à  caractéris- 
liqno  nulle,  ne  peut  être  entier  (ainsi  que  son  inverse),  (jue  s'il  est  égal 
à  une  exponentielle,  A^'"'"^*''.  Les  constantes  Ii  et  /r  sont  des  entiers, 
puisque  o{^u,  r)  admet  la  période  27:/  par  rapport  à  //  et  à  r;  on  a,  de 
[)lus,  d'après  (2), 

d'où 

ha  -f-  kb  =  ihÇk  —  X„)  -h  20-/,  hh  -h  Ar  =  m({j.  —  a^)  -t-  'lar.i, 

z  el  T  étant  entiers.  Ces  conditions  peuvent  s'écrire 

///( A  —  X,))i~o,  ///(uL  — u-o)    i:o  (uiod.  [)ériodcs). 

II  résulte  de  là  que  si  X,  (jl,  X„,  [j.„  sont  liés  par  deux  relations  de 
cette  forme,  la  courbe  qui,  sur  une  surface  liyperclliptique  (juel- 
conque,  a  pour  équation  &o(u  —  X^,  v  —  [i-o)'=  o,  où  S(,(u,  v)  est  une 
fonction  thêta  donnée  d'ordre  m,  à  caractéristique  nulle,  pourra  aussi 
être  représentée  par  une  équation  de  la  forme  0(m  —  X,  r  — ■  l^)=  o, 
où  0(w,  v)  est  une  fonction  de  même  ordre  et  de  même  caractéristique 
que0o(w,  r). 


DEUXIEME   PARTIE. 

SURFACE  DE  KUMMER. 


CHAPITRE  I. 

Premières  propriétés. 

12.  Si  les  coordonnées  XjjK,  2  d'un  point  d'une  surface  sont  exprima- 
bles par  des  fonctions  uniformes  de  deux  paramètres,  u  et  c,  à  quatre 
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paires  de  périodes,  on  peut  poser,  d'après   ce  qui  a  été  dit  au  n"  2, 
en  introduisant,  à  la  place  de  x,  y,  z,  des  coordonnées  homogènes. 


£i     £2     ^ 


(7)  ^Xi=Qi{u,v)  (/=I,2,3,4), 

p  étant  le  facteur  de  proportionnalité  et  les  0/(w,  p)  des  fonctions© 
normales,  d'un  même  ordre  m,  à  caractéristique  nulle. 

Il  existe  ni^  fonctions  0,,  linéairement  indépendantes;  la  première 
surface  hyperelliptique  que  Ton  rencontrera  s'obtiendra  donc  en  fai- 
rant  m  =  2  :  les  quatre  fonctions  0,  sont  alors  quatre  fonctions  nor- 
males df  ordre,  2,  linéairement  distinctes;  de  plus,  et  c'est  là  un  point 
fondamental,  elles  sont  toutes  paires,  puisque,  d'après  le  n^  4,  les 
quatre  fonctions  normales  du  second  ordre,  à  l'aide  desquelles  s'expri- 
ment linéairement  toutes  les  autres,  sont  des  fonctions  paires.  Il  en 
résulte  qu'à  un  point  de  la  surface  (7)  correspondent,  abstraction 
faite  des  multiples  des  périodes,  deux  couples  d'arguments  (w,  c)  et 

(—  M,    -  V). 

La  surface  ainsi  définie  est  une  surface  de  Kummer  :  le  mode  de 
représentation  indiqué  est  en  effet  le  môme,  comme  on  s'en  assure  aisé- 
ment, que  celui  indiqué  par  M.  Weber  au  tome  84  du  Journal  de 
Crelle.  M.  Weber  exprime  les  coordonnées  homogènes  d'un  point  de 
la  surface  de  Kummer  par  des  fonctions  linéaires  des  carrés  de  quatre 
fonctions  &  normales  du  premier  ordre,  de  caractéristiques  diffé- 
rentes; or  il  est  clair  que  ces  carrés  sont  des  fonctions  0,  du  second 
ordre,  normales  et  à  caractéristique  nulle.  Les  deux  modes  de  repré- 
sentation sont  donc  identiques  (  '  ). 

On  peut  d'ailleurs  vérifier  directement  que  la  surface  définie  par 
les  équations  (7),  où  les  0  sont  des  fonctions  normales  du  second 
ordre,  est  une  surface  d'ordre  4;  car,  d'après  un  théorème  de  M.  Poin- 
caré,  qui  est  fondamental  dans  nos  recherches  actuelles,  deux  fonc- 
tions 0,  d'ordres  m  et  n  respectivement,  ont  imn  zéros  communs 

(')  Weber,  Journal  de  Crelle,  t.  8i.  —  Cavley,  Journal  de  Crelle,  t.  83, 
p.  210. 


\S  G.    HlIMBERT. 

^^los  solulioHs  qui  no  dilTèronl  que  de  périodes  élanl  re^^rdées  comino 
idonliques)  (').  Or  les  arguinenls  des  points  communs  à  la  sur- 
face (7)  et  à  une  droite,  x',  =  o,  x.,  =  o,  par  exemple,  vérifient  les 
é(|uations 

qui  ont  un  nombre  de  solutions  communes  é<;al  à  luiil,  d'après 
la  formule  de  M.  Poincaré;  mais  ces  huit  solulions  sont  deux  à 
deux  éj^ales  et  de  signes  contraires,  de  la  forme  (//,r)  et  ( —  ti,  —  r), 
|)uisqneles  fondions  0/ sont  j)aires,  el,  par  suite,  il  ne  leur  correspond 
(pie  (jualrc  j)()inls  de  la  surface.  (  Iclie-ci  est  donc  Met»  du  (juatrième 
ordre. 

15.  Les  seize  points  doubles  Aq  la  surface  correspondent  aux  valeurs 
d<^  //  et  régales  à  des  moitiés  de  périodes  siniullauées,  ou,  en  langage 

plus  court,  à  des  demi-périodes  :  en  elTel,  si  l'on  développe  "-y»  —  >  — » 

sui\anl  les  puissances  croissantes  de  //  cl  r,  c(>s  développements  man- 
(jUiM'onl  de  lermes  du  premier  ordre,  puis(pie  les  fonctions  considé- 
rées sont  paires.  Il  en  résulte  que  le  point  //  :=  o,  c  =  o  est  un  point 
double,  et  un  raisonnement  tout  pareil  établit  la  proposition  pour  les 
quinze  autres  demi-périodes, 

I  i.  Coufbes  tracées  sur  la  sur/ace.  —  D'après  le  n"  8,  sur  la  sur- 
face de  Kummer,  comme  sur  toute  surface  byperelliptique,  l'équation 
dune  courbe  algébricpie  s'obtient  en  égalant  à  zéro  une  fonction 
tlièta,  quelconque,  0(w,  c). 

Or,  soit  y  (j;,,  x.,,  .r.,,  x^)  =  o  l'équation  d'une  surface  passant  par 
la  courbe  indécomposable  de  la  surface  de  Kummer,  0(m,  c)=  o;  dé- 
signons par  /(u,  V)  ce  que  devient  /  quand  on  y  remplace  x, ,  x.,,  x^, 
.r^par0,(^^  c),  ...,  Q^(u,v). 

II  est  clair  que/(w,  c)  est  divisible  par  (i(u,  c),  le  quotient  étant 
une  fonction  tbêta  (n°  9),  on  a  ainsi 

f(u,ç)=(i{u,  ^'jO,(W,  V). 


('j   Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  Fiance,  t.  X. 
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Mais  la  fonction /(w,  v)  étant  paire,  on  a  identiquement 

8(w,  p)e,(M,p)=0(-  u,  -ç)b,(-  u,  -v). 

Si  le  quotient  ,  ^"'  ''■'  ^'est  pas  une  fonction  entière,  cette  iden- 
tité montre  que  ô,(w,  v)  sera  divisible  par  6(—  u,  —  v),  le  quotient 
étant  entier;  on  aura  ainsi 

f(u,  P)=  0(m,  p)0('-  II,  -  p)0,(>,  P), 

Ô2  étant  une  fonction  thêta. 

Si  le  quotient   - — —^ est  entier,  ce  résultat  n'est  plus  vrai  ; 

mais  alors  la  fonction  6(«,  v),  multipliée  par  une  exponentielle 

est  égale  à  une  fonction  6'(a,  p),  paire  ou  impaire  (n"  10). 
Il  résulte  de  cette  discussion  que  : 
i"  Dans  le  premier  cas,  l'équation  de  la  courbe  considérée 

doit  être  en  réalité  remplacée  par  l'équation 

1^  Dans  le  second  cas,  la  courbe  a  une  équation  de  la  forme 

6'(w,  p)  étant  une  fonction /?ai>'e  ou  impaire,  qui  satisfait  aux  mêmes 
équations  fondamentales  que  les  fonctions  thêta,  avec  cette  différence, 


■  II—  —  V 


due  au  facteur  o    '^       ^    ,  que,  si  l'on  augmente  m  ou  p  de  271/,  elle  se 
reproduit  multipliée  par  ±:  i . 

Journ.  de  Math.  (4'  série),  tome  IX.  —  Fasc.  I,  iXyH.  7 


.10  (;.     m  MRKUT. 

lui  (raulros  termes,  si  Ton  observe  <|iie  Û(//,  i')  0(—  //,  —  r)  est 
loiijouis  pair,  on  voit  (jHe.  pour  olUenir  toutes  l(\><  eourhes  al^ébri(jues 
(le  la  suitaee  de  kuinniei",  il  suliir.i  créj^alcr  à  zéro  les  fonelioiis  Ou^,  t") 
satisfaisaiil  aux  conditions 

0(//,  e)  ^  £0(^-«,  -~i')  1 

0(^// -h  2-/,  e)     =£,0(w,e),  I   (£,£,,  £2=^  ±  i), 

0(//,  i--h  27:/)     3^£,0(w,  e),  I 

Ou/  -f-  ^,  e  4-  c)=  /'-/"■  ^P0(^/,  e). 

Si  dans  lavant-dernière  de  ces  relations  on  clian^^e  u  et  r  en   —  u. 
-  r,  en  tenant  compte  de  la  première,  il  vient 

(){u  -  o,  r  -  h)=  f^'" ' ^  0(  /y ,  p) ; 

reniplavanl  //  cl  i-  par  //  -1-  c/,  i-  H-  A,  on  trouve 

0(  //   H-   r^,    P  +   //)  =   ,.-/'«-/'"-«  rj(  //^    f^; 

d"où  l'on  conclut,  par  comparaison, 

-'— 
r--*  ^  <?"'"'  ;  c'est-à-dire  p'^  —  ±  c    *  . 

De  même  on  aurait  <^''^  =  ±  r'  ^  ,  et,  par  suite,  les  équations  aux- 
quelles satisfait  la  fonction  0  deviennent 

0( // -H  27:/,  e)     ==:±:0(w,  (•), 
0(7/,  c -h  27:/)      =±0(w,  Pj, 

0(  //  -^  a,  P  +  />)  =  d=  r   '"'     ■'  0(  //,  p). 

0(  a  -^  A,  P  -h  r^j  —  ±:  c~'"'     -  0(  u,  i'  ). 
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En  d'autres  termes,  0(«,  v)  est  une  fonction  0,  normale,  d'ordre /j, 
à  caractéristique  quelconque  (n**  2),  paire  ou  impaire,  et,  par  suite, 

L'équation  d'une  courbe  algébrique  tracée  sur  la  surface  de 
Kummer  s'obtient  en  égalant  à  zéro  une  fonction  0  normale, 
d'ordre  et  de  caractéristique  quelconques,  paire  ou  impaire;  et 
réciproquement. 

15.  On  en  déduit  de  suite  une  conséquence  intéressante.  Soit  en 
effet  p  l'ordre  de  la  fonction  0  considérée,  pour  avoir  le  degré  de  la 
courbe  correspondante,  coupons-la  par  un  plan,  x^^=  o,  par  exemple; 
les  arguments  des  points  communs  vérifient  les  équations 

0(w,  p)=o,  0o(f/,  i')=o. 

Elles  ont,  d'après  le  théorème  de  M.  Poincaré,  2.2^  =  \p  solutions 
communes,  qui  sont  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires,  puis- 
que 0^,  est  une  fonction  paire,  et  que  0  est  une  fonction  paire  ou  im- 
paire. Le  nombre  des  points  communs  au  plan  et  à  la  courbe  est 
donc  -,[\p.i  c'est-à-dire  2/?,  et  la  courbe  est  de  degré  ip.  Ainsi  : 

Toutes  les  courbes  algébriques  tracées  sur  la  surface  de  Kummer 
sont  de  degré  pair. 

16.  Intersection  complète  de  la  surface  de  Kummer  et  d'une  sur- 
face algébrique  ;  théorème  fondamental.  —  L'intersection  complète 
de  la  surface  de  Kummer  et  d'une  surface  algébrique  d'ordre />, 

aura  pour  équation  hyperelliptique 

/(0,,0„0,,0,)-o, 

les  0j  étant  toujours  des  fonctions  normales  du  second  ordre,  à  carac- 
téristique nulle. 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  une  fonclion  0,  normale, 
paire,  d'ordre  2/>,  à  caractéristique  nulle. 


!)2  r..     UUMDEHT. 


(>!•  la  réciproque  tlo  rctlc"  |)r()j)()sili(Mi  csl  vraio,  iM  r'csl  là  un  lail 
capital  |)t)iir  rôliulc  dos  courhos  tracées  sur  la  surface  de  Ivuuiuier. 

Soit,  eu  elTet,  (")(w,  i)  uue  l'oucliou  uoruiale,  paire,  d'ordre  2/;,  à 
eaiactéristi(|ue  uulle;  uous allons  établir  (jue  la" courbe  0(//,  r)=:  o  est 
riiilerseclion  complète  de  la  swifaee  de  Ivuuimcr  avec  inie  sui't'ace 
aliiébricpie  d'ordre  p. 

Poules  les  fonctions  telles  (jue  (-)  peuvent  (u"  4)  s'exprimer  linéaire- 
Mieul  à  l'aide  de  -ip'^ -\-  2  d'entre  elles;  or  toute  fonction  de  la  forme 

(S)  0*0^0^0^ 

où  0,,  .  . .,  0.  ont  la  signification  indi(juée  tout  àTlieure,  est  une  fonc- 
tion normale,  à  caractéristique  nulle,  d'ordre  2(a  H- [3 -t- y  4- §);  de 
|)lus,  e  est  une  fonction  paire,  puisque  les  0,  sont  pairs.  Si  l'on  [)ose 
a  4-  J5l  -+-  Y  -+-  0  =/>j  (^«5  i^î  Y'  ^  ^tant  bien  entendu  des  entiers  non  né- 
ii^atifs),  on  obtient  ainsi,  en  donnant  à  ces  nond^rcs  toutes  les  valeurs 
compatibles  avec  les  conditions  précédentes,  des  fonctions  0^0^^ 0![0'^ 


en  nond)re  égal  à 


(/J -H  I)  (/>-!- 2)  (/>-}- 3) 


Mais  toutes  les  fonctions  thêta  ainsi  formées  ne  sont  pas  linéairement 
distinctes.  En  eflet,  0,,  0^,  03,  0^  sont  liées  par  une  équation  du 
(|uatricme  ordre,  K  =  o,  celle  de  la  surface  de  Kummer  représentée 
par  les  écjuations  (-);  on  a  donc 

o  =  K(0,,0„03,0,)o^_,, 

o^_,  étant  une  fonction  homogène  quelconque  entière,  d'ordre/?  —  4, 

de  0, 0..  Cette  fonction  renferme  ^^  ~ '^^  ^^' 7  ""^  ^^~ '^  coefli- 

cients  arbitraires;  comme  le  produit  ¥^0/>-'>  ^^^  "^^  somme  de  fonc- 
tions thêta,   de  la   forme  (8),  où  a.  ^ '^  ^  ^; -h  0  =  p,   il  en  résulte 

1  r  ■  1  p  1-  '  (P  —  3)(o  — 2)(o  —  l) 

que  les  fonctions  de  cette  forme   sont  liées  par '-^ 

relations  linéaires.  Il  est  clair,  d'ailleurs,  que  Ton  a  ainsi  obtenu  toutes 


l 
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les  relations  linéaires  existant  entre  ces  fonctions,  car  toute  relation  lio- 
mogène,  entière,  de  degré/?  entre  0,,  0.^,  03,  0^,  a  nécessairement  sofi 
premier  membre  divisible  par  K.  Par  suite,  le  nombre  des  fonctions 
0^01^0^ 0'j  (où  a -h  ^  +  Y  +  0  =//),  qui  sont  linéairement  indépen- 
dantes, c'est-à-dire,  à  Taide  desquelles  on  peut  exprimer  linéairement 
les  autres,  est  égal  à 

Kp^OiP^  2)(j;  +  3)  -  ^XP  -  3)(/>  -  ■2){p  -  1), 
ou 

■2p-  -h  2. 

Or  ce  nombre  est  précisément  égal  à  celui  des  fonctions  tliéta  nor- 
males, paires,  d'ordre  2p,  à  caractéristique  nulle,  et  linéairement 
indépendantes,  à  l'aide  desquelles  on  peut  exprimer  toutes  les  auti^es  ; 
comme  d'ailleurs  les  fonctions  &^&1&IQ],  (a  h-  [5  -+-  y  h-  o  =  jo )  sont 
des  fonctions  thêta  de  cette  catégorie,  on  voit  cjue  toute  fonction  0 
normale,  paire,  d'ordre  2/?,  à  caractéristique  nulle,  s'exprimera  linéai- 
rement à  l'aide  des  fonctions  0*01^0^(0''^  ;  c'est-à-dire  sera  une  fonc- 
tion entière,  homogène,  d'ordre  p,  de  0, ,  0^,  0.,,  0,, 

0  =  9,(0,,  ...,00. 

En  d'autres  termes,  la  courbe  0(w,  t)  =  o  sera  l'intersection  cojn- 
plète  de  la  surface  de  Kummer  avec  la  surface  algébrique  d'ordre  jo, 

Nous  pouvons  donc  énoncer  ce  théorème  : 

U équation  de  la  courbe  complèle,  crordre  4/>,  commune  à  la 
surface  de  Kummer  et  à  une  surface  algébrique  cV ordre  p,  s'ob- 
tient en  égalant  à  zéro  une  fonction  0  normale,  paire,  d'ordre  2p, 
à  caractéristique  nulle. 

Réciproquement,  la  courbe  ([u'on  définit,  en.  égalant  à  zéro  une 
telle  fonction  0,  est  l'intersection  complète  de  la  sut  face  de  Kum- 
mer et  d'une  surface  d'ordre  p. 

17.   Corollaire.  —  Le  premier  membre  de  l'équation  d'une  c()url)e 


:)!^  ,  c.    in.Miîi;i!T. 

,iljii'hri(|iii'  sur  la  surface  de  Kumnierélant(n"  11)  uiic  lonclioM  llnHa 
tTordre  /),  normal»',  paire  on  iinpain;  son  carré  est  toujours  une 
rotu'lion  (■)  nornialo,  (Torilro  ip,  de  caraclcristiquc  nulle  et  paire; 
il  |umU  donc  s'exprimer  en  fonction  entière,  homogène,  d'ordre  p,  de 
("), (-)^  ;  soil  O/,(0,, Oj),  el,  par  suite,  la  surface 

9,, (.;;,,  .r2,.r .,,./•,)  =  o 

.'Si  circonscrite  à  la  surface  de  Kummcr  le  long  de  la  courhe  considé- 
rée, cl  ne  la  coupe  pas  en  deliors  de  cette  courbe. 
Donc  : 

Lr  loNi^  de  foute  eourhe  algébrique  tracée  sur  lu  surface  de 
KuDimer  et  de  degré  'ip,  on  peut  circonscrire  à  cette  surface  une 
surface  algébrique  de  degré  p,  ne  la  coupant  pas  en  dehors  de  la 
courbe  considérée  (  '  ). 

Avant  d'aller  [)lus  loin  dans  l'étude  des  courbes  algébriques  de  la 
surface  de  Kumnier,  il  est  nécessaire  de  présenter  quelques  remarques 
sur  les  points  singuliers  et  sur  les  seize  coniques  de  la  surface  ;  les  pro- 
priétés des  uns  et  des  autres  sont  bien  connues,  mais  nous  devons  ex- 
poser ici  un  algorithme  nouveau  destiné  à  représenter  les  éléments  de 
la  configuration  de  Kummer  et  dont  l'utilité  sera  grande  dans  nos 
recherches  ultérieures. 


Points  et  plans  singuliers. 

18.  Les  courbes  du  degré  le  moins  élevé  qu'on  peut  tracer  sur  la  sur- 
face de  Kummer  sont  des  coniques;  on  obtient  seize  coniques  en  éga- 
lant à  zéro  les  seize  fonctions  &  normales  du  premier  ordre,  puisque  la 
courbe  obtenue  en  égalant  à  zéro  une  fonction  normale,  paire  ou  im- 
paire, d'ordre  p,  est  d'ordre  2p  (n°  15). 


(')  Cette  propriété  curieuse  n'appartient  évidemment  qu'à  fies  surfaces  excep- 
tionnelles; en  dehors  de  la  surface  de  Kummer,  nous  ne  connaissons,  pour  la 
posséder,  que  les  cônes  du  second  ordre. 
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Chaque  fonction  'b  «annulant  pour  six  demi-périodes,  chaque  co- 
nique passe  par  six  points  singuliers. 

D'après  le  théorème  du  n''  17,  le  plan  de  chaque  conique  touche  la 
surface  le  long  de  la  conique;  les  plans  des  seize  coniques  seront  dits 
plans  singuliers. 

On  peut  donner,  pour  représenter  les  seize  points  et  les  seize  plans 
singuliers,  un  algorithme  qui  jouit  de  propriétés  remarquables. 

Ecrivons  les  deux  Tableaux  identiques  : 


I. 

I        T       ()       o 

I       ()       i       o 


II. 
i      o 

o        1 


et  numérotons  les  colonnes,  dans  le  premier  de  i  à  /|,  dans  le  second 
de  i'  à  4',  fi  partir  de  la  gauche.  Soit  une  fonction  S;  du  premier  ordre, 

0       0' 


de  caractéristique 


I     I 
o      I 


;  nous  prendrons  la 


,  par  exemple 

première  colonne  de  cette  figure,  soit  la  colonne   ' ,  dans  le  Tableau  I, 

o 

où  elle  a  le  numéro  d'ordre  2;  de  même  la  seconde  colonne,     ,  a  le 
numéro  d'ordre    i'  dans  le  tableau  II;  nous  représenterons  alors  la 


fonction    â    de   caractéristique 


I     I 

o     1 


par  le  symbole  21'.    Inverse- 


ment, un  symbole,  tel  que  34'  par  exemple,  représente  la  fonction  de 

,    .     .  I  o     o  I 

caractéristique 

I    I      o    I 

On  peut  donner  un  symbole  analogue  pour  représenter  les  demi- 
périodes.  Soit,  par  exemple,  la  demi-période 

hr.i  -h  \a  -i-  ^b\      krJ  -h  \h  -h  tjic, 

A  =  o,  A"  =  I ,  X  =  I ,  a  ^  I . 

Nous  écrirons  le  Tableau 

I  -h  A      I  -f-  a 

i 

\   ->r  II         I   -h  /i 


OU 


,Î6 


("..     lirMlîKUT. 


(jui  reprôsontiMn   lu    dcini-pôriodo;   nous   iicq;ligcrons,    dans    cliaquc 

liMMur  1  -t-  ). I  H-  A",  los  nHillij)i(>s  do  2,  en  sorlo  (|ii(\  dans  ro\pin|)I(> 

considôrt',  lo  Pahloan  s'otM'il 

0  o 

1  0 

o{  nous  (humerons  à  la  dcnii-ixM'iodc  le  syud»ol('  (.^'i  )i  ^  élaiil  Toidrc 

d(^  la  |)romi("'re  colonne      dans  le   ral)leau  I,  et  4  celui  de  la  seconde, 

I 

,  dans  le  Tableau  II.  ïuversemcnl,  un  symbole,  tel  (jue  (i3'\  i<'[)ré- 
seulera  la  d(Mni-pério(le  |iour  hujuelle  ou  a 

I  H- A ^^    1 ,       1  -h // i^    I ,       iH-[X^^o,       I  -h  A  ^   I  (mod'j). 

Pour  dislinj^ucr  des  symboles  des  !^  les  syud)oles  des  demi-périodes, 
nous  niellons  ces  derniers  entre  parenthèses, 

(?A'la  posé,  je  dis  (pie  les  six  demi-périodes  (pii  annulenl  une  h)tic- 
tion  r,  de  symbole  aa',  ont  les  symboles  qu'on  obtient  en  faisant 
suivre  le  chilVrc  a  des  trois  chiiïrcs  accentués  de  la  série  i,  2,  3,  ^[^  (pii 
dillc'rent  de  a,  et  en  faisant  précéder  le  chilTre  a'  des  trois  chinVes  de 
cette  série  qui  diffèrent  de  a'  :  ainsi  les  six  demi-périodes  annulant  12' 
sont  (m'),  (i3'),  (i4')  et  (22'),  (82'),  (42'). 

Nous   savons,   en   effet,   que  les   demi-périodes   qui    annulent  la 

fonction  S  de  caractéristique  ,     sont  données  par  la  congruence 

(  n"  7,   équation  G) 

(//  4-0)(A  +  im)  -h  (A-  -f-  0')([j.-h  w')^sr  (niod  -2). 

Cette  congruence  admet  six  solutions,  dont  l'une,  par  exemple,  est 

A-f-OiE^o,        A-f-w^o,        A- -h  0' ;eee I ,         [JL-hw'^i  (mod2). 

Le  Tableau  qui  caractérise  la  demi-période  correspondante,  à 
savoir 


I  +  /.      I  -I-  a 
i  -+-  /t      i  -h  k 


»st  alors 


I  -h  OJ       Cl) 

I  -h  0     (y 
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en  négligeant  dans  chaque  terme  les  multiples  de  2;  pour  les  cinq 
autres  solutions,  on  obtient  de  même  les  cinq  Tableaux 


co 

co' 

I  - 

+-  to 

w' 

to 

1  -f-0 

(y 

? 

0 

0' 

0 

to 

0/ 

co 

I  -h  co' 

0 

I  4- 

0' 

1 

0 

I  -h  0' 

I  -h  co 

(y 


On  voit  que,  dans  trois  de  ces  six  Tableaux,  la  première  colonne 
est     }  et  que,  dans  les  trois  autres,  la  seconde  colonne  est       .  Dans  les 

Tableaux  qui  commencent  par  la  colonne     >  la  seconde  colonne  prend 


trois  des  formes 


0011 


0101 


,     ,  la  forme  exceptée  étant   ,  •  On  peut  faire 


la  même  remarque  pour  les  Tableaux  cj[ui  se  terminent  par  la  co- 
lonne     )  et  ces  deux  remarques  démontrent  la  règle  énoncée  :  si,  en 

efTet,   p  est  Tordre  de  la  colonne       dans  le  Tableau  I;  c/  celui  de  la 

colonne      dans  le  Tableau  II,  la  fonction  £r  considérée  aura  le  sym- 

bole  pq',  et,  des  six  deaii-périodes  qui  l'annulent,  trois  auront  des  sym- 
boles commençant  par  p,  trois  des  symboles  finissant  par  q\  le  sym- 
bole {pq')  ne  devant  pas  figurer. 

On  verrait  de  même  qu'on  obtient  les  symboles  des  six  fonctions  2r 
s'annulant  pour  la  demi-période  (pq')  en  faisant  suivre/?  des  trois 
chiffres  accentués  de  la  série  i,  2,  3,  4?  qni  diffèrent  de  q'  et  en  faisant 
précéder  q'  des  trois  chiffres  de  cette  série  qui  diffèrent  de  p  :  ainsi  la 
demi-période  (12')  annule  les  six  ^  :  11',  i3',  i4'  et  22',  32',  ]2'. 

Il  est  même  inutile  de  faire  de  nouveaux  calculs  pour  le  vérifier,  car, 
d'après  ce  qui  précède,  les  fonctions  pq'  et  .sr'  s'annulent  pour  la  demi- 
période  (pj-' )  si  /•' ^q'  et /? ^ .9. 

On  voit  sans  difficulté  que  les  six  fonctions  ^  impaires,  c'est-à-dire 
celles  pour  lesquelles  toO  -h  to'O'  est  impair,  ont  pour  symboles 


12',      i3',      i4',     21',     3i',     41'; 

Journ.  de  Math.  {'\'  série),  tome  I\.  —  Fuse.  I,  iSqS. 


G.    iiiMiiKirr. 


co  sontJes  six  symboles  qui  conlicnncnl  imocl  une  simiIc  fois  lo  rhilTroi, 
acronluô  ou  uou. 

19.  Revenons  mainlenauL  à  lasurfaccdeKumnier;  nous  représente- 
rons un  plan  singulier  par  le  symbole  de  la  fonction  &  correspondante, 
cl  un  point  singulier  j»ar  celui  de  la  demi-période  (pii  donne  ses  argu- 
ments :  nous  arrivons  ainsi  à  ralgorillime  suivant,  (jui  peut  être  pré- 
senté indépendamment  de  toute  considération  analytique  : 

Soicn/  I,  2,  3,  4  cf  i',  2',  3',  4'  ^^//•^'  séries  de  quatre  caractères  ; 
désignons  par  a  un  caractère  quelconcjue  de  la  première  série,  par 
^,  y,  6  tes  trois  autres;  par  a'  un  caractère  de  laseconde^  par^', 
y',  S'  les  trois  autres. 

Les  seize  symboles  aa'  représenteront  les  seize  plans  singuliers, 
et  les  seize  symboles  {olt.')  les  seize  points  singuliers  de  la  sur/ace 
de  Kumme/'y  de  te  lie  façon  : 

i"  (Jue  les  six  points  singuliers  contenus  dans  le  plan  olol'  soient 

(«p),      (ay),     (ao),     (pa'),      (ya')     (5a'); 
2"   Que  les  six  plans  singuliers  passant  par  le  point  (olol')  soient 
a[î,  ay,         ao,         [iJa'»  ya',  oa'. 

Cette  notation  a,  sur  celle  de  M.  Weber  ('),  l'avantage  d'être  sy- 
métrique par  rapport  aux  points  ou  aux  plans  singuliers  de  la  surface 
de  Kumniei";  elle  est,  de  plus,  réciproque  par  rapport  aux  points  et 
aux  plans  singuliers.  Nous  verrons  enfin  qu'elle  se  rattache  étroite- 
ment à  la  notation  proposée  par  Hesse  pour  les  bitangentes  d'une  quar- 
liquc  plane. 

On  vérifie  immédiatement,  à  l'aide  de  notre  notation,  que  deux 
plans  singuliers  ont  en  commun  deux  points  singuliers,  et  que  par 
deux  points  singuliers  passent  deux  plans  singuliers. 


(')  "Wkber,  Journal  de  Crelle,  t.  84. 
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Groupes  remarquables  de  points  et  de  plans  singuliers. 

20.  11  existe  des  groupes  remarquables  de  points  et  de  plans  sin- 
guliers, que  les  travaux  antérieurs  de  divers  géomètres  ont  fait  con- 
naître ('),  mais  sur  lesquels  nous  avons  à  revenir  en  vue  de  nos 
recherches;  l'algorithme  nouveau  va  nous  permettre  de  les  retrouver 
de  suite. 

L.  Groupes  de  Rosenhain.  —  Ce  sont  des  groupes  de  quatre  plans 
singuliers  formant  un  tétraèdre  ayant  pour  sommets  quatre  points 
singuliers. 

On  trouve  que  les  symboles  des  quatre  plans  d'un  groupe  sont  de 
quatre  types  : 


I" 

aa', 

afl-, 

«T'. 

ce 

type 

donne 

4  t( 

îtraè 

dres, 

2° 

aa', 

p.-, 

T^t'i 

oa  ; 

» 

4 

)) 

3« 

aa', 

a^', 

?r, 

po'; 

» 

36 

» 

4" 

aa'. 

P--'. 

T?'. 

0?'; 

» 

36 

» 

Il  y  a  donc,  en  tout,  8o  groupes  ou  tétraèdres  de  Rosenhain.  Au 
point  de  vue  géométrique,  il  n'y  a  aucune  différence  entre  les  groupes 
des  divers  types. 

Si,  imitant  la  méthode  proposée  par  M.  Cayley  pour  la  représenta- 
tion graphique  des  bitangentes  d'une  quartique  plane,  nous  convenons 
de  disposer  les  caractères  a',  P',  y'?  ^'  sur  une  ligne  horizontale,  et  les 
caractères  a,  [3,  y,  S  sur  une  ligne  horizontale  au-dessous  de  la  pre- 
mière, et  si  nous  représentons  le  plan  aa'  par  la  droite  qui  joint  les  ca- 
ractères a  et  a',  les  symboles  graphiques  des  groupes  de  Rosenhain 


(')  RosEMîAiN,  Mémoires  couronnés  Savants  étrangers,  t.  XI;  Webiîr,  Jour- 
nal de  C relie,  t.  84;  Gôpel,  Journal  de  Crelle,  t.  35;  Krazer,  Théorie  der 
zweifach  unendlichen  Thetareihen  (Teubner,  1882);  Reichardt,  Z)(//'6-^e//««,i,' 
der  Kuninierschen  Fldche,  ...  {ISova  Acta  de  l'Académie  Leop.-Carol.  de 
Halle,  t.  L.) 


()0 

c. .    m  Min: HT 

soni  {*  ) 

V            <' 

t             ,v\            poiii 

VV 

l           AA           1""" 

pour  les  1}  1><'S  i"  c\  2", 
pour  los  t  v])(>s  3^'  cl  V*- 

*2I .  Lo  j>rofluit  des  quatre  fonclious  ir  qui  correspondent  aux  })lans 
d'un  groupe  de  Kosenhaiu  est  évideniuieut  une  fonclion  0  normale, 
d'ordre  <[uatre  :  je  dis  cpie  c'est  une  tonelion  i/N/xtirc,  de  earaeU'ris- 
li(pie  nulle. 

I']lle  est  impaire,  car  la  représentation  j;raplii(pie  monlie  (pie  les 
(jualre  symboles  des  ])Ians  d'un  groupe  renlermeul  un  nombre  impair 
de  fois,  au  total,  un  symbole  de  la  [)reniière  catégorie,  a,  par  exemple, 
ei  un  symbole  de  la  seconde  [3',  [)ar  exemj)le  :  en  particulier,  ils  ren- 
rerment  un  nondjre  inq)air  de  fois,  au  total,  les  symboles  i  et  i';  par 
suite,  sur  les  (juatre  fonctions  2r  correspondantes,  une  ou  trois  sont 
iin])aires  (n"  18),  et  le  produit  est  inqiair. 

l*our  étudier  la  caractéristique,  considérons,  d'une  manière  plus 
générale,  le  produit  (1*1111  nombre  (pielcon(jue  de  S,  aa',  ajS',  ...,  yo'. 
Les  nombres  (jui  com|)osent  la  caractéristique  de  ce  produit  sont  évi- 
demment 

û  =  Sto,         12'=Iw',         0Z-2O,         ©'--26'      (m()d2), 

les  sommes  s'étcndanl  aux  nombres  to,  w',  0,  0',  qui  correspondent  aux 
fonctions  2:  du  produit  considéré.  Or  le  premier  caractère,  a,  du  sym- 
bole aa'  d'une  fonction  S,  représente,  dans  notre  notation,  la  première 

colonne       de  la  caractéristique  ;  de  même  a'  représente  la  colonne      ^  ; 

il  en  résulte  sans  difficulté,  si  Ton  se  reporte  aux  Tableaux  I  et  II  du 
n"  18,  la  conséquence  suivante. 

Ecrivons  à  la  suite  les  uns  des  autres  les  symboles  aa',  a^',  . . ,,  yo' 
des  S-  dont  on  considère  le  produit,  et  regardons  cette  expression 
comme  un  produit  algébrique  auquel  nous  appliquerons  les  règles  du 
calcul  algébrique  ;  nous  aurons  ainsi 

aa' .  af{  .  . .  yo'  =  i^2*3'/r  •  y''' 'i'"' y^' ^"''\ 

(')  D'après  cette  convention,  les  six  plans  singuliers  qui  passent  par  un  nrième 
point  auront  pour  symbole  /t\V^. 
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A,  A-,  . . .,  ni!  étant  des  entiers  positifs  :  les  nombres  (2,  Ql ,  0,  0'  seront 
donnés  par  les  relations 

D  =  A  +  A-,       0'=  h  4-  A-',       Q  =  h  +  l,       0':^-  A'  +  /'       (mod  -2). 

Le  produit  considéré  aura  donc  sa  caractéristique  nulle  si  les  noml)res 
A,  A',  /  sont  de  même  parité,  ainsi  que  les  nombres  A',  A',  /'. 

Dans  le  cas  où  le  produit  comprend  un  nombre  pair  de  fonctions  r, 
cette  règle  se  simplifie  et  il  n'est  pas  besoin  d'introduire  les  caractères 
j,  2,  3,  4  à  la  place  des  a,  p,  y,  ù.  En  ce  cas,  en  effet,  les  nombres 
(égaux  entre  eux  ),  A  +  A-  +  /  h-  m  et  A'  -h  A'  +  /'  +  m'  sont  j^airs  ;  la 
condition  pour  que  le  produit  étudié  soit  de  caractéristique  nujlc  csl 
donc  que  les  nombres  A,  A,  /,  m  soient  de  même  parité,  ainsi  que  les 
nombres  A',  A',  /',  m'  Or  cette  condition  est  symétrique  par  rappori 
aux  caractères  i,  2,  3,  4  et  par  rapport  aux  caractères  i',  2',  3',  V;  i' 
en  résulte  que,  si  l'expression  aa'.a^'. .  .yô' prend,  par  l'application  des 
règles  du  calcul  algébrique,  la  forme  a^p^'y^'o'".  a'^'P"'''Y'''o"''',  la  condi- 
tion nécessaire  et  suffisante  pour  cjue  le  produit  considéré  soit  de  carac- 
téristique nulle  est  que  les  nombres  A,  A,  /,  m  soient  de  même  parité, 
ainsi  que  A',  A',  /',  m',  sans  qu'on  ait  besoin  de  savoir  à  quels  carac- 
tères des  séries  i,  2,  3,  4  et  i',  2',  3',  l\'  correspondent  les  caractères 
a,  fl,  ...,  ù'. 

Cette  observation  montre  que  le  produit  des  quatre  2r  d'un  groupe 
de  Rosenhain  est  une  fonction  de  caractéristique  nulle,  car  on  a,  pour 
les  groupes  du  premier  type, 

aa'.  a^' .  ay'  -  ac'  =  a,''  a'  j^' y' 0', 

et  pour  ceux  du  troisième, 

aa' .  aji' .  ^y' .  [3o'  =  a-  [^-  a'  9j' y'  0'  ; 

de  même  pour  les  groupes  des  types  2"  et  4*^- 

Le  produit  des  quatre  2r  d'un  groupe  de  Rosenhain  étant  une  fonc- 
tion normale,  d'ordre  quatre,  impaire  et  de  caractéristicjue  nulle,  les 
résultats  du  n**  7  montrent  que  l'ensemble  des  quatre  plans  d'un  groupe 


(i2  G.    HIMBEIIT. 

(lo  Roscnhain  passe   par  tous  les  points  singuliers;  ce  (|iii  se  vérilie 
d'ailleurs  direetenienl  à  l'aide  de  l'algorillune. 

Trois  eoni(|ues  dont  les  plans  apparliennenl  à  un  nuMue  grou|H'  de 
Kosenhaiu  oui  un  jioint  sini;ulier commun,  d'a[)rès  la  délînition  même 
des  groupes  de  Koseiduiin;  réciproquement,  si  trois  coniques  ont  un 
point  singulier  commun,  leurs  plans  a])partiennent  à  un  de  ces 
groupes  :  on  le  voit  immédiatement  à  l'aide  du  symbole  graj)lii(pie.  ¥a\ 
effet,  les  plans  des  six  coniques  qui  passent  par  un  même  point  singu- 
lier ont  pour  symbole  /KV,  trois  de  ces  plans  seront  représentés  par 
un  des  symboles  /\ ,  \',  /\  |,  ]  V»  T^i  ^<^"t  respectivement  partie  des 
symboles  A\,  '-^,  A  A,  V  V  5  correspondant  à  des  groupes  de 
Roscnhain. 

22.  Remarque.  —  Soient  des  fonctions  £r  en  nombre  pair,  aa', 
ajS',  . . .,  yo';  é^crivons,  comme  tout  à  l'heure, 

aa' .  a;i\  . .  70'  =  a^'  p*f  o'"  .  a."''  fl'^' y"'ô""'. 

Pour  que  le  produit  des  ^  considérés  ait  sa  caractéristique  nulle,  il 
faut  et  il  suffit  que  A,  A-,  /,  m  soient  de  même  parité,  ainsi  que  h',  A', 
/',  m';  pour  que  ce  produit  soit  pair,  il  faut  que  les  symboles  i  et  i' 
figurent  au  total  un  nombre  pair  de  fois  dans  aa'.a[3'. .  .yS',  c'est- 
à-dire  que  h,  A,  /,  m  soient  de  même  parité  que  A',  A',  /',  m',  quels  que 
soient  ceux  des  caractères  a,  [3,  ...,  S'  qui  correspondent  aux  carac- 
tères I  et  i'. 

En  d'autres  termes,  si  nous  nous  reportons  au  théorème  fondamen- 
tal du  n°  16,  nous  voyons  que  2p  coniques  de  la  surface  de  Kummer, 
aa',  a^',  . . .,  yo',  seront  sur  une  surface  algébrique  d'ordre  p,  si,  étant 

posé 

aa'.a?'. .  .yo'  =  a/|3*y'o'».a'^'P'*'y"'ô'"A 

les  exposants  A,  A,  /,  . . .,  /',  m'  sont  tous  de  même  parité. 

Cette  condition  est  nécessaire  et  suffisante;  nous  en  ferons  plus  loin 
des  applications. 

25.  II.  Groupes  de  Gôpel.  —  Ce  sont  des  groupes  de  quatre  plans 
formant  un  tétraèdre  qui  n'a  aucun  point  singulier  pour  sommet. 
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On  trouve  aisément,  à  l'aide  de  l'algorithme,  que  les  symboles  des 
quatre  plans  d'un  groupe  sont  de  deux  types. 

I"  aa',     [Î5|5',     yy',     oo' ;         ce  type  donne  24  groupes. 

2°  aa',     7/^',     [3a',     [i[3';         ce  type  donne  36  groupes. 

Il  y  a  donc  60  groupes  de  Gopel. 

Les  mômes  symboles,  avec  parenthèses,  désignent  60  groupes  de 
<|uatre  points  singuliers,  sommets  d'un  tétraèdre  cjui  n'a  pour  face 
aucun  plan  singulier;  nous  appellerons  ces  groupes  :  groupes  de  points 
de  Gopel,  les  précédents  étant  les  groupes  de  plans,  ou  tétraèdres 
de  Gopel. 

Les  symboles  graphiques  des  groupes  de  points  ou  plans  de  Gopel 
sont 

MM     et     tx]. 

Le  produit  des  quatre  '^  qui  correspondent  aux  plans  d'un  tétraèdre 
de  Gopel  est  une  fonction  paire,  à  caractéristique  nulle;  car  on  a,  par 
exemple, 

aa  .  pp  .  YY  .  oc  =  apYO  .  a  p  y  ^ 

et  tous  les  exposants  au  second  membre  sont  de  même  parité;  de 

même, 

aa'.ap'.pa'.pfl'  =  a-fi^a'-fl'^ 

Donc(n"*'  l(>et22)  : 

Les  faces  d'un  tétraèdre  de  Gopel  touchent  la  surface  de  Kuni- 
mer  suivant  quatre  coniques,  qui  sont  situées  sur  une  même  sur  face 
du  second  ordre. 

24.  IIL  Octaèdres  de  Gopel.  —  Nous  donnerons  le  nom  à'oc- 
taèdres  de  Gopel  à  des  groupes  remarquables  de  huit  plans  singuliers, 
en  relation  intime  avec  les  tétraèdres  de  Gopel,  et  qu'on  définit  comme 
il  suit. 

Deux  plans  singuliers  quelconques  appartiennent  à  trois  tétraèdres 
de  Gopel  :  on  le  voit  aisément  à  l'aide  de  l'algorithme  ou  du  symbole 
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t;ra|)liii|ue;  ainsi  los  plans  |  |  font  partie  des  tétraèdres  [  <J,  MM,  MX; 
nous  dirons  (jue  les  deux  plans  donnés  et  les  trois  eouplcs  de  ])lans 
qui,  associés  à  ceux-ci  respeclivcinent,  forment  trois  tétraèdres  de 
Gôpel,  coustituent  un  octaèdre  de  Gôpel. 

Un  octaèdre  de  Gôpel  esl  donc  délîni  ainsi  par  (piatre  couples  de 
plans  sini;uliers;  il  résulte  do  ce  qui  a  été  dit  au  numéro  précédent 
que  les  produits  des  S  qui  correspondent  aux  quatre  plans  de  deux 
quelconques  de  ces  couples  sont,  pour  un  même  octaèdre,  des  fonc- 
tions paires  et  de  caraclérislique  nulle. 

( ilieichons  les  svml)oles  des  octaèdres,  et  considérons,  à  cet  elTct, 
deux  plans  singuliers  :  si  leurs  symboles  n'ont  aucun  caractère  com- 
mun, on  pourra  les  représenter  par  aa'  et  P^';  les  trois  couples  de 
j)lans  (jui,  aviH-  le  couple  précédent,  forment  des  tétraèdres  de  Gôpel 
sonl,  d'après  les  notations  données  au  u''  25, 

afi'  et  Pa',     yy'  et  oo',     yo'  et  oy'. 

Si  les  deux  plans  sinj^uliers  primitifs  ont  un  caractère  commun,  a, 
on  les  représentera  par  aa'  et  a[i';  les  trois  couples  formant  avec  ce 
couj)le  un  octaèdre  de  Gôpel  sont 

(3a'  et  |3^',     ya'  et  yfJ',     B<x'  et  ofl'. 

Si  enlin  les  deux  plans  primitifs  ont,  dans  leurs  symboles,  un  même 
caractère,  a',  on  les  représentera  par  aa'  et  [3a',  et  l'on  aura  pour 
symboles  des  trois  autres  couples 

a^'  et  j3f;',      ay'  et  fJy',     ai'  et  po'. 

On  trouve  donc,  pour  représenter  les  quatre  couples  de  plans  d'un 
octaèdre  de  Gôpel,  trois  types  de  notations, 

I"  aa'  et  |3fi',     y.'ji'  et  j^a',     yy'  et  oo',     yo'  et  oy'; 

2«  aa'  et  a[3',      fia'  et  flfl',     ya'  et  yfJ',     oa'  et  of}'; 

3<*  aa'  et  fia',      afi'  et  fijî',      ay'  et  [3y',     ao'  et  fJo'. 

Le  premier  type  donne  par  permutation  de  a,  [i,  y,  o,  a',  fJ',  y',  ^', 
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cli\-liuit  octaèdres,  le  deuxième  elle  troisième  en  donnent  six  chacun  : 
il  y  a  donc  en  tout  trente  octaèdres  de  Gôpel. 

On  vérifie  maintenant  sans  difficulté,  à  l'aide  de  Talgoritlime,  que 
les  quatre  couples  de  plans  d'un  même  octaèdre  passent  par  huit 
mêmes  points  singuliers,  qui  sont  respectivement,  pour  les  types  i**,  i^ 
et  3'^  • 

■(n'),  («'),  (?T').  (?S'),  (T«').  (if  ),  (°V),  (5?-); 
(««'),  (a?'),  (pa'),  (PP'),  (ya'),  (y?').  ('V),  (S?'); 

i^.:),  (^^■),  (a?'),  (pp'),  («r).  (?r).  («')-  (?^")- 

Nous  obtenons  ainsi  trente  groupes  remarquables  de  huit  points 
singuliers,  par  chacun  desquels  passent  quatre  couples  de  plans  sin- 
guliers; on  trouve  l'un  quelconque  de  ces  groupes  en  prenant  les  huit 
points  situés  dans  deux  plans  singuliers,  en  dehors  de  leur  droite  d'in- 
tersection. 

Observons  enfin  que  les  huit  plans  singuliers  qui  n'appartiennent 
pas  à  un  octaèdre  forment  eux-mêmes  un  octaèdre;  les  huit  points 
singuliers  communs  aux  quatre  couples  de  plans  du  premier  octaèdre 
sont  difTérents  des  huit  points  communs  aux  couples  de  plans  du 
second  :  les  trente  groupes  de  huit  plans  et  les  trente  groupes  de  huit 
points  trouvés  tout  à  Thcure  sont  donc  associés  deux  à  deux,  deux 
groupes  associés  n'ayant  aucun  plan  ou  aucun  point  commun. 

25.  Avant  d'abandonner  la  théorie  des  plans  singuliers,  nous  appli- 
querons notre  algorithme  à  la  recherche  de  nouveaux  groupes  inté- 
ressants formés  par  les  coniques  de  la  surface. 

Groupe  de  quatre  coniques  situées  sur  une  même  quadrique .  — 
Pour  c|ue  quatre  coniques  soient  sur  une  même  quadrique,  il  faut  et 
il  suffît  (n"  22)  que  le  produit  de  leurs  symboles  puisse  se  mettre 
sous  la  forme 

h,  k,  ,.  .,  m'  étant  des  nombres  entiers  de  même  parité.  D'ailleurs, 
puisqu'il  entre  quatre  coniques  dans  le  groupe  considéré,  on  a 

/a  -h  /i  H-  /  -t-  m  —  h  -h  A'  -f-  /'  +  m'  —  4- 

Journ.  de  Math.  (4"  série),  tome  I.  —  Fasc.  IX,  1898.  9 
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On  est  conduit  ainsi  à  deux  types  d'expressions, 
i"*  Exposants  impairs  : 

Il  =  k  =  ...  =  l'  =  m'  =  i. 
Type  apY§.a'3'/S'. 

Ce  type  donne  les  24  groupes  :  aa',  p^',  yy'^  ^^'     (  I  I  I  I  )• 
2"  Exposants  pairs  : 

h  ^  A  =  //'  =  A'  =  2,         /  =  m  =  l'  =  m'  =  o. 
Type  a^'p-.a'^jî'-     ou     aa(3p  .a'a'[i'p'. 

Ce  type  donne  les  36  groupes  :  aa',  a^',  |3a',  ^(^'(CX]),  en  excluant  les 
groupes  tels  que  aa' .  aa' .  p(3' .  (3^',  qui  contiennent  deux  fois  une  niônic 
conique. 

Les  24  -h  36  =  60  groupes  ainsi  obtenus  coïncident  avec  les  60  té- 
traèdres de  Gôpel,  (ju'on  devait  (n''  23)  trouver  comme  solutions;  on 
voit  que  ces  tétraèdres  donnent  d'ailleurs  toutes  les  solutions. 

26.  Groupes  de  six  coniques  situées  sur  une  même  surface  cu- 
bique. —  On  devra,  i)Our  trouver  ces  groupes,  partir  d'expressions  du 
sixième  ordre  en  a,  |3,  y,  S  et  du  même  ordre  en  a',  |3',  y',  c' ,  les 
exposants  étant  de  môme  parité. 

1°  Exposants  impairs. 

Type  unique  aaa^yS.a'a'a'[3'y'o'.1 

Ce  type  donne  (') 

16  groupes:  a^',     ay',     aS',      (3a',     ya',     5a'         (  /A)? 
144  groupes:  aa',     a^',     ay',     ^a',     ya',      So'         (|^K\)• 

Les  seize  premiers  groupes  sont  formés  par  les  six  coniques  (|ui 
passent  par  un  môme  point  singulier. 

(  ')  Nous  supposons  ici,  comme  dans  tout  ce  qui  suit,  qu'on  exclut  les  groupes 
dans  lesquels  une  même  conique  figure  deux  ou  plusieurs  fois. 
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2''  Exposants  pairs. 
Type  aa^j^YY.a'a'P'l^'Y'Y'. 

Ce  type  donne  96  groupes  : 

aa',     a^',      |3a',      (3y',     y^',     yy'        (DxX). 

Types  aaaa[i}[5J,     a'a'j^'^'y'y', 

aa[^[^yy,     a' a' a' a' ^'[3'. 

Ces  types  doivent  être  exclus,  comme  donnant  nécessairement  deux 
fois  au  moins  la  même  conique. 

On  a  donc  en  tout  deux  cent  cinquante-six  groupes  de  six  coniques 
difTérentes  situées  sur  une  même  surface  cubique. 

Les  symboles  de  ces  groupes  montrent  immédiatement  qu'on  ob- 
tient chacun  d'eux  en  prenant  les  plans  singuliers  non  communs  à 
deux  groupes  de  Rosenhain,  qui  ont  un  et  un  seul  plan  singulier 
commun. 


CHAPITRE  II. 

Classification  des  courbes  algébriques  tracées  sur  la  surface 

de  Kummer. 

27.  La  première  question  que  nous  traiterons  dans  l'étude  générale 
des  courbes  algébriques  de  la  surface  de  Kummer  est  celle  de  la  dé- 
termination et  de  la  classification  des  courbes  d'un  degré  donné. 

On  connaît  peu  de  surfaces  pour  lesquelles  ce  problème  soit  résolu; 
ces  surfaces  (surface  de  Steiner,  surface  du  troisième  ordre,  qua- 
driques,  etc.)  sont  représentables  point  par  point  sur  le  plan,  et  la 
question  se  ramène  dès  lors  à  une  question  de  Géométrie  plane. 

Pour  les  quadriques,  un  élégant  théorème  d'Halphen  donne  impli- 
citement la  solution  géométrique  du  problème  :  Halphen  a  montré,  en 
effet,  que  la  surface  du  moindre  degré  qu'on  peut  mener  par  une 
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coiirho  Irarôi*  sur  une  siirfaco  du  second  ordre  ne  coupe,  en  outre, 
cette  dernière  (jue  suivaul  des  <;énéralriees  d'un  même  système  ('). 

Sur  la  surface  de  Kuiunier,  le  résultai  est  plus  simple  encore  : 
nous  allons  voir  que,  par  une  combe  ali;él)ri(pie  (pielcon(pie  tracée  sur 
cette  surface,  on  peut  mener  une  seconde  sui'face  (pii  ne  coupe,  en 
outre,  la  pi-eniière  (pie  suivant  //  coniques,  h  pouvant  prendre  les  va- 
leurs o,  I,  2,  3,  4;  et  nous  obtiendrons  en  même  temps  la  classilication 
des  courbes  d'un  degré  donné. 

Nous  savons  (n"  14)  (pie  IVMpiation  d'une  courbe  algébrique,  sur  la 
surface  de  Kummer,  esl  de  la  forme  Q(u,  v)  =  o,  Q  désignant  une 
fonction  tbèta  normale,  d'ordre  et  de  caracléristique  (quelconques, 
paire  ou  inqiaire;  soit  a  son  ordre,  la  courbe  corres])ondante  est 
d'ordre  nu.. 

Deux  cas  sont  à  distinguer,  selon  (pie  [jl  est  pair  ou  impair. 

*28.  1.  Soit  d'abord  [JL  pair,  ij.=  >.fn;  les  courbes  correspondantes 
sont  d'ordre  .]///. 

Les  fonctions  0  normales,  d'ordre  i>/;/,  paires  ou  impaires,  se  ré- 
partissent en  seize  systèmes  selon  les  valeurs  de  la  caractéristique. 

r'  Si  la  (aiacli'risliquc  est  nulle  (ï\°  4-),  les  fonctions  normales 
paires,  d'ordre  im,  s'expriment  linéairement  en  fonction  de  'inr  -\-  2 
d'entre  elles;  les  courbes  correspondantes  sont,  d'a})rès  le  théorème 
fondamental  du  n"  l(j,  les  intersections  complètes  de  la  surface  de 
Kummer  et  de  surfaces  algébriques  d'ordre  m. 

2°  Les  fonctions  normales,  à  caractéristique  nulle:,  à' ovàra  ini  et 
impaires  sont  au  nombre  de  nm'- —  2.  linéairement  distinctes;  les 
courbes  correspondantes,  de  degré  l\m^  passent  par  les  seize  points 
singuliers  de  la  surface  de  Kummer,  puisque  les  fonctions  thêta  nor- 
males, à  caractéristicjue  nulle  et  impaires,  s'annulent  pour  les  seize 
demi-périodes  (n"  7).  Si  l'on  multiplie  une  fonction  impaire,  d'ordre 
•ini,  à  caractéristique  nulle,  par  le  produit  des  quatre  fonctions  £r  du 
premier  ordre  correspondant  aux  plans  singuliers  d'un  groupe  de  Ro- 
senhain,  on  obtient  (n**  21)  une  fonction  paire,  d'ordre  'im  -\-  f\,  à 
caractéristique  nulle;  il  résulte  de  là  (n"  16)  que  chacune  des  courbes 


(')   Bulletin  de.  la  Soc.  Math,  de  France,  t.  I,  p.  19. 
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précédentes  est  Tintersection  de  la  surface  de  Kummer  avec  une  sur- 
face d'ordre  m -t- 2,  passant  par  les  quatre  coniques  d'un  groupe  de 
Rosenhain,  quelconque  d'ailleurs. 

On  obtient  donc  toutes  les  courbes  de  la  famille  considérée  en  pre- 
nant l'intersection  de  la  surface  de  Kummer  avec  des  surfaces  d'ordre 
m  -h  2,  menées  par  quatre  coniques  d'un  même  groupe  Rosenhain,  et 
réciproquement. 

Si  m  est  égal  à  i,  iiir  —  2  est  nul;  il  n'y  a  pas  de  fonction  impaire 
normale,  d'ordre  2,  à  caractéristique  nulle  et  la  famille  précédente 
n'existe  pas. 

3**  Considérons  maintenant  les  fonctions  0  normales,  d'ordre  2m, 
à  caractéristique  non  nulle;  elles  forment  quinze  systèmes,  selon  les 
valeurs  de  la  caractéristique,  et,  dans  chaque  système,  il  y  a  2///- 
fonctions  paires  et  im'-  fonctions  impaires,  linéairement  distinctes 
(n"  5);  d'où  trente  familles  de  courbes  d'ordre  l^m. 

On  peut  toujours  trouver  deux  fonctions  2r,  du  premier  ordre,  telles 
([ue  leur  produit  soit  une  fonction  paire  ou  impaire,  à  volonté,  ayant 
une  caractéristique  non  nulle  donnée  à  l'avance.  Soient,  en  effet,  co, 
oj',  0,  6' les  éléments  de  la  caractéristique  donnée;  cd,,  w,,  0,,  0',  cl 
(O2,  (ol,  O2,  0!,  ceux  des  caractéristiques  respectives  des  deux  !r  cher- 
chés. On  aura 

(9)      w,  4- cOoEEEFW,      oj',  +  co'^E^co',      0,  4-OoS^O,      0',  4-0',^0' 

(  mod  2)  ; 


de  plus  la  quantité 


w 


,  0,  -H  w'  6'  -h  W2O.  +  co|,01 


aura  une  parité  donnée  (n**  (>). 

Si  Ton  tire  (o,,  w!,,  Ô2,  0',  des  quatre  premières  relations  pour  les 
introduire  dans  la  dernière  condition,  on  trouve  la  congruence 


OJ 


0  -f-  0,(0  -h  lm\  O'-i-  0',  oj'eeecoO  -h  w'O'  +  s         (mod  2), 


£  étant  une  quantité  connue,  égale  à  o  ou  à  i . 

Cette  congruence  a  toujours  des  solutions  en  o),,  0,,  co', ,  0',,  puis([uc 
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co,  0,  to  ,  ô'  no  sont  pas  nuls  à  la  fois,  la  caractérislique  donnée  n'étant 
pas  nulle.  Chaijuc  système  de  valeurs  de  to,,  0,,  to, ,  0',  donne,  en 
vertu  de  (9),  un  système  de  valeurs  de  co^,  0^,  o),^,  O^,,  et  ces  deux 
systèmes  sont  dilVérenls,  puis(jue  co,  0,  w',  0'  ne  sont  pas  tous  nuls. 

D'après  cela,  on  peut  multiplier  une  fonction  0,  paire  ou  impaire, 
normale,  d'ordre  2m,  à  caractéristique  non  nulle,  par  deux  fonctions  ^ 
eonvenahlement  choisies,  de  telle  sorte  que  le  produit  soit  une  fonc- 
tion paire,  d'ordre  2m  4-  2,  à  caractérislique  nulle  :  géométrique- 
ment, d'après  le  théorème  du  n*^  10,  cela  revient  à  dire  (jue  la  courbe 
d'ordre  V  q"i  correspond,  sur  la  surface  de  Kummer,  à  la  fonc- 
tion 0  considérée,  est  Tinterscction  de  cette  surface  avec  une  surface 
d'ordre  m  -h  i,  passant  par  deux  coniques  sinj^ulières. 

On  peut  associer  deux  à  deux  les  seize  coniques  de  la  surface  de 

Kummer  de  — '- —  =  120  manières;  il  semble  donc  qu'on  doive  obtenir 

géométriquement  120  familles  de  courbes  d'ordre  l\ni,  tandis  que 
l'Analyse  nous  a  appris  qu'on  doit  en  trouver  seulement  3o,  Mais  nous 
savons  que,  étant  donné  un  couple  de  fonctions  &  du  premier  ordre,  il 
existe  trois  autres  couples  tels  (jue  le  produit  des  &  de  deux  quelconques 
des  quatre  couples  soit  une  fonction  0  paire  et  de  caractéristique  nulle 
(n"  24);  les  quatre  couples  de  plans  singuliers  correspondants  de  la 
surface  de  Kummer  forment  un  octaèdre  de  Gôpel.  Donc  quatre  couples 
de  coniques  dont  les  plans  forment  un  octaèdre  de  Gopcl  ne  donnent 
naissance,  par  l'application  du  procédé  géométrique  indiqué  plus  haut, 
(ju'à  une  seule  et  même  famille  de  courbes  de  degré  l\m^  et,  par  suite, 

le  nombre  de  ces  familles  de  courbes  est  -j-  =  3o,  résultat  qui  con- 
corde avec  celui  de  l'Analyse. 

La  courbe  d'ordre  [\m,  intersection  de  la  surface  de  Kummer  et 
d'une  surface  d'ordre  m  -\-  i  menée  par  deux  coniques  singulières, 
passe  évidemment  par  les  huit  points  singuliers  situés  dans  les  plans 
de  ces  deux  coniques,  en  dehors  de  leur  droite  d'intersection;  ces  huit 
points  sont  communs  (n"  24)  aux  quatre  couples  de  plans  d'un  même 
octaèdre  de  Gopel. 

Si  l'on  considère  deux  octaèdres  de  Gopel  associés  (n**  24),  les  deux 
familles  de  courbes  d'ordre  l\m  qui  correspondent  respectivement  à 
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chacun  d'eux  seront  dites  associées;  les  courbes  de  l'une  des  familles 
passent  par  huit  points  singuliers  et  les  courbes  de  l'autre  famille  pas- 
sent par  les  huit  autres  points  singuliers.  Ces  résultats  concordent  avec 
ceux  du  n''  7. 

Nous  avons  ainsi  obtenu  la  définition  géométricjue  de  toutes  les 
courbes  de  degré  l[m  sur  la  surface  de  Kummer;  elles  correspondent 
à  des  0  d'ordre  2. m.  Il  nous  reste  à  examiner  les  courbes  qui  corres- 
pondent à  des  0  d'ordre  [j.,  impair. 


29.  II.  Soit  maintenant  [x  =  2m  + 1  ;  les  courbes  correspondantes 
sont  d'ordre  ^m  -+-  2.. 

Les  fonctions  6  normales,  d'ordre  2.  m  +  1,  paires  ou  impaires,  se 
répartissent  toujours  en  seize  systèmes,  selon  les  valeurs  de  la  carac- 


téristique ;  et  pour  une  caractéristique 


(.0        (xi 

0       6' 


,   il  y  a(n'^^  4  et  5) 


im- 


im 


fonctions 


et 


2111}  -h  2  m      fonctions 


selon  que  la  quantité 


w 


Ô-+-cd'G'       est 


paires 
impaires 

impaires 
paires 

paire 
impaire 


I  "  Supposons  d'abord  que  wO  +  co'  0'  soit  pair  ;  la  fonction  2:„ ,  du  pre- 


mier ordre,  de  caractéristique 


6      0' 


est  paire  (n°  6),  et  le  produit 


de  celte  fonction  par  une  fonction  0,  paire,  d'ordre  2m  +  1  et  de 
même  caractéristique,  est  une  fonction  normale,  paire,  d'ordre  2m +  2 
et  de  caractéristique  nulle.  En  d'autres  termes,  d'après  le  théorème  du 
n°  1(>,  la  courbe  d'ordre  4/^^  +  2,  qui  correspond  à  la  fonction  0  d'ordre 
7.m-\-\  considérée,  est  l'intersection  de  la  surface  de  Kummer  avec 
une  surface  d'ordre  m  -f- 1  menée  par  une  conique  singulière. 

Si,  coO  4-  (o'6'  étant  toujours  supposé  pair,  on  considère  une  fonc- 

W        O)' 

fj    e' 


tion  0  impaire,  d'ordre  2m  +  i,  et  de  caractéristique 


,  le  rai- 


sonnement précédent  ne  peut  s'appliquer.  En  ce  cas,  soient  &,,  ^25  ^: 
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liois  fondions  ^  troidro  un,  lornianl  un  {groupe  de  Roscnhain  avec  la 

lonclion  r„  d  ordic  un  el  do caraclerislinno  :  M()Ussa\ons(n°îsl) 

'       I   0      0'  I  ^  ^ 

«|uc  If  produit  r,  2r._, StjSt,,  osl  impair  el  de  earaeléristique  uulli'.  Il 
tMi  rêsulle,  puisque  &„  est  pair,  que  le  produit  Sti^oÎ^j  est  inqiair,  el 
a  même  caractérislique  (pie  3„.  Si  donc  on  mnlliplie  la  fonclion  B  im- 
paire considérée  par  2r,  StoSts,  on  o])lieul  une  fonclion  normale  ])air(' 
d'ordre  2/;/  -i-  f\  el  de  cai'acténsti(pie  mdlc.  En  d'autres  tei'mes,  d'après 
le  théorème  du  n"  1  (>,  la  courhe  d'ordre  4  ffi  -+-  2  qui  correspond  à  notre 
fonction  0  impaire  est  Tintersection  de  la  surface  de  Kummer  avec 
une  surface  d'ordre  m  h-  a,  menée  par  trois  coniques  singulières  qui 
font  |)aiMi<'  d'un  même  groupe  de  Roscnhain  ('  ). 

iXous  savons  (n"  7),  ce  qui  se  déduirait  d'ailleurs  aisément  des 
résultais  géomélri(jues  précédents,  que,  dans  le  cas  où  coO -f- to'O' est 
pair,  les  courhes  (pii  correspondent  aux  0  ])airs,  d'ordre  -im  -f-  i  et  de 

,     .       .  I    W        (./    I  ...,..,, 

(•araclerisli(|ue  i  ,    ,  passent  nar  si\  i)onils  singuliers  situes  dans  un 

1       !   0      0     I'  *  I  1  o 

même  plan  singulier,  et  que  celles  (pii  correspondent  aux  0  impairs  de 
même  ordre  et  de  même  caractéristique  passent  par  les  dix  autres 
points  singuliers. 

2"  Le  cas  où  wO  -h  w'O'  est  impair  donne  lieu  à  des  raisonnements 
identiques;  il  suffit  d'échanger  partout  les  mots  pai?'  et  impair. 

50.  Nous  pouvons  maintenant  énoncer  les  propositions  suivantes, 
(pii  donnent  la  détermination  géométrique  et  la  classification  des 
courbes  d'un  degré  fixé  à  l  avance,  sur  la  surface  de  Kummer. 

Les  courbes  algébriques  tracées  sur  la  surface  de  Kummer  sont 
de  degré  pair. 

Les  courbes  d'ordre  4  f^^  tracées  sur  la  surface  se  répartissent  en 
'^1  familles  : 

x"^  Une  famille  de  courbes  dont  chacune  est  V intersection  com- 
plète et  indécomposable  de  la  surface  de  Kummer  a^>ec  une  surf  ace 


(')  D'après  le  n°   21,   ces   trois  coniques    sont  trois   coniques   quelconques, 
passant  par  un  même  point  singulier. 
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d'ordre  m  générale.  L équation  des  courbes  de  celle  famille  dé- 
pend linéairemenl  de  im"^  -\-  i  paramètres  ; 

1^  Une  famille,  que  nous  appellerons  singulière,  de  courbes  pas- 
sant par  les  seize  points  singuliers,  dont  chacune  est  U intersection 
de  la  surface  de  Kummer  avec  une  surface  générale  d'ordrr 
m  -h  2.,  menée  par  quatre  coniques  singulières  appartenant  à  un 
même  groupe  de  Rosenhain,  d'ailleurs  arbitraire.  U  équation  des 
courbes  de  la  famille  singulière  dépend  linéairement  de  'im"^ — 3 
paramètres  ('); 

3'^  Trente  familles,  deux  à  deux  associées,  de  courbes  dont  cha- 
cune passe  par  huit  points  singuliers  et  constitue  l' intersection  de 
la  surface  de  Kummer  avec  une  surface  générale  d'ordre  m  -h  i , 
menée  par  deux  coniques  singulières.  IJéquation  des  courbes  de 
chaque  famille  dépend  linéairement  de  im-  —  i  paramètres. 

Les  courbes  d'une  de  ces  familles  passant  par  huit  points  singu- 
liers, les  courbes  de  la  famille  associée  passent  par  les  huit  autres. 
Chaque  famille  est  liée  à  un  octaèdre  de  Gôpel. 

Les  courbes  d'ordre  /\m  ■+-  i  tracées  sur  la  surface  se  répartissent 
en  "^1  familles. 

i"  Seize  familles  de  courbes  passant  par  six  points  singuliers  et 
dont  chacune  est  l'intersection  de  la  surface  de  Kummer  avec  une 
surface  générale  d'ordre  m  -f-  i  menée  par  une  conique  singulière. 
L'équation  des  courbes  de  c h ac^ue  famille  dépend  de  ini^ -\- 'ini 
paramètres; 

2"  Seize  familles  de  courbes  passant  par  dix  points  .singuliers  et 
dont  chacune  est  l'intersection  de  la  surface  de  Kummer  avec  une 
surf  ace  générale  d'ordre  m-^-i,  menée  par  trois  coniques  singulières 
qui  ont  en  commun  un  point  singuliei'.  L'équation  générale  des 
courbes  de  chaque  famille  dépend  linéairement  de  inr  -\-  im  —  \ 
paramètres. 

Chacune  des  seize  familles  de  la  première  espèce  est  associée  à 
une  famille  de  la  seconde  espèce  d'après  la  loi  suivante  :  les  courbes 

(')  Pour  mr=i,  c'est-à-dire  pour  les  courbes  cFordre  quatre,  la  famille  sin- 
gulière n'existe  pas  (n°  28). 

Journ.  de  Math.  (4'  série),  tome  1\.  —  Fasc.  I,  iSgS.  lO 
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</('  1(1  pit'uiit'iT  famiUc  jx/ssr/t/  par  si.r  points  singuliers  sihtrs  sur 
une  incme  conique,  /es  eourhes  de  lu  fdnillle  (tssoeiee  passent  par 
les  (lie  autres  points  sini^ul/ers. 

Dans  ces  énoncés,  (|nan(l  nous  disons  (jnc  l'écjuation  d'une  taïuillc 
(le  courbes  dépend  linéairement  de  h  paranièlres,  nous  cntiMidons  (pic 
celle  é(|uali()n  pcul  se  lucllre  sous  la  fornic 

X,  (■),(//,  »-)4-  Xo(-),(^//,  r)+  ..  .-h'k^+.Sh^.iu,  v)=  o, 

les  X  étant  des  conslantes  arhiliaifes,  et  les  B  des  fouctious  normales 
de  même  ordre  el  de  même  eaiacléristi(|ue,  simullanémciil  paires  ou 
imj)aires. 

.">!.  HenKtrque.  —  Les  eourhes  d'ordre  \in  ou  4'''  +  -  <l<>ul  <>u 
vienl  de  donner  la  délermination  sur  la  surface  de  Kumnu'r  soûl  les 
plus  iiéïK'rales  de  leur  dc^iv  cl  u'oul  pas  de  [)()inls  multi|)lcs,  si  Ton  ne 
|)arlicularise  pas  les  foïulious  lliéla  correspondantes. 

Il  est  intéressant  d'éludier  la  nature  des  points  mulli[)les  (pTclles 
jieuvent  présenter  en  un  des  j)oints  singidiers  de  la  surface;  nous  choi- 
sirons le  poiul  u -=  o^  i' =  o,  luais  nos  raisomiemculs  s'élcndraieul 
sans  difficulté  à  tous  les  autres. 

(considérons  les  fonctions  Q,„{u,  i),  d'ordre  ///,  uoi  luales,  de  carac- 
téristique donnée,  paires  ou  impaires. 

Si  elles  ne  s'annulent  pas  toutes  pour  //  =  o,  r  =  o,  elles  sont  j)aires 
et,  par  suite,  celles  d'entre  elles  (jui  devienui'ut  indies  au  point  (  o,  o  ) 
ont  aussi  leurs  dérivées  premières,  par  ra})[)ort  à  u  et  à  e,  nulles  au 
même  point.  On  voit  ainsi  cpie  les  couches  de  la  famille  correspondante 
ne  passent  pas  toutes  par  le  point  (o,  o),  mais  (|ue  celles  ([ui  y  passeni 
y  ontunpoinl  douhle,  et  i)lus  généralement  un  ])oiul  mulliple  d'ordre 
[)air. 

Si  les  fonctions  Q„Ju,  ç)  s'annulent  toutes  poui'  u  =  o,  e  =  o,  elles 
sont  impaires,  elles  courbes  correspondantes,  (pii  passent  toutes  par 
le  point  (o,  o),  nepeuveut  avoir  en  ce  point  qu'un  point  mulli[)le  d'ordre 
impair. 

Ainsi  : 

Les  courbes  d'un  même  ordi'e  et  d'une  ntême  famille,  qui  passent 
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par  un  point  singulier  de  La  surface  de  Kummer,  ont  en  ce  point  un 
point  multiple  d'ordre  impair  ou  d'ordre  pair,  selon  que  toutes  les 
courbes  de  la  famille  passent  ou  ne  passent  pas  par  ce  point. 

Dans  cet  énonce,  le  point  multiple  d'ordre  impair  peut  être  un  |)()iiit 
simple. 

Ce  résultat  permet  de  déterminer  la  famille  à  laquelle  appartient 
nue  courbe  delà  surface  de  Kummer  lorsqu'on  connaît  l'ordre  de  mul- 
tiplicité des  seize  points  singuliers  sur  cette  courbe. 

Ainsi,  une  courl)C  d'ordre  l\m  ayant  un  point  double  en  chacun  des 
seize  points  singuliers  est  l'intersection  de  la  surface  de  Kummer  avec 
une  surface  d'ordre  m  passant  par  ces  points,  etc. 

52.  Etant  données  deux  courbes  d'un  même  ordre  et  d'une  même 
famille,  il  est  clair  que  le  produit  des  fonctions  0  correspondantes  est 
toujours  une  fonction  0  normale  paire,  d'ordre  pair,  à  caractéristique 
nulle  :  donc  (n°  16)  ces  deux  courbes  constituent  l'intersection  com- 
[)lète  de  la  surface  de  Kummer  et  d'une  surface  algébrique.  Ainsi  : 

Par  deux  courbes  tracées  sur  la  surface  de  Kummer,  de  même 
degré,  ip,  et  appartenant  à  la  même  famille,  on  peut  toujours 
faire  passer  une  surface  d'ordre  /?,  ne  coupant  plus  la  surface  de 
Kummer  en  dehors  de  ces  courbes. 

Soient 

X|0,  +   A.0.  -^.  ..■+->.;;.^,0A^,  =  O, 
[J.,0,  +.,.        +...+  [J.A+,0/i-+,  =  o 

les  équations  des  deux  courbes  considérées. 

Les  produits  0,  et  0y  étant  (n°  16)  des  fonctions  entières,  d'ordre  />, 
des  coordonnées  a?,,  x.,,  x^  ^,,,  d'un  point  de  la  surface  de  Kummer, 
l'équation  de  la  surface  d'ordre  p  qui  passe  par  les  deux  courbes  s'ob- 
tiendra en  remplaçant  dans  l'équation  développée  : 

(X,  0,  -t-  Ao 0o  -4-  .  .  -f-  V,  0A+,  )  (  IJ.,  0,  H- .  .  .  +  [L^^t  0^^,  )  =  G, 

les  produits  0^"  et  0^0,-  par  leurs  valeurs  en  fonction  entière  des  coor- 
données X,,  x.^,  a?.,,  x^. 
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Dans  II"  cas  où  les  deux  courhcs  coiiu'idcul,  on  ohlinidia  par  ce 
|)rucM'(l(''  rt''(|iialion  d'uni»  surface  d'ordre  p  inscrite  à  la  suilacc  de 
kuiinucr  le  louj^'  de  la  courbe  uni(]ue  considérée  (  n'*  17). 

il  va  sans  dire<iue  si  />  est  éj;al  ou  sujK'rieur  à  ],  on  pourra  ajoiiler 
aux  preuiiei's  nuMnl)r(>s  des  é(jualions  des  surfaces  ainsi  oi)lenues  une 
e\|)ression  de  la  forme  IvOy,.»,  K  étant  le  premier  mend)i'e  de  Téipia- 
lionde  la  surface  de  Kummer,  el  o,,_,  un  polynônu*  homogène  cpiel- 
eon(|ue  d'ordre/) —  ]  en  ./•,,  a.,,  .r^,  .i\. 


Surfaces  inscrites  à  la  surface  de  Kummer. 

r>r>.    Soit  l'écpialion  diuie  courhe  (Toi-dic  ip 

A,  (■),(//,  e)-l-...-h  >.A^,  ("W,  (//,»')  ^  o, 

.file  de  la  surface  inscrite  d'ordre />  cori'esjxtndante  sera,  comme  on 
N  ieul  de  le  dire,  de  la  foruu' 

(  lo)         A';  A , ,  +  1»  A,  A,  A ,,  -+-  X;  A,,  -h... -h  >^L  ,  Ay^^..^. , ,  =  o, 

les  A  elaiil  des  j)ol\nômes  d'ordre  y^  cn./;,,x.^,  ./•.,,  ./-,.  Celle  écpiation, 
si  l'on  N  fait  vari(>r  les  paramèlres  X,  re[)résenle  une  famille  de  sm- 
faces  d'ordre  />,  <|ui  sont  toutes  inscrites  à  la  surface  de  Kumuu-r  le 
\(\\\'j;  (les  courbes  d'ordre  Q.p  a[)parlenant  à  la  même  famille. 

D'après  cela,  en  appelant  .sw/;/'«6V?  inscrila  à  la  surface  de  Kummer 
une  surface  (pii  toucbe  celle-ci  en  tous  ses  points  de  rencontre  avec 
elle,  on  voit  (]ue  la  théorie  des  familles  de  surfaces  inscrites  est  la 
ménu' que  celle  des. courbes  al^ébri({ues  de  la  surface,  et  (pi'on  peut 
énoncer  les  propositions  suivantes  : 

//  ('.ciste  l rc II Ic-dcLu:  familles  de  sur fdces  <r ordre  iiu  iiiscriles  à 
la  surface  de  Kummer. 

Les  surfaces  de  la  première  famille  sont  iiiscriles  sui\'aiiL  les 
courbes  d'ordre  \m  de  la  première  famille  ;  leur  équalion  générale 
est  de  la  forme 

mi;  -^l,^  Ivo,,,,,,,  =  o, 
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OÙ  A,„  et  92,„_.,  sont  des  polynômes  arbitraires  en  x^^  x.,,  x.^,  x,,, 
d'ordre  marqué  par  l'indice;  K  est  toujours  le  premier  meml)re  de 
l'équation  de  la  surface  de  Kummer. 

Les  surfaces  de  la  deuxième  famille  sont  inscrites  h'  lon^  des 
courbes  d'ordre  L\m  de  la  famille  singulière  ;  leur  équation  géné- 
rale est  de  la  forme  (lo),  où  k  =  -im-  —  3  ('  ). 

Les  sui faces  des  trente  dernièies  familles  sont  inscrites  le  long 
des  courbes  d'ordre  l\m  des  trente  dernières  familles;  leur  ér^mL- 
tion  générale  est,  pour  les  surfaces  inscrites  d'une  même  faniiltc 
de  la  forme  (lo)  où  k  a  la  valeur  im^  —  i . 

Do  même  : 

//  existe  trente -deux  familles  de  suif  aces  d'ordre  -im  -{-  \ 
inscrites  à  la  surface  de  Kummer^  le  long  des  trente-deux  familles 
de  courbes  d'oi'dre  [\m  -\-  i  de  cette  surfac<^. 

L' équation  générale  des  surfaces  inscrites  de  l'une  des  seize  pre- 
mières familles  est  de  la  forme(^io),  où  k  a  la  valeur  -im-  -h  •iiir^ 
celle  des  surfaces  inscrites  de  l'une  des  seize  dernièi'es  familles  est 
de  la  même  forme,  k  ayant  la  valeur  iirr  -f-  ini  —  i . 

54.  Soient  A  =  o  et  C  =  o  deux  surfaces  inscrites  du  même  ordre 
et  d'une  même  famille  ;  leurs  deux  courbes  de  contact  sont  (  n"^  52)  sur 
une  r-urface  B  =  o,  de  même  ordre,  A,  que  les  premières. 

Si  dans  A  on  remplace  x,,  jJo,  j?,,  ./;,,  par  les  coordonnées  d'un  poiiil 
fie  la  surface  de  Kummer,  exprimées  en  fonction  hyperellipticpie  de  u 
el  (^,  et  si  l'on  fait  la  même  substitution  dans  B  et  dans  C,  on  Iroiive, 
d'après  le  n"  52, 

A  =  &\{u,  P),         C  =  %\{u,  P),         B  =  0,a, 

0,  et  02  étant  des  fondions  ihêla  ;  on  a  donc  idenli(|ueni('nl,  en  loul 
point  de  la  surface  de  Kummer, 

AC-B2=o, 

C)  Pour  m  -rrr,  celle  famille  de  siiiTaces  inscrites  n'existe  pas. 
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Cl.  par  suilr,  eu  réiiilroduisanl  dans  A,  l>,  i]  les  coordoniu'cs  rou- 
ranlcs.  on  ohlirnl  Vidcnllli' 

A(:-i}-=Ki), 

(u'i  1)  csl  un  polvnùnio  cnluT  d'ordre  i>//  —  \  on  .r,,  .r.j,  .r.,,  .r^.  ('oMo 
idonlilé  a  lion  pour  tous  les  points  de  r espace:  cllo  nous  sera  très 
ulilc  dans  la  suite. 

ô.'i.  Il  osl  inlôressant  de  remarquer  (jue  le  uouihre  des  familles  d<* 
surlaces  d'ordre  p  inscrites  à  la  surface  de  Rummer  est  précisément  é};al 
à  celui  des  familles  de  courbes  d'ordre  p  inscrites  à  une  courbe  du  qua- 
trième deyré,  à  un  point  double  :  par  conséquent,  si  l'on  considère  la 
section  de  la  surface  de  Kummer  [)ar  un  de  ses  plans  tangents,  on 
obtiendra  toutes  les  courbes  inscrites  à  cette  section  en  coupant,  par 
le  même  plan,  toutes  les  surfaces  inscrites  à  la  surface  de  Kummer  ('). 

La  proposition  ne  serait  plus  vraie  si,  au  lieu  de  la  section  par  un 
|)lan  tangent,  on  considérait  une  section  plane  (pieleoiupie. 


ciiAiMTKi':  m. 

Biquadratiques  situées  sur  la  surface  de  Kummer 
et  quadriques  inscrites  à  cette  surface. 

ô().  Après  les  coniques,  les  courbes  de  plus  petit  degré  que  Ton 
rencontre  sur  la  surface  de  Kummer  sont  du  quatrième  ordre  :  il  n'y 

(')  Nous  renverrons,  pour  le  nombre  des  familles  de  courbes  d'ordre  p  in- 
scrites à  une  quarli<[ue  plane,  possédant  un  point  double,  à  notre  Mémoire  sur 
V Application  de  la  théorie  des  fonctions  fuchsiennes  à  la  Géométrie  (4"  série 
de  ce  Journal,  t.  II).  Il  résulte  des  formules  données  aux  n"'  39  et  4-3  de  ce  Mé- 
moire qu'il  existe  seize  systèmes  de  courbes  d'ordre  p  inscrites  à  la  quarti(|ue, 
chaque  système  se  décomposant  en  deux  familles,  soit  en  tout  trente-deux  fa- 
milles. Si  p  est  pair,  p  i=z  im,  un  des  seize  systèmes,  est  particulièrement  remar- 
ijuable  :  la  première  des  deux  familles  de  ce  système  comprend  les  courbes 
d'ordre  m  du  plan  comptées  deux  fois,  et  correspond  à  la  première  famille  (ii) 
de  surfaces  d'ordre  2m  inscrites  à  la  surface  de  Kummer;  la  seconde  famille  du 
système  correspond  à  notre  seconde  famille  (ou  singulière)  de  surfaces  inscrites. 
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a  (n"  50)  que  trente  et  une  familles  de  courbes  de  cet  ordre;  la  pre- 
mière se  compose  de  Fensemble  des  sections  planes;  les  trente  autres, 
dont  nous  allons  maintenant  aborder  Tétude,  sont  composées  de  hi- 
quadratiques,  car  deux  courbes  quelconques  d'une  môme  famille  étant 
(n"  52)  sur  une  quadrique,  chacune  de  ces  courbes  est  la  base  d'un 
faisceau  ponctuel  de  surfaces  du  second  ordre. 

Les  biquadratiques  d'une  même  famille  sont  (n"  50)  les  inleisec- 
lions  de  la  surface  de  Kummer  avec  les  quadriques  passant  par  deux 
coniques  singulières  :  en  particulier,  ces  deux  coniques  constiluent 
une  bicjuadratique  de  la  famille.  Nous  savons  (n°  28)  que,  pour  la 
définition  géométrique  d'une  famille  de  courbes  d'ordre  f\i)i,  on  [»ent 
remplacer  les  deux  coniques  primitives  par  trois  autres  couples  de 
coniques,  les  plans  de  quatre  couples  formant  un  octaèdre  de  Gôpel; 
il  en  résulte  que,  dans  une  même  famille  de  biquadratiques,  figurent 
quatre  couples  de  coniques. 

Le  long  de  toute  biquadratique  on  peut  (n"  17)  inscrire  à  la  sui- 
fctce  de  Kummer  une  surface  du  second  ordre;  nous  trouvons  ainsi 
trente  familles  de  quadriques  inscrites,  dont  chacune  comprend  quatre 
couples  de  plans  singuliers,  formant  un  octaèdre  de  Gôpel  (  '  V 

Les  bic|uadratiques  et,  par  suite,  les  quadriques  inscrites  dune 
même  famille  passent  par  les  huit  points  singuliers  communs  aux 
couples  de  plans  de  l'octaèdre  qui  correspond  à  la  famille. 

Les  trente  familles  sont  deux  à  deux  associées  (n"  50),  de  lelle 
sorte  fjue  les  octaèdres  correspondant  à  deux  familles  associées  u"onl 
aucun  plan  singulier  commun. 

Pour  définir  une  famille  de  quadric|ues  inscrites,  il  su  Hit  de  con- 
naître l'octaèdre  de  Gôpel  qui  lui  correspond;  or  nous  avons  trouvé, 
au  n"  2i',  trois  types  de  notations  pour  les  octaèdres. 

Dans  le  premier  type,  que  nous  désignerons  par  le  symixde  (^eutre 
crochets)  [a[ia'[i'],  les  quatre  couples  de  plans  singuliers  sont 

aa'  et  [i[i',     a^'  et  ^a',     yY    ^^  ^^' i     Y^    ^^  '^Y  i 

(')  iMM.  Roliii  et  DarbouN.  ont  étal)li  l'existence  des  trente  systèmes  de  qua- 
driques inscrites,  dont  M.  Darbouv  a  fait  connaître  plusieurs  propriétés  iiéonié- 
triques  que  nous  retrouvons  plus  loin  {Voir  Wo^'S,  Math.  Annalen,  l.  \\  ,  p.  3.")i; 
D.iRBOux,  Comptes  rendus,  t.  XCII,  p.  (386). 


So  f. .     m   \1ltKHT. 

1rs  luiil  points  sini;iilitM-s  connnuns  î\  ces  (|iii\lit'  coiiplrs  soiil 

(^a7'\     ^a^'),     (I^Y'),     (?o'\     {-oi' ),     {Y^'),     (  cV  ),     (â|il')(M. 

Dans  le  second  Ivpo,  (|no  nous  désii^ncroiis  par  le  sxnihole  |  a  [4' |, 
les  conjiles  de  plans  soni 

aa    et   a^'.      (iy.    el    fJfl'.      ya'   et  yfJ'.      oa'  vl  o(i', 

et  les  luiil  points  ont  les  mêmes  symboles  que  C(>s  huit  j)laus. 

lùdiu,  dans  le  troisième  type,  auquel  nous  attaeherons  le  s\  u)- 
hole  I  a3|.  les  couples  de  plans  sont 

aa    et   ^a  ,      y.'ji'   et   fjfi  .      ay'   et   ^7',      ao    et   [io' , 

et  les  luiil  j)oiuls  ont  les  uiruies  symboles. 

Nous  désii^nerons  dans  ce  (jui  suit  ])ar />/<'^/m'  sinL»;uli('i's  <V une  fa- 
niilh'  de  ([uadriques  iiiscrites  les  huit  plans  (jui  font  [)aitie  de  cette  fa- 
mille: par  poiiits  sin^ulit'is  frit/ir  fa//>i//r\oH  huit  points  par  les(piels 
j)ass(Mil  les  (pia(li'i(pu's  inscrites  de  la  fauiilh^;  nous  re])rrsenl(M'ons  inic 
famille  de  l)i(piadiati(pu's  ou  de  quadriques  inscrites  ])ar  le  synd)ole 
de  lOctaèdre  correspondant,  tel  (jue  [a^j. 

il  est  clair  que  la  famille  associée  de  (a^|  est  |y^J,  de  même  (pu-  la 
famille  associée  de  |a'f{'|  est  [7'^'];  enfin  les  familles  |ajîJa'|'i'|  et 
|a[37  o'I  sont  associées. 

rïT.  Cela  posé,  on  vérifie  aisément,  à  l'aide  des  notations  symbo- 
li(pies.  les  propositions  suivantes  : 

i"  Les  biquadratiquL's  cVunc.  inênm  famille  oui  doux  poinln  sin- 
<j;itlh'rs  communs  avec  tout  plan  singulier  n'appartenant  pas  à  la 
famille,  d'où  il  suit  (jue  ces  courbes  coupent  le  plan  considéré  en  deux 
points  mobiles. 

D'ailleurs  toute  courbe  tracée  sur  la  surface  de  Kumnier  touche 
nécessairement  un  plan  singulier  en  tous  les  points,  non  singuliers,  où 
elle  le  rencontre,  et  dès  lors  les  biquadratiques  d'une  famille  touchent 

(')  D'après  cela,  les  symboles  [a,3a'  p']  et  [y^y'S']  désignent  le  même  octaèdre. 
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en  un  point  les  huit  plans  singuliers  qui  ne  font  pas  partie  de  la  fa- 
mille; donc  : 

Les  quadi'iqiics  inscrites  d'une  même  famille  touchent  les  huit 
plans  singuliers  de  la  famille  associée. 

2"  Deux  familles  de  quadriques  inscrites,  non  associées,  ont  en 
commun  quatre  plans  et  quatre  points  singuliers  ;  mais  deux  cas 
sont  ici  à  distinguer. 

Dans  le  premier  cas,  les  quatre  plans  singuliers  communs  formenl 
un  tétraèdre  de  Rosenhain,  dont  les  sommets  sont  les  quatre  points 
singuliers  communs.  Ainsi,  les  familles  [a^]  et[ay]  ont  en  commun  le 
tétraèdre  de  Rosenhain  :  aa',  ajS',  ay',  ao'. 

Dans  le  second  cas,  les  quatre  plans  singuliers  communs  forment 
un  groupe  de  Gôpel,  et  appartiennent  à  une  troisième  famille;  ainsi 
les  familles  [a^]  et  [a'^'  |  ont  en  commun  les  quatre  plans  aa',  a[5l',  ^a  , 
^^' ,  qui  appartiennent  à  la  famille  [a^a'[5l'].  Quant  aux  quatre  points 
communs  aux  deux  premières  familles,  ils  forment  aussi  un  grou])e 
de  Gôpel  et  appartiennent  à  la  famille  associée  de  [a^a'^']. 

On  trouve  sans  difficulté  à  Taide  de  la  notation  symbolique  qu'w/?,^' 
famille  de  quadriques  inscrites  a  en  commun,  avec  douze  autres  fa- 
milles, quatre  plans  singuliers  formant  un  groupe  de  Gôpel;  avec 
seize  autres,  quatre\plans  singuliers  formant  un  groupe  de  Rosen- 
hain; la  trentième  famille  est  V associée  de  la  première. 

Ainsi,  les  douze  familles  qui  ont  en  commun  avec  [a^]  un  groupe 
de  Gôpel  de  plans  singuliers  sont  : 

[a'p'J,     [Y'S'],     [a'yj,     [^'J'],     [a'S],     [^'f], 

(a?a'^'],  [=t^.-''î'j.  i'^?»'-'T'].  [«??'8'].  i^^'^'n  [»=??'ri- 

Les  autres  familles  (l'associée  [y^]  exceptée)  ont  en  commun  avec  [a^] 
quatre  plans  formant  un  groupe  de  Rosenhain. 

3**  Deux  hiquadratiques  appartenant  respectivement  à  deux  fa- 
milles associées  se  coupent  en  quatre  points  mobiles  :  cela  résulte 
de  la  formule  de  M.  Poincaré,  car,  d'après  cette  formule,  deux  fonc- 
tions 0  du  second  ordre  ont  huit  zéros  communs  ;  les  deux  0  qui  cor- 
respondent à  deux  hiquadratiques  étant  des  fonctions  soit  paires,  soit 

Journ.  de  Math.  (4''  série),  tome  IX.  —  l''asc.   I,  1898.  II 


H2  G.     m  MlîKllT. 

iiuj)aiiu\<;,  l(»s  luiil  Z(''i(»s  coinmiiiis  soni  (l(>ii\  à  deux  ('j^iiiix  cl  de  signes 
('(Hilraircs,  o\  ne  doimciU  des  lois  ([uc  (|iialr('  poiiils  de  la  siii'l'ac»»  do 
kumincr. 

Dt'it.r  hl(jua(lr(ill(i(ics  appartcnmil  à  tlciix  familles  non  (/.s.so<i('(:s 
.Vf  foi/pr/f/  c/i  (leur  poi/i/s  luohilr.s  :  car',  paiMui  les  liiiil  /.('tos  com- 
iiiims  aii\  deux  l'onclioiis  (■)  corrcspoiidaiilcs,  limirciil  t^uaire  dcini- 
pcriodcs,  doniianl  les  quatre  poiiils  singuliers  coiniiums  aux  <!eiix 
coiirhes;  les  quatre  aulres  zéros,  deux  à  deux  éjuaux  cl  de  sii;iu's  cou- 
Iraires,  doiuicnl  (leur  poiuls  de  la  siii-racc  de  kuuiuier. 

l'ai  (Taulres  Icrnies  : 

Deu.v  (luadiKjues  iuscj'iles,  apixirlenanl  respeclncuieul  à  deux 
faniilles  as.soru'e.s,  ,se  touclieiil  eu  (fuulre  poiiils,  el  se  coupeul  dès 
lors  sui\(tnt  quatre  droites.  (  Dahmoix.  ) 

Deur  (fuadriques  inscrites,  appartenant  i'espeeti\'emeut  à  deux 
faunlles  uon  assorircs  se  touelieut  en  deux  points. 

Nous  allons  l'aire  \oir  (|ne,  dans  ce  dernier  cas,  les  deux  (juadri(|ucs 
se  coupeul  suivant  deux  coniques,  ou  suivant  une  droite  el  une  cu- 
bique, selon  (jue  les  (juatie  plans  singuliers  (pii  leur  sont  communs 
forment  un  groupe  de  (lopel  ou  un  groupe  de  Rosenliaiu. 

.">8.  Considérons  d'abord  un  i>'roupe  de  Gôptd de pla//s si// ^ uliers ; 
soient  x  =  o,  ^  —  o,  ;  =  o,  /  =  o  les  équations  de  ces  (juatre  plans; 
V  =  ocelle  de  la  quadrique  (pii  contient  (n"  25)  leurs  coniques  de 
contact  avec  la  surface  de  kummei-;  Tcupiation  de  celle-ci  est  de  la 
forme 

(12)  K  =  V2_./;y;/^0. 

Les  ({uadri(pies  reprc'senlees  |)ar  ré([uation 

k-yz-  -+-  iW  -+-  xt  =3  o, 

où  A  est  un  paramètre  variable,  sont  inscrites  à  la  surface  de  Kummer, 
K  =  o,  puisque  leur  envelo[)pe  a  pour  équation  V^ — xyzt=^o,  et 
cette  famille  do  (piadriques  comprend  évidemment  les  deux  cou]>les 
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de  plans  yz  —  o  et  xt  =  o.  Los  équations 

U.-Z.I-  -f-  '2y.\  -h yt  =  o, 

ôi'Xy  H-   2G7\    -f-  3/  =^  o, 

où  a  et  ûT  sont  des  paramètres  varialjles,  représentent  aussi  des  qua- 
driques  inscrites  à  Iv  =  o,  et  cliacunc  de  ces  nouvelles  familles  com- 
prend, comme  la  première,  les  quatre  plans  x  =  o,  j-  =  o,  z  =  o, 
/  =  o. 

Nous  avons  ainsi  les  équations  de  trois  familles  de  qnadriques  in- 
scrites à  la  surface  de  Kummer,  et  ayant  en  commun  un  groupe  de 
Gopel  de  plans  singuliers;  il  est  clair  d'ailleurs,  pour  que  Iv=  o  soit 
une  surface  de  Kummer,  que  les  coefficients  de  V  doivent  vérifier  cei- 
taiues  conditions,  mais  ces  conditions  sont  inutiles  à  préciser  pour 
ce  (]ui  suit.  Posons,  pour  abréger, 

A  =  A^/-  -f-  2  aV  -h  xt, 

B  =  fx'zx  -f-  2l;.\  -+-  yf, 

C  =  v}-xy-+-  2trr^  -t-  r/, 
et 

9  =  AjT  -h  U.ZX  -+-  iTSxy, 

'\>  —  A[jL3  -h  /^vyy  4-  auix, 
S  =  V  (/  -f-  '>[/)  -h  /o  H-  Xaxnxyz, 
(1  =  SAara  V  -h  4  AtJLG3'^  —(/  —  (];)% 

on  a  ideiiliqucment 

ABC   -  S^  =  KG. 

On  a  également  les  identités 

4[J^GïA  =  G  -h  (^  ~  '1  H-  i\xmxy, 

4AgîB  =  g  4-(/  —  'I  ^  2ACT>')% 

4 AuiG  =  G  -h  (/  —  '1^  -h  ■i^ikz)'-. 

Ces  dernières  relations  montrent  que  les  quadriques  A,  B,  C  sont 
circonscrites  à  la  quadrique  G,   et  se  coupent  deux  à  deux  suivant 


8^  C.     IHMIJKUT. 

deux  r(>Mi(|ii('s;  la  prciuirro  identité  fait  voir  (|ii(>  les  liois  ('(iniques  de 
eonlaet  des  (iuadri(iues  A,  H,  C,  avec  la  (juadiitiuc  (  1,  sont  sui-  inie 
snrfaee  eul)i(|ue,  S  =  o,  (|ui  passe  pai"  les  l)i(|iiadrali(|nes  de  eonlaet  des 
trois  prenii(Mvs  qua(lri(]nes  avec  la  sni  l'aee  de  Kuninier,  K  =  o.  On 
penl  donc  (Mioneer  les  proposilions  sni\aiiti's  : 

Sof<'/if  (h'UJ  fa III nies  de  (/it(t(/ri(/ucs  inscrilcs  à  la  siuj'aa'  de 
Kiinunri-  et  ayant  l'ii  ronuiiiin  quatre  plans  sinî(a/ier.s  formant  un 
iiroune  de  (iôpel :  ers  i/fiatre  plans  ajtparliciiiK'iit  à  une  troisième 
famille  de  i/uadriques  inscrites. 

Jurais  quadriques  inscrites  quelconques,  appartenant  respective- 
ment à  ces  trois  familles,  ont  leurs  biquadratiqucs  de  contact  avec 
la  surface  de  h  uni  nier  sifut'cs  sur  une  iiiènie  surface  cubique,  qui 
coupe  en  outre  chacune  d'elles  suivant  une  conique;  il  existe  une 
surface  du  second  ordre  inscrite  aii.r  trois  quadriques  le  long  des 
trois  coniques  ainsi  déterminées. 

Les  trois  quadriques  se  coiipeiil  deux  à  deux  suivant  deu.i;  co- 
niques. 

51).  Les  identilé's  pire(}denlcs  donnent  eneoic  lien  à  (fanln's  eon- 
séqucnces. 

i^es  deux  quadriques  A  et  \l  se  touchent  en  deux  points  sitné's  sur- 
la  dioite  /  —  •  j»  -h  'iiL^x  =  o;  t  —  '\i  -{-  'iXtsy  =  o,  ([ni  rencontre  (Wi- 
deniment  la  droite ./;  =  o,  /  =  o,  et  aussi,  en  vertu  de  l'expression  de  '^, 
la  droite  t  =  o,  :  =  o  :  donc  les  trois  quadriques  A,  H,  (l  se  touchent 
deux  à  deux  en  deux  points,  situé's  d'ailleurs  sui'  la  snrlaee  de  Kuni- 
nier, et  les  trois  droites  qui  joignent  les  points  de  contact  d'un  niè'uie 
couple  s'appuient  sur  deux  arijtcs  opposé'es  du  t(Hraè'dre  de  r(îiérence. 
De  plus,  ces  trois  droites  concourent  au  point  d'intersection  des  trois 
plans 

/  —  '1  -h  '-»  amx  —  o,  /  —  -J/  -h  2  Atrry  =  o,  /  —  '^  +  ■lAiJ.z  —  o, 

c'est-à-dire  au  point 

X  v  c    l 
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luveiseinent,  si  ce  point  est  donné  arbitrairement,  on  déterminera 
les  (juad piques  A,  B,  C,  qui  lui  eorrespondent,  par  les  relations 

x~  y~  z~~     t 

qui  donnent,  pour  X,  a,  gj,  deux  systèmes  de  solutions  (en  écartant 
la  solution  X  ^  [x  =  ci  =  o), 

t  J^  ~      V  -      ^ 

A-  =  — ,  a  =  k  —■>  gj  =  A-- 

yz  ^  X-  X 

Observant  que  la  quadrique  0=0  touche  évidemment  la  surface 
de  Ivummer  aux  six  points  de  contact  des  quadriques  A,  B,  C  deux 
à  deux,  on  déduit  de  cette  analyse  les  conséquences  suivantes  : 

Trois  quadriques  inscrites  à  la  surface  de  Kuminer,  et  appaite- 
nant  respectivement  à  trois  familles  qui  ont  en  commun  quatre 
plans  singuliers  formant  un  tétraèdre  de  Gôpel,  se  touchent  deux  à 
deux  en  deux  points;  les  trois  droites  qui  joignent  les  trois  couples 
de  points  de  contact  sont  concourantes  et  s^ appuient  respectivement 
sur  les  trois  couples  d'arêtes  opposées  du  tétraèdre  ;  de  plus,  en  ces 
six  points  de  contact,  une  même  quadrique  (celle  qui  est  inscrite 
aux  trois  quadriques  primitives)  touche  la  surface  de  Kummer. 

Inversement,  tj'ois  droites  menées  par  un  point  quelconque  de 
l'espace  et  s' appuyant  respectivement  sur  les  trois  couples  d'arêtes 
opposées  d' un  tétraèdre  de  Gôpel  de  plans  singuliers,  coupent,  au 
total,  la  surface  de  Kummer  en  douze  points,  qui  se  partagent  en 
deux  groupes  de  six  points,  situés  par  couple  sur  les  trois  droites 
considérées  :  les  six  points  de  chaque  groupe  sont  les  points  de  con- 
tact de  la  surface  de  Kummer  avec  une  surface  du  second  ordre  (  '  ). 

40.  Considérons  maintenant  deux  familles  de  quadriques  inscrites 
à  la  surface  de  Kummer  et  ayant  en  commun  quatre  plans  formant 

(')  Ce  théorème  et  celui  du  n"  3G  s'appliquent,  avec  de  simples  modifications 
de  langage,  à  toutes  les  surfaces  du  quatrième  ordre  représentées  par  une  équa- 
tion de  la  forme  (12),  puisque  c'est  cette  forme  qui  a  servi  de  base  à  nos  calculs. 


S(>  (..     nUMBEUT. 

un  a/oi//))' (/('  Rosenhain  ;  par  ('\(Mnj)lc,  les  faniillcs  (  a(îl  |  (M  |  ay],  t|iii 
oui  en  roimiimi  los<|ualr('  plans  aa',  a[!i',  ay',  ao'  :  r('inai'((n<)ns  (juc  les 
(jualrc  autres  j)lans  sinjiiilirrs  de  la  laiulllc  |  a[5i  )  cl  les  (jiialrc  aulrcs 
plans  lie  la  famille  |  ay  ],  à  savoir:  ^a',  ^|3',  (^yS  P^  ^*'  T*^  '  T?  '  TT  ■• 
yo  ,  apjjarlieniionl  à  nne  même  famille  |  [îJy  |,  el  Ton  vérifie  aisémeni 
ipie  eesl  là  nn  fail  u^énéral. 

CaAa  j)osé,  soil  un  des  (pialre  plans  communs  aux  deuv  familles 
considérées  priniilivemenl,  aa' par  exemple;  ce  plan,  associe  au  plan 
!!Ja  .  forme  nne  (juadrique  de  la  première  famille,  |  ol^  |,  cl,  associé  an 
plan  ya',  nne  <piadri(pie  de  la  deuxième  famille,  |  ay  |  ;  les  deux  plans 
!5la'  et  ya'  forment  une  (piadri([ue  de  la  famille  [  [^yj  (n'*  «")(>). 

Désignons  maintenant  ])ar  z  =  o,  y  =  o,  x  =  o  les  équations  les- 
|)ecli\es  des  Irois  |)lans  aa',  ^a',  ya'  :  ces  trois  ])lans  se  cou])ent  an 
poini  singulier  (oa),  et,  par  suite,  leurs  coni(iues  de  contact  avec  la 
Nurface  (!(>  Knmmer  ne  peuvent  être  sur  une  même  quadricjue. 

L"é<piation  de  la  surface  de  Kummer  pourra  se  mettre  sous  Tune 
des  Irois  formes 

\r  —  I yz  -=  o,  M*  —  ///  z./;  —  o,  N-  —  n,iy  =  o, 

L,  M.  \.  /,  ///,  //  éiiinl  des  polynômes  du  second  ordre  en  -l'^y,  z,  I. 
()n  pourra  évidemment  disposer  des  facteurs  constants  qui  li^nrent 
dans  e(^s  |iolvnomes  pour  fpron  ait  identi(piement 

\?  -  lyz  =  M''  -  mz.r  =  \-  -  nxv. 

(  )n  en  déduit 

L^--W-  =  z(/y-m.r;), 

ce  (pii  montre  (pie  L  —  M  ou  L  -+-  M  est  divisible?  par  z.  On  a  ainsi 

/;,  q,  r  étant  linéaires  en  x,  y,  z.  t.  Comme  L,  M,  N  ne  figurent  dans 
réquation  de  la  surface  de  Kummer  que  par  leurs  carrés,  ils  ne  sont 
déterminés  qu'au  signe  près  et  Ton  peut  écrire,  sans  diminuer  la  gé- 
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néralité, 

L  -h  M  =  27-::,  M  -h  N  =  'ipx,  N  zn  I.  =  2(^y. 

On  a  donc  deux  cas  à  distinguer. 

Si  Ton  prend  le  signe  —  dans  X  ±  L,  on  écrira,  en  cliangeant  pour 
la  symétrie  les  signes  de  M  et/?, 

L  —  M  =  •irx,         M  —  N  =  -ip.x,         N  —  L  =  '^^y- 
d'où 

p.i-{-qy-\-  rz^o; 
c'est-à-dire 

-P  =  ''y  ""  ^^j  2q  =z  az  —  ex,  '2j-  —  hx  —  «/, 

«,  h,  c  désignant  des  constantes.  On  en  conclut 

L  —  ayz  =  M  —  bzx  =  N  —  t-'x;y, 

et,  en  appelant  V  la  valeur  commune  de  ces  expressions,  les  trois 
formes  de  Téquation  de  Kummcr  deviennent 

\^  —  l'yz  =  o,         V-  —  m' zx  =  o,  V-  —  //.' xy  =  o, 

/',  m',  II'  étant  des  polynômes  du  second  ordre.  On  en  déduit  de  suite 

/'  =  T./;,  /)t'  =  Ty,  Il  —  T  j, 

T  étant  du  premier  ordre,  et  la  surface  de  Kummer  a  pour  équalion 

^'-xyzï^o. 

Les  trois  conit]ues  de  contact  des  plans  x  =  o,  y  =:-:  o,  r  =  o  sont 
sur  une  quadrique,  V  =  o  :  c'est  le  cas  examiné  plus  haut,  ce  n'est  pas 
celui  dans  lecpiel  nous  nous  sommes  supposés  placés;  nous  devons 
donc  admettre  la  seconde  hypothèse,  celle  où  Ton  a 

L  +  -M  =  !>/  ;,         M  +  N  =  Kpx,         X  +  L  =  xiiy. 
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«jiii  (lonm^ 

L  ==  qy  -f-  rz  -  /)./•,        M  =-  rz  -h px  -  qy,       N  =  px  -^  qy  -  rz. 

1  ,a  icliilloii 

L-  —lS\-  =  z{ly  —  ni.r) 
il('\  iciil  alois 

(M,  (!•'  inriiic,  on  a 

.\p{rz  —  qy)  -^  m  z  —  ny, 

(1  Où  lOii  hrc 

l—  i^rq  m  —  !\  rp  n  —  (\ pq 

.r  »•  z 

Cl.  |)ai"  siiilc, 

/  =  0./'  -4-  \rq,  m  =  0>-  -h  ^r/),  n  ~^^)z  -^  \pq, 

0  t'iaiil   liiK'airf^  ('11  .r,y,  -,   /.   1/ôqualioii  dc^  la  surface  de   kiiiiiiiH'r, 
L^    -  lyz  =  o,  csl  alors 

(  l '^ )      O./yr  =  p-x-  -h  q'^y'^  -h  r"^ z-  —  -ipqxy  —  -ipr.vz  —  -iqryz. 

Les  trois  familles  de  quadri({iies  inscrites  auxquelles  aj)pailieniienl 
respeclivcnienl  les  couples  de  plans  yz  =  o,  z.v  =  o,  :cy  —  o  ont 
pour  équations,  en  désip:nant  par  A,  [j.,  xn  des  conslaiilcs  arbitraires, 

A  =  f^^ yz  -h  '2'k(qy  -h  rz  —  px)  4-  '\  rq  -}-  0./-  =  o, 
H  =  ij?zx  -f-  2[j.(/';  +  px  —  qy)  -+■  \pr  -h  0)'  =  o, 
( \  =  ^^-Jcy  -h  2  C3  {px  -h  ^J^  —  /•-)-!-  4 pq  -\-^)z  =  ^^\ 

car  ou  vérifie  de  suite  que  Tenveloppe   des  surfaces  A  =  o,   |>  —  o, 
(]  r=  o  est  bien  la  surface  (i3). 

(^es  équations  montrent  que  toute  quadriquc  A  coupe  loule  qua- 
drique  B  ou  G  suivant  une  droite  et  une  cubique  gauche;  on  a,  en 
effet,  identiquement, 

Ky  -  Ij.r  =  Çky  +  ^x  -h  ir)  [zÇky  -  u../;)  -f-  'i(qy  -  px)\. 
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Or  le  plan 

o  ==  "Xy  -+-  ^.x  H-  2/' 

touche  A,  car  on  vérifie  immédiatement  que  la  droite  de  ce  plan, 
Xy  -\~  2.r  =  o,  X  =^  o  est  sur  la  quadrique  A;  ce  plan  touche  de  même 
la  quadrique  B.  Il  résulte  de  ces  remarques  et  de  l'identité  précédente 
que  les  deux  quadriques  A  et  B  ont  une  droite  commune,  située  dans 
le  plan  Xy  -+-  [lx  4-  2/*  =  o  ;  on  verrait  de  môme  que  les  surfaces  A, 
B,  C  se  coupent  deux  à  deux  suivant  une  droite  et  une  cubique. 

La  biquadra tique  de  contact  de  la  surface  A  =  o  et  de  la  surface  de 
Kummer  est  donnée  par  les  deux  équations 

Xyz  -h  qy  -h  rz  —  px  =  o,  "^^{çy  ■+■  '"«  —  P^')  -^  4''^  +  9-^  =  <J- 

Or,  considérons  le  polynôme  du  troisième  ordre, 

S  =  C^yZ  ■+-  Çy  -^  ''-S  —  px)(2m7^  -h  2[JLÇ  +  [kWX  —  0) 

—  C^qy  -+-  ^rz  —  "kpx  H-  ^[iq  -+-  ôx)(cîy  H-  [xz  -+-  2p). 

D'après  la  forme  même  de  son  équation,  la  surface  cubique,  S  =  o, 
passe  par  la  biquadratique  de  contact  de  la  quadrique  A  avec  la  sur- 
face de  Kummer  :  si  nous  développons  cette  équation  nous  trouvons 

S  =  H-  'k^i.^xyz  -+-  Xyz ([kq  -+-  rsr  —  G)  +  iqy(^\kq  —\p  —  xsr) 

—  Xmqy-    -+-  [uzxCkp  -h  r^r  —  6)  -+-  irz^m?'—  \Lq  —  \p) 

—  \\i.rz^     -\-xsxyÇkp -h  \J^q  —  ^) -^  ipxÇkp  —  \xq —xsr) 

—  [urspx-     —  t(px  -+-  qy  -h  rz)  —  Spqr. 

On  voit  ainsi  que  S  est  symétrique  par  rapport  k  x,  y,  z-^p,  q^  ;•; 
X,  [Jt,  îrr;  c'est-à-dire  ne  change  pas  quand  on  permute  x,  y,  z  en  per- 
mutant de  la  même  manière  p,  q,  r  et  X,  [x,  cr,  et  laissant  G  invariable  : 
il  résulte  de  cette  remarque  que  la  surface  S  =  o  passe  parles  courbes 
de  contact  de  la  surface  de  Kummer  avec  les  trois  quadriques  A, 
B,C. 

Cette  surface  cubique,  S  =  o,  coupe  A,  en  dehors  de  la  biquadra- 
tique de  contact,  suivant  une  conique;  comme  on  peut  écrire  identi- 

Journ.  de  Math.  (4'  série),  tome  I.  —  Fasc.  IX,  1898.  12 
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S  =  {\y'-  H-  (jy  -<-  /■-  —  />•*■) 

X  ({JLCJ.r  -h  Xcry  -h  Xu.3  -h  'lï-p  4-  2  ui</  -f-  2CTr  —  0") 
—  A((Ji3  -h  cn\-  -h  ti/}"), 

lo  plan  (le  celle  conique  a  pour  équation 

P  =  an,/-  -h  ^Cî y  -h  Xa.::  -h  '-lA/J  +  2[ji.(/  H-  imr  —  0  =  o. 

Cette  équation  est  encore  symétrique  en  x,y,  j;  /7,  y,  /•;  X,  [jl,  gt; 
il  en  résulte  (jue  les  trois  coniques  suivant  lesquelles  la  surface  S  =  o 
coupe  les  trois  quadriques  A,  B,  G  sont  dans  un  même  plan,  P  =  o. 

Or  la  section  de  la  surface  S  =  o  par  ce  plan  est  du  troisième  degré  i 
on  déduit  de  là,  en  se  rappelant  que  les  quadriques  A,  B,  G  se  cou- 
pent deux  à  deux  suivant  une  droite  et  une  cubique,  que  le  plan  P  =  o 
coupe  S  =  o  suivant  trois  droites,  qui  sont  les  droites  communes  aux 
surfaces  A,  B,  G  prises  deux  à  deux. 

Ce  résultat  peut  d'ailleurs  se  vérifier  directement  sans  difficulté. 

On  a  ainsi  les  propositions  suivantes  : 

Soient  deux  familles,  F,  et  Fj?  ^^  quadriques  inscrites  à  la  sur- 
face de  Kunimer,  ayant  en  commun  quatre  plans  singuliers  formant 
un  groupe  de  Bosenhain;  les  quatre  autres  plans  singuliers  de 
chacune  de  ces  familles  appartiennent  à  une  troisième  famille  F3. 

Trois  quadriques  inscrites  quelconques,  appartenant  respective- 
inent  à  ces  trois  familles,  se  coupent  deux  à  deux  suivant  une  droite 
et  une  cubique  gauche;  les  trois  droites,  communes  à  ces  quadriques 
prises  deux  à  deux,  sont  dans  un  même  plan. 

Les  biquadratiques  de  contact  des  trois  quadriques  avec  la  sur- 
face de  Kummer  sont  sur  une  même  surface  du  troisième  ordre, 
qui  passe  en  outre  par  les  trois  droites  précédentes  (  '  ). 

41.  Remarque.  —   Les  notations  que  nous  avons  adoptées  pour 


(')  On  a  des  propriétés  semblables  pour  les  surfaces  du  quatrième  ordre  dont 
l'équation  peut  se  mettre  sous  la  forme  (i3). 
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représenter  les  plans  singuliers  de  la  surface  de  Kummer  sont  liées 
d'une  manière  très  étroite  à  l'algorithme  de  Hesse  pour  la  représen- 
tation des  bitangentes  d'une  courbe  plane  du  quatrième  ordre. 

Soient  huit  caractères,  i,  2,  3,  4,  1',  2',  3',  l\  :  combinés  deux  à 
deux  sans  distinction  entre  les  caractères  accentués  et  ceux  non  accen- 
tués, ils  donnent  vingt-huit  symboles,  12,  i3,  . . .,  11',  . . .,  3' 4',  qui, 
dans  la  notation  de  Hesse,  représentent  respectivement  les  vingt-huit 
bitangentes  d'une  quartique,  et  les  symboles  peuvent  être  appliqués 
aux  bitangentes  de  manière  à  vérifier  les  conditions  suivantes. 

On  sait  que  la  courbe  du  quatrième  ordre  admet  soixante-trois 
systèmes  de  coniques  inscrites,  c'est-à-dire  la  touchant  chacune  en 
quatre  points;  chacun  de  ces  systèmes  comprend  six  couples  de  bitan- 
gentes, qui,  dans  la  notation  de  Hesse,  correspondent  à  deux  types  de 
symboles. 

Dans  le  premier  type,  on  obtient  les  six  couples  de  bitangentes  en 
divisant  les  huit  caractères  en  deux  groupes  de  quatre,  et  en  combi- 
nant deux  à  deux  les  caractères  de  chaque  groupe;  ainsi,  en  partant 
de  la  division  i23i',  4  2'3'4',  on  obtient  les  six  couples  r2,3i';  i3,2i'; 
ii',23;  42',3'4';  43',  2'4';  44',  ^'3'. 

Le  système  de  coniques  inscrites  correspondant,  c'est-à-dire  le  sys- 
tème auquel  appartiennent  les  six  couples  précédents,  pourra  se  dési- 
gner par  [i23i']. 

Dans  le  second  type,  on  obtient  les  six  couples  de  bitangentes  d'un 
même  système  en  combinant  deux  des  caractères,  i  et  2  par  exemple, 
avec  les  six  autres,  ce  qui  donne  les  six  couples  12,23;  14,24;  11',  21'; 
12,22';  i3',23';  i4',24'5  et  le  système  de  coniques  inscrites  corres- 
pondant pourra  se  désigner  par  le  symbole  [12]. 

Cela  posé,  la  relation  entre  la  notation  de  Hesse  et  la  nôtre  est  la 
suivante  :  la  section  de  la  surface  de  Kummer  par  un  plan  admet  pour 
tangentes  doubles  les  intersections  de  ce  plan  avec  les  seize  plans  sin- 
guliers; on  peut  appliquer  la  notation  de  Hesse,  de  telle  sorte  que  ces 
seize  bitangentes  aient  les  mêmes  symboles  que  les  seize  plans  singu- 
liers correspondants  dans  notre  notation. 

Ainsi  la  bitangente  située  dans  le  plan  1 1'  aura  la  notation  1 1'.  On 
vérifie  cette  règle  sans  difficulté,  en  partant  des  propriétés  des  fa- 
milles de  quadriques  inscrites. 
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(^11  voit  aussi  (juo  les  notations,  dans  le  système  de  Hessc,  des  trente 
familles  de  conicjues  inscrites  qui  sont  les  sections,  par  le  plan  consi- 
déré, des  trente  familles  de  quadriques  inscrites  à  la  surface  de  Kum- 
mer,  coïncident  avec  les  notations  que  nous  avons  proposées  pour  ces 
familles  de  quadriques. 


CIIAIMTRE  IV. 
Sextiques  et  surfaces  inscrites  du  troisième  ordre. 

42.  H  y  a,  sur  la  surface  de  Kummer,  trente-deux  familles  de 
courbes  du  sixième  ordre  ou  sextiques,  se  partageant  en  deux  groupes 
de  seize  familles  chacun  (n°  50). 

Les  courbes  du  premier  groupe,  que  nous  allons  tout  d'abord  étu- 
dier, sont  les  intersections  de  la  surface  de  Kummer  avec  des  qua- 
driques menées  par  une  des  seize  coniques  singulières;  à  chaque  co- 
ni(jue  singulière  correspond  ainsi  une  famille  de  sextiques,  que  nous 
représenterons  par  le  syndjole  même  de  cette  conique,  aa'. 

L'équation  générale  des  sextiques  d'une  famille  aa'  est  de  la  forme 
(n"  50) 

X,0,  -f-X,0.,-hX3  0;,  -f-X,0..  -i-};^,  =  o, 

les  X  étant  des  constantes  arbitraires  et  les  0  des  fonctions  thêta  nor- 
males, du  troisième  ordre,  de  même  caractéristique,  simultanément 
paires  ou  impaires,  qui  s'annulent  pour  les  six  demi-périodes  corres- 
pondant aux  points  singuliers  du  plan  aa',  points  qui  sont  situés  sur 
toutes  les  sextiques  de  la  famille  aa'. 

Un  plan  singulier,  autre  que  aa',  passe  par  deux  des  points  singuliers 
situés  dans  ce  plan;  il  en  résulte,  par  la  répétition  d'un  raisonnement 
fait  au  n"  57,  que  toutes  les  sextiques  de  la  famille  aa'  touchent  en 
deux  points  chacun  des  quinze  plans  singuliers  autres  que  aa'. 

Le  long  de  chaque  sextique  de  la  famille  on  peut  inscrire  à  la 
surface  de  Kummer  une  surface  cubique  (n*^  17),  qui,  d'après  ce  qui 
précède,  touchera  en  deux  points  les  plans  singuliers,  le  plan  aa'  ex- 
cepté, c'est-à-dire  aura  une  droite  dans  chacun  de  ces  plans. 
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Deux  sextiques  de  la  famille  aa'  se  coupent  en  six  points  en  dehors 
des  six  points  singuliers  qui  leur  sont  communs  ;  en  effet,  les  deux 
fonctions  0  correspondantes  ont  2.3  .3  =  i8  zéros  communs;  si  Ton 
retranche  les  six  demi-périodes  relatives  aux  six  points  singuliers  du 
plan  aa',  il  reste  douze  zéros,  deux  à  deux  égaux  et  de  signes  con- 
traires, qui  donnent  six  points  de  la  surface  de  Kummer. 

Ces  six  derniers  points  sont  sur  une  conique,  car  les  deux  qua- 
driques  qui  passent  respectivenlent  par  les  deux  sextiques  considérées 
se  coupent,  en  dehors  de  la  conique  aa',  suivant  une  deuxième 
conique. 

Les  surfaces  du  troisième  ordre  inscrites  à  la  surface  de  Kummer  le 
long  des  deux  sextiques  précédentes  se  touchent  donc  en  six  points, 
situés  dans  un  même  plan,  et  ont,  par  suite,  en  commun,  dans  ce  plan, 
une  courbe  du  troisième  ordre. 

Parmi  les  surfaces  cubiques  inscrites  le  long  des  sextiques  de  la  fa- 
mille aa',  et  que  nous  appellerons  surfaces  inscrites  àc  la  famille  aa', 
figurent  des  groupes  de  trois  plans  singuliers  :  on  les  obtient  en  me- 
nant par  la  conique  aa'  des  quadriques  coupant  la  surface  de  Kummer 
suivant  trois  nouvelles  coniques  ;  les'plans  de  ces  trois  coniques  forment 
évidemment  une  surface  cubique  inscrite  de  la  famille  aa'.  Le  nombre 
de  ces  surfaces  décomposables  est,  d'après  cela  (n**  25),  égal  au  nombre 
des  groupes  de  Gôpel  qui  comprennent  le  plan  singulier  aa'  :  comme 
il  y  a  soixante  groupes  de  Gôpel,  chaque  plan  singulier  appartient  à 

-V-  =  i5  de  ces  groupes,  et  il  y  a,  dans  la  famille  aa',  i5  surfaces  cu- 
biques inscrites  composées  de  trois  plans  singuliers. 

Une  quelconque  de  ces  surfaces  décomposables  a,  comme  on  vient 
de  le  dire,  une  cubique  plane  commune,  avec  une  surface  cubique  in- 
scrite de  la  famille  aa'  :  cette  cubique  plane  se  décompose  nécessaire- 
ment en  trois  droites  ;  en  d'autres  termes,  on  peut  dire  que  les  quinze 
droites  qu'une  surface  cubique  inscrite  de  la  famille  aa'  a  respecti- 
vement dans  les  quinze  plans  singuliers  autres  que  le  plan  aa'  sont 
réparties  trois  à  trois  dans  quinze  plans  (*). 


(*)  Ces  quinze  droites  forment  la  figure  obtenue  en  enlevant  parmi  les  vingt- 
sept  droites  d'une  surface  cubique,  douze  droites  d'un  même  double-six. 
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Voici  (juclqucs  propositions  ^éoniôtricpies  relalivos  à  ces  (luiiizc 
plans,  qui  sont  des  plan.<i  tritangcnts  de  la  surface  cubique  inscrite 
considérée. 

Soient  S(w,  v)  la  fonction  du  premier  ordre  qui  correspond  au 
plan  aa';  0,,  0o,  ©3,  0,  los  quatre  fonctions  normales  du  second 
ordre  à  caractéristique  nulle  qui  sont  proportionnelles  aux  coordon- 
nées X,,  Jt'a,  .^8)  ^4  d'un  point  de  la  surface  de  Kunimer, 

Les  fonctions  0,  d'ordre  trois,  qui  correspondent  auxsexti(pies  aa  , 
ont  (n"  29)  même  caractéristique  que  la  fonction  S,  et  sont  paires  ou 
impaires  en  même  temps  qu'elle;  il  en  résulte  qu'on  obtiendra  quatre 
de  ces  fonctions,  linéairement  indépendantes,  en  multipliant  0,,  0j, 
0,,  0,  par  &.  Si  maintenant  nous  désignons  par  O5  une  autre  fonction 
du  troisième  ordre,  de  même  caractéristique,  et  paire  ou  impaire  en 
même  temps  que  .^,  l'équation  d'une  sextique  aa'  sera  d(î  la  forme 

(i)  0,  =  A,  ^0.  ^  X,r0,  -f-  X,r03  -+-  A,^0,, 

les  A  étant  des  constantes. 
Soit  une  autre  sextique 

(T)  0^  =  a;^0,  h- A;sr0, -+-A;3r0:,  -+- a;&0,, 

il  vient,  en  retranchant  ces  équations  membre  à  membre, 

o  =  [(A,  -  a;)6,  -^-. . .-f-  (A,.  -  a;)0,j&. 

Le  plan 

Ta,  -  a;  ).r,  -+-(A.  —  A;):rj  +  (A,  -  X,)x^  4-  (A,  -  X;  )./;,,  =  o 

est  donc  celui  qui  passe  par  les  six  points  non  singuliers  communs  aux 
deux  sextiques  (i)  et  (T). 

La  seconde  sextique  se  décompose  en  trois  coniques  singulières  pour 
quinze  systèmes  de  valeurs  des  V  ;  pour  un  de  ces  systèmes  de  valeurs, 
le  plan  précédent  étant,  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  un  plan  tri- 
tangent  de  la  surface  cubique  inscrite  le  long  de  la  sextique  (i),  il  s'en- 
suit que  quinze  des  plans  tritangents  de  cette  surface  auront  des  équa- 
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lions  de  la  forme 

X,X,   -f-  XoXo-f-  )v.,X3  -h  X.5^,,  =   A/  (i=I,     2,...,     l5), 

les  A,  étant  des  fonctions  linéaires  des  x,  dont  les  coefficients  ne  dé- 
pendent pas  de  X,,  Xo,  X.,,  X^. 

Ces  équations  sont  linéaires  en  X, ,  . . . ,  X^ ,  et,  en  retranchant  membre 
à  membre  deux  quelconques  d'entre  elles,  on  trouve  une  expression 
indépendante  de  X;  les  quinze  plans  se  coupent  donc  deux  à  deux 
sur  des  plans  fixes,  A,-  —  Ay  =  o  ;  quant  au  fait  que  les  X  figurent  linéai- 
rement, on  peut  en  déduire  aussi  quelques  conséquences  géométriques. 
En  effet,  l'équation  de  la  quadrique  qui  passe  par  la  conique  £r  =  o 
et  par  la  sextique  donnée  par  la  relation  (i)  s"'obtient  en  multipliant 
les  deux  membres  de  cette  relation  par  ^  et  en  remplaçant  ensuite  les 
fonctions  S^Gj,  3^^©,,  ...  par  leurs  expressions  en  fonction  quadra- 
tique de  X',,  iCa,  a?:),  oci,  :  cette  équation  est  donc  linéaire  par  rapport 
aux  X,  et  de  la  forme 

(2)  R2  =  (X,x-,  -h  \.,.jc,,  +  XjX-^  -h  Xj  j:i)R,  ; 

les  R  sont  des  polynômes  en  x,  de  degré  égal  à  l'indice;  R,  =  o  est  le 
plan  de  la  conique  2r  =  o.  Donc,  si  l'on  établit  entre  les  X  deux  rela- 
tions linéaires,  homogènes  ou  non,  à  coefficients  constants,  cela  revient 
à  écrire  que  la  quadrique  (2)  passe,  en  outre,  par  deux  points  fixes 
de  l'espace,  et  réciproquement;  si  l'on  établit  trois  relations  linéaires 
entre  les  X,  on  exprime  de  même  que  la  quadrique  précédente  passe 
par  trois  points  fixes,  et  réciproquement.  Les  équations  des  quinze 
plans  tritangents,  si  l'on  y  remplace  deux  ou  trois  des  X  en  fonction 
linéaire  des  autres,  deviennent  alors 

X,  P,  H-  X2P2  =  A/ -h  P3     dans  le  premier  cas, 
et 

X,Q,  =  A,-+-Qo     dans  le  second, 

les  P  et  Q  étant  linéaires  en  x^^  x^,  x^,  x^  et  restant  les  mêmes  dans 
les  quinze  équations.  Donc,  dans  le  premier  cas  les  quinze  plans  tri- 
tangents  pivotent  respectivement  autour   de  quinze  points  fixes  qui 
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soiil  sur  la  dioili»  i\  -  o,  P^,  —  o  ;  et  dans  \c  second  cas,  autour  de 
(juinze  droites  lixes,  (|ui  sont  dans  le  plan  Q,=:ro.  D'ailleurs  Téqua- 
tion  (-i)  de  la  (]nadrique  devient 

\{.,  H-  U,  P.,  =  {'^,  P,  -4-  XoPo)!^,     dans  le  premier  cas, 
et 

H., -f- 1\,  ().,  3=  X,  (^,  U,  dans  le  second. 

On  voit  ainsi  (pie  les  deux  points  fixes  par  lesquels  passe  cette  qua- 
drique,  dans  le  premier  cas,  sont  sur  la  droite  P,  =  o,  P^  =  o,  et  que 
les  trois  points  fixes  par  lesquels  elle  passe,  dans  le  second,  sont 
dans  le  plan  (),  =  o. 

45.  Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  l'étude  du  premier  groupe  de 
sextiques  et  de  surfaces  cubiques  inscrites,  et  nous  énoncerons  les 
propriétés  que  nous  venons  d'établir,  dans  le  résumé  suivant  : 

Soit  C  une  conique  de  la  surface  de  Kummer;  les  quadriqucs 
menées  par  G  coupent  en  outre  la  surface  suivant  une  famille 
quatre  fois  infinie  de  sextiques,  le  long  de  chacune  desquelles  on 
peut  inscrire  à  la  surface  de  Kummer  une  surface  du  troisième 
ordre. 

Deux  de  ces  surfaces  inscrites  se  touchent  en  six  points  situés 
sur  une  conique  et  ont  en  commun  une  cubique  plane  dans  le  plan 
de  celte  conique. 

Toute  surface  cubique  inscrite,  de  la  famille  considérée,  a  une 
droite  dans  chacun  des  plans  singuliers  de  la  surface  de  Kummer 
autres  que  le  plan  de  la  conique  C;  ces  quinze  droites  sont  trois  à 
trois  dans  quinze  nouveaux  plans,  qui  sont,  par  suite,  des  plans 
tritangents  de  la  surface  cubique. 

Pour  une  surface  cubique  inscrite,  variant  dans  la  même  fa- 
mille, les  quinze  plans  tritangents  ainsi  définis  se  coupent  deux  à 
deux  sur  des  plans  fixes. 

Par  la  conique  C  et  par  deux  points  A  et  B  de  l'espace,  faisons 
passer  des  quadriques,  et  considérons^  le  long  des  courbes  qu'elles 
découpent  sur  la  surface  de  Kummer,  les  surfaces  cubiques  inscrites 
à  celle-ci  :  pour  chacune  de  ces  surfaces,  les  quinze  plans  tritan- 
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gents  définis  plus  haut  pivotent  respectivement  autour  de  quinze 
points,  alignés  sur  la  droite  AB. 

Si  les  quadrigues  qui  passent  pa/'  la  conique  C  passent  par  trois 
points  de  l'espace  A,  B,  D,  les  quinze  plans  précédents  pivotent 
respectivement  autour  de  quinze  droites,  situées  dans  le  plan  des 
points  A,  B,  D. 

44.  Arrivons  maintenant  à  rétudc  àM  second  groupe  de  familles 
de  sextiques  qu'on  peut  tracer  sur  la  surface  de  Kummer. 

Chacune  de  ces  familles  s'obtient  par  l'intersection  de  la  surface 
avec  des  surfaces  du  troisième  ordre  menées  par  trois  coniques  sinjj^u- 
lières  qui  ont  un  point  singulier  commun;  soit  2r  =  o  l'écjuation  de  la 
conique  aa'  qui  forme  avec  les  trois  précédentes  un  groupe  de  Rosen- 
hain;  réquation  des  sextiques  de  la  famille  considérée  sera  (n°29) 
de  la  forme 

(3)  X,G,  4- AoOo  +  XsOj-f- A,0,  =  o, 

les  A  étant  des  constantes  et  les  ô  des  fonctions  normales,  d'ordre  trois, 
de  même  caractéristique  cjue  S',  toutes  impaires  si  &  est  pair,  et  toutes 
paires  si  £/  est  impair. 

Ces  courbes  passent  (n" 29)  par  les  dix  points  singuliers  qui  ne  sont 
pas  dans  le  plan  aa';  chacun  des  quinze  plans  singuliers  autres  que  aa' 
les  coupe  donc  en  quatre  points  singuliers  et  les  touche  par  suite  en 
un  point;  quant  au  plan  aa',  il  les  touche  évidemment  en  trois  points, 
situés  sur  la  conique  aa'. 

Les  surfaces  cubiques,  inscrites  le  long'  des  sextiques  considérées, 
passent  donc  par  les  dix  points  singuliers  qui  ne  sont  pas  dans  le  plan 
aa',  et  admettent  ce  plan  pour  plan  tritangent,  les  trois  points  de  con- 
tact étant  sur  la  conique  aa';  elles  touchent  en  un  point  les  quinze 
autres  plans  singuliers. 

Deux  sextiques  de  la  famille  (3)  *^  coupent,  en  dehors  des  dix 
points  singuliers  qui  leur  sont  communs,  en  quatre  points  :  en  effet, 
les  premiers  membres  des  équations  des  deux  courbes  ont,  d'après  la 
formule  de  M.  Poincaré,  2.3.3  =  i8  solutions  communes,  parmi  les- 
quelles figurent  dix  demi-périodes;  les  huit  autres  solutions,  deux  à 

Journ.  de  Math.  (4°  série),  tome  IX.  —  Fasc.  I.  1898.  I  <J 
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(loii\(''galeset  desii'nescoiilraiios,  donnoiil  (jualn*  points  (!<•  la  sui  l'ace 
(Ir  kimuncr. 

m.  Cola  posé,  soient  S,  =  o,  S^  =  o  les  snrfaces  cnl)i(pies  inscril.es 
à  la  surface  de  Kuniiner  le  long  de  deux  sexliques,  .v,  el  .Vaî  S  =  o  la 
surface  cubique  cpii  passe  [)ar  ces  deux  courbes;  on  a  ideuli(pie- 
nienl  {W  54) 

(i  ('lanl  (lu  second  oidre  pai'  rappoi'l  au\  coordonnées./;,,  Xo?  -"'-.n  ■^"n 
et  k  désii^iiaut  toujours  le  premier  UKMubi'e  de  l'éipialiou  de  la  surface 
de  Kiiiunier. 

De  celle  ideulilc  d ('roui ml  des  (■()//.S('r/f/e/tee.s  nnmhi'eiise.s  el  ini- 
poiianles. 

i(>.  Obsei'Nons  dabord  cpie  les  surfaces  S,  ^^  o,  S^  :=  o,  S=:o 
n'ont  pas,  en  général,  de  courbe  conminne.  Pour  démontrer  cette  [)ro- 
posilion,  il  suffit  de  la  vérilicr  dans  un  cas  particulier,  celui,  |)ar 
(•\emi)le,  où  la  surface  S^  se  décompose  en  trois  plans  siui^uliers,  foi- 
niaul  avec  le  plan  aa'  un  i^rou[)e  de  llosenhaiu  ;  ou  voit  alors  de  suite 
([ue  les  trois  surfaces  n'ont  pas  de  courbe  commune. 

Cela  posé,  Videntilé  {'\)  montre  d'abord  que  les  points,  en 
uoud)re  égal  à  9.7,  communs  auv  trois  surfaces  S,  :=  o,  S^  ==  o,  S  =  o, 
sont  des  points  doubles  de  la  surface  k(i  =  o  :  or,  ces  ti'ois  surfaces 
[)assent  d'abord  par  dix  mêmes  points  singuliers  de  la  surface  de  Kuin- 
mer  ;  de  plus,  elles  se  toucbenten  chacun  des  quatre  autres  points  QA.nn- 
muns  aux  deux  sextiques  .y,  et  So\  il  est  claii-,  d'ailleurs,  (|u'elles 
n'ont  pas  d'autre  point  commun  sur  la  surface  de  Kummer.  Les  points 
(pii  précèdent  comptent  pour  10  -h  4-4  =  -^  points  d'intersection;  les 
trois  surfaces  S,  =  0,  S^  =  o,  S  =  o  ont  donc  un  vingt-se[)tième  point 
commun,  non  situé  sur  K  =0,  et  ce  point,  étant  un  point  double;  de 
la  surface  KG  =  o,  est  un  point  double  de  la  quadrique  (i  =0  : 
celle-ci  est  donc  un  cône  du  second  ordre. 

Xuidenlité  (4)  montre  en  second  lieu  que  le  cône  G  =  o  touche  la 
surface  de  Kummer  en  chacun  des  quatre  points  communs  aux  deux 
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sexli(jiies  5,  et  s.^,  en  dehors  des  points  singuliers  :  la  proposition  est 
évidente. 

47.  En  troisième  lieu,  le  conc  G  =  o,  en  vertu  de  l'identité,  est 
inscrit  à  chacune  des  deux  surfaces  S,  =  o,  So  =  o,  le  long  de  la 
courbe,  non  située  sur  K  =  o,  où  cette  surface.  S,  ou  So,  est  coupée 
par  8  =  0.  La  courbe  commune  à  S,  et  S  comprend  la  sextique  s,\ 
située  sur  la  surface  de  Kummer,  et  une  cubique  gauche  :  le  cône 
G  =  o  touche  donc,  suivant  une  cubique  gauche,  chacune  des  deux 
surfaces  S,,  So. 

Remarquons  maintenant  que  l'équation  de  la  surface  S  =  o,  lorsque 
la  surface  S,  est  donnée,  dépend  linéairement  de  quatre  coefficients, 
c'est-à-dire  de  trois  paramètres  :  soient,  en  effet, 

A,  0, -hXo0.  +  X30..5  +  X,,0i  =  o       .  et  [ji.,0,+[i..OoH- [Ji.3  0.i  +  a,,0,,.=  o 

les  deux  écjuations  des  deux  sextiques  s,  et  s.,'^  la  surface  S  =  o  qui 
passe  par  ces  deux  sextiques  aura  une  écpation  de  la  forme 

(n"  ^2),  les  A//,  étant  des  polynômes  d'ordre  trois  par  rapport  aux 
coordonnées.  Si  les  X  sont  donnés,  cette  équation  est  linéaire  et  homo- 
gène par  rapport  aux  quatre  coefficients  ut.,,  it..,,  ui.,,  [x^. 

Il  y  a  donc  une  infinité  triple  et  linéaire  de  surfaces,  S  =  o,  passant 
par  la  courbe  de  contact  des  surfaces  K  ^  o  et  S,  =  o;  comme  parmi 
les  surfaces  S  =  o  figure  évidemment  la  surface  S,,  il  en  résulte  que 
les  surfaces  S  ==  o  découpent  sur  S,  une  infinité  double  de  cubicpiei^ 
gauches  variables.  En  d'autres  termes,  on  peut  tracer  sur  S,  une 
double  infinité  de  courbes  le  long  de  chacune  descjuelles  un  cône  du 
second  ordre  est  circonscrit  :  la  réciproque  de  la  surface  S,  admet 
donc  une  infinité  double  de  coniques;  c'est,  par  suite,  d'après  un 
théorème  de  M.  Darboux,  une  surface  de  Steiner,  et  la  surface  S,  est 
une  surface  du  troisième  ordre  à  quatre  points  doubles  ('). 

(')  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  i"  série,  t.  IV,  p.  870. 
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iS.  (]e  rêsullat  peut  èlrc  retrouve  cl.  complété  j)ar  uue  ,m\rc  voie  : 
en  elVet,  ridentité  (4)  montre  que  les  points  communs  aux  trois  sur- 
faces S  =  o,  K  =  o,  G  =  G  sont  des  points  doubles  de  la  surface 
SjS^  =  o.  Or  les  sm-faces  S  =  o,  K  =  o  se  coii})eiil  suivant  les  deu\ 
sextiques  s,  et  .s,,,  qui  ont,  en  dehors  des  points  singuliers  de  la  sur- 
face de  Kummer,  quatre  jxnuls  communs/),,  p.,,  [ht  p,'-,  ï'^  surface 
(i  =  o  passe  par  ces  (jualre  points  et  touche,  eu  chacun  d'eux,  les  sur- 
faces S  ==  o,  K  =  o,  couune  nous  l'avons  vu.  Chacune  des  deux  sex- 
tiques .V,  et  .^fa  coupe  donc  le  cône  G  =  o  en  i>.6  — 8  =  4  i)oinls, 
dilTérenls  des  (juatrc  points/;,,  .,.,/>^;  nous  obtenons  ainsi,  eu  dehors 
d(^s  [)oinls  /)/,  huit  points,  ([ui  sont,  (rai)rès  ce  qui  précède,  des  points 
d()ui)les  de  la  surface  8,82=0.  Quatre  de  ces  points  sont  sur  la  sex- 
li([ue  5,,  et  les  quatre  autres  sur  la  sexliquc  «a*,  pour  démontrer  <pie 
les  quatre  premiers  sont  des  points  doubles  de  S,  et  les  (juatre  seconds 
des  jjoints  doubles  de  So,  il  suffira,  donc  d'établir  que,  en  généial, 
aucun  d'eux  n'est  situé  à  la  fois  sur  S,  et  sur  So. 

Or  les  points  communs  à  S,  et  So,  et  situés  «ur  la  surface  de  Kum- 
MUM%  sont  :  i"  les  (piaire  poinls/j,,  ...,/i,,;  2"  dix  points  singuliers. 
Nous  savons  (pie  les  huit  points  trouvés  plus  haut  diffèrent,  en  géné- 
ral, des  quatre  points  y;,,  ..,,^,  ;  pour  montrer  (pi'ils  dilïerent  des 
points  singuliers,  il  suffit  d'établir,  puisqu'ils  sont  sur  le  cône  G  =  o, 
f[ue  ce  cône  ne  passe  par  aucun  des  dix  points  singuliers  considérés. 

Soit  un  de  ces  points  singuliers,  que  nous  supposerons  placé  à  l'ori- 
gine O  des  coordonnées,  dans  le  système  de  coordonnées  carté- 
siennes non  homogènes.  La  surface  S,,  étant  inscrite  à  la  surface  de 
Ivuiumer  et  passant  par  le  point  O,  y  touche  nécessairement  un  des 
plans  tangents  de  cette  dernière  surface  au  même  point.  Soit  ./;  =  o 
ce  plan;  soit  de  même  y  =  o  le  plan  tangent  en  O  à  la  surface  Sj  : 
ces  deux  plans  touchent,  suivant  deux  génératrices,  le  cône  des  tan- 
gentes de  la  surface  de  Kummer  au  point  O,  et  il  est  clair  que  le  plan 
(les  deux  génératrices  de  contact  touche  en  O  la  surface  S  =  o,  qui 
passe  par  les  deux  courbes  de  contact  des  surfaces  S,  et  So,  avec  la 
surface  de  Kummer  :  soit  s  =  o  ce  troisième  plan.  Les  termes  de 
moindre  degré  dans  les  polynômes  S,,  S^  et  S  sont  respectivement  x-, 
y  Ql  z\  les  termes  de  moindre  degré  dans  S,  S,  —  S*  sont  donc  xy  —  z'-  : 
l'origine  est  donc  un  point  double,  et  seulement  double,  de  la  surface 
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8,82—  S^  =  o,  c'est-à-dire  de  KG  =  o.  Comme  ce  point  est  double 
pour  la  surface  K  =  o,  par  hypothèse,  il  ne  saurait  être  sur  la  sur- 
face G  =  G. 

Nous  voyons  ainsi  que  la  surface  S,=o  a  quatre  points  doubles 
et  que  ces  points  sont  sur  la  surface  de  Kummer. 

49 .  Les  propositions  qu'on  vient  d'établir  peuvent  se  résumer  ainsi  : 

La  surface  de  Kummer  admet  seize  familles  de  surfaces  inscrites 
du  troisième  ordre,  à  quatre  points  doubles  ('). 

Les  points  doubles  de  ces  surfaces  sont  sur  la  surface  de  Kum- 
mer. 

Les  sui'f aces  inscriti^s  d'une  même  famille  sont  en  nombre  trois 
fois  infini;  elles  passent  par  les  dix  points  doubles  de  la  surface  de 
Kummer  qui  ne  sont  pas  situés  dans  un  des  plans  singuliers  de  cette 
surface,  et  elles  admettent  ce  plan  pour  plan  tritangent;  elles  tou- 
chent simplement  les  quinze  autres  plans  singuliers. 

Deux  surf  aces  inscrites  d'une  même  famille  se  touchent  en  quatre 
points  de  la  surface  de  Kummer;  il  existe  un  cône  du  second  ordre 
tangent  à  celle-ci  en  ces  quatre  points,  et  circonscrit  à  chacune  des 
deux  surfaces  cubiques  considérées  -(  ^). 

50.  Remarcjue.  —  Une  surface  du  troisième]  ordre  a  quatre  points 
doubles  est,  €omme  on  sait,  représentable  point  par  point  sur  un  plan, 
de  telle  sorte  que  les  sections  planes  aient  pour  image  des  courbes 
du  troisième  ordre  passant  par  les  six  sommets  d  iin  quadrilatère  com- 
j)lot  (•'').    Ces  sommets  sont  les  images  des  droites  qui  joignent    les 

(')  iVI.  Darboux  a  fait  connaître,  sans  démonslration  et  sans  détails,  ((iie  la 
surface  de  Kummer  admet  des  surfaces  inscrites  du  troisième  ordre,  à  quatre 
points  doubles  {Baltelin  des  Sciences  inalhématicjues,  V^  série,  t.  1,  p.  355). 

("-)  On  peut  dire  aussi  que  deux  sextiqacs  d'une  même  famille,  passant  par 
dix  points  singuliers,  se  coupent  en  outre  en  quatre  points  :  en  ces  quatre 
points  les  plans  tangents' à  la  surface  de  Kummer  sont  concourants,  et  tou- 
chent un  même  cône  du  second  ordre  qui  passe  par  les  quatre  points. 

(*)  Voir  par  exemple  Laguerrr,  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de 
France,  t,  I,  p.  21. 
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|)()iuls  douhlos  (le  ros[)aco  dciiv  à  deux,  cl  les  droih's  du  |>laii  soiil 
ccllos  des  cul)i([Uos  gaiiclios  le  loiii;  desi[U(dl('s  on  pcul  circonscrire  à  la 
sin'facc  des  cônes  du  second  ordre.  Il  en  irsnlle  aisénienl  (ju'nne  sur- 
face (juelconque  du  Iroisiènic  ordre  nicnre  par  une  de  ces  cul)i(|ues 
coupe,  en  oulre,  la  surface  à  (juaire  poinls  douMes  suivanl  une  se\- 
li(pie,  dont  Tiinage  esl  une  courbe  du  (pialrièine  ordre  (pii  passe  j)ar 
les  six  soniuiels  du  quadrilatère.  La  sexlicjne  de  respace  rencontre  j)ar 
suile  t'u  un  point,  dislinct  des  poinls  doubles,  cbacunc  des  droites  joi- 
unaiil  l'cux-ci  i.\c\i\  à  deux. 

lin  faisant  ap[)licalion  de  ce  résultat  à  une  surface  S,,  à  cpiatre  points 
(l(ud)les,  inscrite  à  la  surface  de  Kuninier,  on  xoit  (jue  cbacunc  des 
droites  (pii  joii;nenl  les  (juatre  poinls  doubles  deux  à  deux  rencontre 
en  un  nouveau  j)oinl  la  sextique  de  contacl,  et  /o/zr/zr  par  suile  on  ce 
poinl  la  surface  de  kuninier. 

Soient  «,,  a.,,  Oy,  a^  les  quatn^  points  doubles  de  S,;  désignons 
|)ar<7,y  le])oint  on  la  droite  a,aj  toncbe  la  surface  de  Ivnnnner. 

(  )n  sail  (jn "une  surface  cubi(pie  à  ([uatrc  points  doubles  iTa,  en  de- 
bors  des  droites  (jui  joif^nent  ceux-ci  deux  à  deux,  (pic  trois  droites, 
situées  dans  un  même  plan  tritanii;ent  :  soient  p,  q,  r  les  sommets  du 
tiMan[;le  formé  par  ces  trois  droites.  Le  lonj^cle  la  droite  (jui  joint  deux 
points  doubles,  la  surface  admet  un  plan  tangent  unique,  soit  en 
tout  six  plans  tanj^ents  remarquables,  dont  il  passe  deux  par  cbacunc 
dos  ti'ois  droites  ^y,  pr,  qi\ 

Tour  la  surface  S,,  le  plan  tritangent  est  celui  d'une  coni(|ue  singu- 
lière, aa'  ;  les  points  /?,  ^,  /•  sont  sur  cette  conique  (n''  4i),  et  il  est  clair 
que  le  plan  tangent  unicjue  le  long  de  la  droite  aiUj  toucbc  la  surface 
do  Kummer  au  point  «,y. 

Cela  posé,  observons  que  les  points  <2,,  a^^  a.,,  a,,,  peuvent  se  déduire 
des  points  p,  g,  r^  par  la  construction  suivante  : 

j^our  cbacunc  des  droites  pq,  pr,  7'q^  on  peut  mener  à  la  surface  de 
Ivnmmer  r/cwx  plans  tangents  distincts  du  plan  aa';  les  six  points  de 
contact  de  ces  plans  sont,  d'après  ce  qui  précède,  les  points  a^j-,  de 
plus,  le  plan  tangent  en  a^j  contenant  la  droite  a^  aj  et,  par  suite,  les 
points  a,  et  Œj,  on  voit  que  les  six  plans  tangents  précédents  se  rencon- 
trent trois  à  trois,  sur  la  surface  de  Kummer,  en  quatre  points  qui 
sont  les  points  a,,  a.,,  a^,  a^. 
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Kcmarquoiis  maintenant  que  les  points  /?,  ^,  /•  j)euvent  êlie  choisis 
arbitrairement  sur  la  conique  aa'  :  on  peut,  en  elfet,  par  trois  points 
quelconques  de  cette  conique  mener  une  sextique  de  la  famille  consi- 
dérée (c'est-à-dire  passant  par  les  dix  points  singuliers  non  situés  dans 
le  plan  aa'),  puisque  l'équation  générale  (3)  des  sexliques  de  la  famille 
renferme  trois  paramètres;  la  surface  cubique  inscrite  le  long  de  celte 
sextique  touchera  le  plan  aa'  aux  trois  points  choisis. 

Donc  enfin  Le  tétraèdre  dont  les  sommets  sont  «,,  a.,,  a.,,  a.,  est  in- 
scrit par  ses  sommets  et  cwconscril  par  ses  six  arêtes  à  la  siti'Jace 
de  Kummer,  et  il  y  a  un  nombre  triplement  infini  de  tels  tétraèdres. 
Ce  fait  constitue  un  théorème  :  en  effet,  les  tétraèdres  inscrits  à  une 
surface  dépendent  de  huit  paramètres  ;  en  exprimant  que  les  six  arêtes 
louchent  la  surface,  on  a  six  conditions,  et,  par  suite,  le  nombre  des 
tétraèdres  inscrits  par  leurs  sommets  et  circonscrits  par  leurs  arèles  à 
une  surface  quelconque  est  douldement  iniini  ('). 

51.   Nous  pouvons  donc  énoncer  les  propositions  (|ui  snivMMit  : 

//  existe  seize  familles  de  tétraèdres  inscrits  par  leu/s  sommets 
et  circonscrits  par  leurs  arêtes  à  une  surface  de  Kummer,  chaque 
famille  comprenant  un  nombre  triplement  infini  de  tétraèdres. 

On  obtient  les  tétraèdres  d' une  même  famille  par  la  construction 
suivante.  Soient  trois  points  quelconques  d'une  même  conique  de  la 
surface  de  Kummer  :  par  les  trois  droites  qui  les  joignent  deux  à 
deux  passent  au  total  six  plans  tan.geiits  de  la  surface,  distincts  du 
plan  de  la  conique;  ces  six  plans  se  coupent  trois  à  trois  sur  la  sur- 
face de  Kummer  en  quatre  nouveaux  points  qui  sont  les  sommets 
d'un  des  tétraèdres  cherchés.  Les  six  points  de  contact  des  arêtes 
du  tétraèdre  avec  la  surface  coïncident  avec  les  six  points  de  con- 
tact des  plans  tangents  précédents. 

Les  sommets  d'un  des  tétraèdres  sont  les  points  doubles  d'une 
surface  cubiciue  inscrite  à  la  suif  ace  de  Kummer. 

(•)  M.  Klein  a  donné  une  proposition  de  même  nature  pour  les  tétraèdres  in- 
scrits par  leurs  sommets  et  circonscrits  par  leurs  faces  à  la  surface  de  Kummer; 
ces  tétraèdres  sont  en  nombre  cinq  fois  infini  {Math.  Annalen,  t.  XXVII, 
p.  iri). 
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Nous  rolroiivorons  ces  tôlraôdrospar  une  voie  analyli(|iic  dans  un 
(les  Chapitres  sui\anls. 

52.  Les  surfaces  cubiques  inscriles,  à  (jualre  points  doubles,  peuvent 
se  réduire  à  des  surfaces  rr^^çlces  dans  le  cas  suivant  : 

Sup]n)sons  que,  dans  le  plan  de  la  conique  aa',  un  des  sommets, /> 
parexenqtle,  du  triangle /^^y/",  coïncide  avec  un  des  six  points  singuliers 
situés  sur  cette  conicpie  :  les  deuv  plans  tangents  (')  autres  que  aa', 
menés  à  la  surface  de  Ivummcrpar  la  droite /><^,  sont  confondus  et  leur 
position  commune  est  celle  du  plan  tancent  O,  autre  que  aa',  qu'on 
|)eut  mener  par  la  tlroile  pq  au  cône  des  tanj^entes  au  point /j.  lien  est 
de  même  des  deux  plans  tangents  passant  par  pr,  qui  sont  confondus 
en  un  |>lan  11,  et,  par  suite,  les  quatre  points  doubles  de  la  surface 
cubitpie  inscrite  correspondant  au  tri  a  n^de /><//•,  sont  deux  à  deux  con- 
fondus et  se  réduisent  ainsi  aux  deux  points  distincts,  non  singuliers, 
où  la  surface  de  Kummer  est  coupée  par  la  droite  D,  commune  aux 
plans  Q  et  H.  (^Hte  surface  cubique  })assai>t,  d'ailleurs,  comme  dans 
le  cas  général,  par  les  droites  pq  et  pr,  et  passant  évidemment  aussi 
par  la  droite  D,  a  un  nouveau  point  double  au  point  yo,  commun  à  ces 
trois  droites,  puisque  celles-ci  ne  sont  pas  dans  un  même  plan.  Il  en 
résulte  que  la  droite  D,  sur  laquelle  la  surface  a  trois  points  doubles, 
est  une  droite  double  de  cette  surface,  qui  se  réduit  dès  lors  à  une 
surface  réglée  du  troisième  ordre. 

La  directrice  rectiligne  simple  que  rencontrent  toutes  les  droites  de 
la  surface  est  évidemment  qr. 

(]e  résultat  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Parmi  les  surfaces  cubiques  d'une  même  famille  inscrites  à  la 
surface  de  Kummer  et  passant  par  les  dix  points  doubles  non 
situés  dans  un  plan  singulier,  P,  celles  qui  passent,  en  outre,  par 
un  quelconque  des  six  points  [doubles  situés  dans  ce  plan  sont 
des  surfaces  réglées  :  pour  chacune  d'elles,  la  directrice  double 
passe  par  le  point  double  considéré,  la  directrice  simple  est  dans 
le  plan  P. 

(')  \ous  admettons  ici,  ce  qui  est  d'ailleurs  évident,  que  la  surface  de  Kum- 
mer est  de  quatrième  classe;  nous  l'avons  déjà  admis  au  n°  50. 
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La  liaison  entre  la  directrice  double  et  la  directrice  simple  est  celle 
qui  a  été  indiquée  plus  haut,  entre  les  droites  D  et  qr. 

Les  génératrices  rectilignes  d'une  de  ces  surfaces  réglées  inscrites 
sont  évidemment  des  bitangentes  de  la  surface  de  Kummer. 


(.HAPITRE  V. 

Courbes  du  huitième  ordre  et  surfaces  inscrites  du  quatrième  ordre. 

55.  Les  trente-deux  familles  de  courbes  du  huitième  ordre  situées 
sur  la  surface  de  Kummer  se  divisent,  d'après  la  théorie  générale  du 
n*'28,  en  trois  groupes  : 

I**  Les  courbes  suivant  lesquelles  la  surface  est  coupée  par  les  qua- 
driques  de  l'espace.  Ces  courbes  ne  présentent  aucune  particularité 
intéressante. 

2*'  La  famille  que  nous  avons  appelée  singulière  (^n"  50),  et  qui  est 
formée  de  courbes  passant  par  les  seize  points  doubles  de  la  surface 
de  Kummer;  nous  l'étudierons  en  dernier  lieu. 

3**  Trente  familles,  deux  à  deux  associées,  de  courbes  passant  par 
Imit  points  doubles,  et  dont  nous  allons  nous  occuper  maintenant. 


54.  L'équation  des  courbes  de  l'une  de  ces  trente  familles  est 
(n**  50)  de  la  forme 

(5)  x.o;  +  x,e>...-f->.se3, 

les  A  étant  des  constantes  arbitraires,  et  les  G'  des  fonctions  d'ordre 
quatre,  normales,  toutes  paires  ou  toutes  impaires,  de  même  caracté- 
ristique non  nulle. 

Il  est  aisé  de  voir  qu'on  peut  exprimer  ces  fonctions  à  l'aide  des 
fonctions  normales  du  second  ordre. 

Soient,  en  effet,  6,  et  ô.,  deux  fonctions  quelconques,  linéairement 
indépendantes,  d'ordre  deux,  ayant  même  caractéristique  que  les  G', 
et  paires  ou  impaires  selon  que  les  G'  sont  pairs  ou  impairs;  soient 

Journ.  de  Math.  (4°  série),  tome  IX.  —  Fasc  I,  1898.  l4 
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loujours  0,,  0j,  0.,,  0,  les  t'onclions  noniiales  d'ordre  deux,  de  rarac- 
lôrisli(|iie  nulle,  (]iii  sont  proportionnelles  au\  cooi-données  (rMn])oinl 
de  la  surface  de  Kuuinier;  les  huit  fonctions 

0,0,,  O,0„  0,0;,,  0,0,, 

0,0,,     Oo0.,,     0,0,,     0,0, 

sont  dOrdie  (jualre;  elles  oui  nièuie  caraclérisli(|U('  (jue  1rs  0  ei  soiil 
paires  ou  impaires  en  même  temps  que  ces  dernières  fonctions.  De 
plus,  elles  sont  linéairenuMil  indé])endanles,  cai",  s'il  existait  une  rela- 
tion de  la  forme 

0,(^7,0,  -^a,e,  -+-((,&, -h  a,e,)-^0,(h, 9,  -(-...+ A, 0.0  -- <>, 

on  en  déduirait  (jue  la  courbe  0,  -  o,  (pii  esl  inie  l)iquadrati<pie  (piel- 
conque,  diffcronte  de  la  courhe  0,  —  o,  serait  dans  le  plan 

h,.v^  H-  />,./;,  -h  A.,.r,  -h  h^.t\  =  o, 

ce  qui  est  inqtossihle. 

Par  conséquent,  les  huit  fonctions  0  sont  des  (•()nd)inaisons  linéaires 
et  homogènes  des  huit  fonctions  0^0/  })rccèdentes,  et  Téquation  géné- 
l'ale  des  courhes  du  Iniilièuie  oi'di'e  de  la  famille  considérée  scia  de  la 
forme 

I  0,  («'Z,  0,  -h  a,0,  4-  ^/:,0:,  4-  a, S,  ) 

^'  (   H-O,(A,0,  +  />,0,+  /a,0, -^A,0,)  =  o,     , 

les  a  al  b  étant  des  constantes  arbitraires. 

Cette  forme  met  en  évidence  une  propricHé  inqjortanle  des  courbes 
correspondantes  :  cVst  que  chacune  de  celles-ci  admet  une  sccanlr 
quadruple,  ayant  pour  équations 

P  ^  <2,.r,  -h  a.^.r.,  -h  a;,.x':,  -h  a^x,,  =  o, 
O  =  A,.r,  -h  b^f'..  H-  /y.,./;.,  -h  />,.r,  =  o, 

et  que  tout  plan,  XP4-[jl()  =  o,  menc'  par  celte  sécante,  coupe  en 
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outre  la  courbe  en  quatre  points  situés  sur  une  môme  biquadratique, 

fxe,  -  aOo  =  o. 

Il  est  aisé  de  voir  que  la  courbe  étudiée  n'a  qu'une  seule  sécante 
quadruple.  En  efîet,  cette  courbe  est  (n"  50)  sur  une  surface  du  troi- 
sième ordre,  passant  par  deux  coniques  C,  et  Co  de  la  surface  de  Kum- 
mer.  Les  deux  coniques  C,  et  C2,  se  coupant  en  deux  points,  sont  ren- 
contrées Tune  ou  l'autre  par  vingt-six  des  droites  de  la  surface  cubique  ; 
la  vingt-septième  droite  est  celle  qui  s'appuie  sur  les  deux  droites 
(concourantes)  situées  dans  les  plans  de  G,  et  Co;  elle  ne  rencontre  ni 
C,  ni  C,  et  coupe,  par  suite,  la  surface  de  Kummer  en  quatre  points 
qui  sont  sur  la  courbe  proposée.  Inversement,  toute  droite  coupant 
cette  courbe  en  quatre  points  doit  être  sur  la  surface  du  troisième 
ordre,  et,  par  suite,  il  n'existe,  comme  nous  l'avions  annoncé,  cju'une 
seule  sécante  quadruple. 

L'analyse  conduirait  aisément  au  même  résultat. 

55.  Les  courbes  de  la  famille  (6)  passent  par  les  huit  points  singu- 
liers de  la  surface  de  Kummer  qui  sont  communs  aux  couples  d'un 
octaèdre  de  Gôpel  (n**  50);  donc  chacune  d'elles  touche  en  deux 
points  non  singuliers  les  plans  de  cet  octaèdre,  et  en  trois  points  non 
singuliers  les  plans  de  Voctaèdre  associé. 

Deux  courbes  de  la  famille  se  rencontrent,  en  dehors  des  huit 
points  singuliers  qui  leur  sont  communs  en  ^[2 . 4-  4  —  8]  =  1  2  points 
delà  surface  de  Kummer;  on  le  démontre  à  l'aide  de  la  formule  de 
M.  Poincaré  en  répétant  un  raisonnement  fait  plusieurs  fois. 

Les  douze  points  non  singuliers  communs  aux  deux  courbes 


(^) 

o,(«,e, -h. 

..-4- «,00  -f- 0,(^^,0,  +. 

..+  /.,0,)- 

=  0, 

(6') 

O,(a;0,  +.. 

.  +  a;0,)  -\-^^{h\(è\  4-.. 

•+^;0;)  = 

=  0 

sont  sur  la  quadricjue  PQ' —  QP'  =:  o,  P  et  Q  ayant  la  signification 
indiquée  plus  haut,  et  P',  Q'  étant  définis  de  la  même  manière  avec 
les  a!  et  les  h' . 

Le  long  de  chaque  courbe  (6)  on   peut  inscrire  à  la  surface  de 
Kummer  une  infinité  de  surfaces  du  quatrième  ordre  formant  un 
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faisceau  [lonchit'l,  ol  /<>//r//<7v//,  (Kaprès  ce  (|iii  j)r(''C("'cl(\  liuil  des  plans 
siniiitlicis  i'ti  th'U.r  points  rt  1rs  hull  (ti/lrrs  en  /rois  poui/s. 

*>(>.  Paiiiii  ces  surfacos  inscrilcs  du  (|iiali'iriii('  ordre  il  en  csl  de 
|»aiiieulièi'eiiienl  iiitéressaiilcs,  (|ue  Ton  ohlienl  eoiuino  il  siiil. 

Nous  savons  (^ii"  l(>)  (jiie  \cs  foiielioiis  0^,  0,0.^,  0^  sonl  des  fone- 
lioiis  (]iiadratiqiies  enlièrcs  de  0,,  0^,  0;,,  0»,  (|ue  nous  désii^iieiOMs 
n'speeliv«Miienl  par  A,,  A,,  o.l  Aj;  élevons  niainlcMianl  au  earré  l'ex- 
pression 

0,(//,  0,  -+-... -h  a,e,)-h(),(htS,  -h... -h  />,0,), 

cl  reniplaeons,  dans  le  dé\el()ppenienl  O'',0,0o,0i  pai'  leuis  \aleurs 
précédenles,  en  suhsliluanl  à  0,,  0.,  0.,,  0^  les  coordonnées  .a-,  ,  r.j, 
Xy,  ./"j;  nous  ohlenons  une  expression  S 

S  =  A,P-'-+-2 A.JN^)  ^  \J)' 

(pii.  (''i;al('e  à  zéi-o,  i-eprc'senle  une  suilaee  du  (piali'ièine  ordrc^,  S  =  o, 
inseiile  à  la  sui  faee  de  Ivuninicr  le  lonj^  de  la  eourhe  (G). 

(-elle  suifaee  a  la  droifc  doiihli'  P  =  o,  i)  --^  o,  (pii  esl  la  sécanle 
(piadruple  d(^  la  eourhe  de  contacl. 

L'envelo|)pc  des  surfaces  8  =  0,  c'osl-à-dire  la  surface  de  Ivuniniei', 
a  évideninii'iil  pour  tMpialion 

A;,-A,A,  =  o. 

Les  surfaces  du  ([uatrième  ordi'e  qui  louclicnl  la  surface  de  Kuni- 
nier,  le  lon^  (h\  la  mémo  courbe  (jue  la  surface  S  =  o,  ont  pour  é(pia- 
lion 

(7)  A,P^4-2A,a>(^  + A,()^  +  A(A;,-  A.A,)=:o, 

A  élanl  une  eonslanl<'  arbitraire.  (]etle  ('(pialiou  peut  s\''crire.  au  fac- 
l(Mn'  |)rès  —  -, 

(()--  A/A)(P2- Aa)-|A,,A-f-P()p=ro, 
ce  qui  montre  (jue,  si    A  n'est  ni  nul   ni  inlini,  la  surface  (7)  a  ////// 
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poinls  doubles  situés  sur  les  trois  quadriques 

CP  -  A,  A  =  o,       P=^  -  Aa  A  =  o,  A, 2  A  +  PQ  =  o. 

Ces  huit  points  sont  d'ailleurs  sur  la  surface  A^„  —  A,  Aa=  o,  c'est- 
à-dire  sur  la  surface  de  Kummer  :  on  le  voit  en  éliminant  P,  (^  et  A 
entre  les  trois  dernières  équations. 

57.   De  toute  cette  analyse  résultent  les  énoncés  suivants  : 

Soit  F  une  (les  trente  familles  de  courbes  du  huitième  ordre  dr- 
leî'minées,  sur  la  surface  de  Kumiuer,  par  des  surfaces  cubiques 
passant  par  deux  coniques  singulières;  les  courbes  de  la  famille  F 
passent  toutes  par  huit  points  singuliers,  situés  sur  les  couples  de 
plans  d'un  même  octaèdre  de  Gôpel;  elles  touchent  en  deux  poinls 
non  singuliers  les  plans  de  cet  octaèdre  et  en  trois  poinls  non  sin- 
guliers les  plans  de  l'octaèdre  associé. 

Toute  courbe  de  la  famille  F  a  une  et  une  seule  sécante  qua- 
druple; chaque  plan  mené  par  cette  sécante  coupe  en.  outre  la  courbe 
en  quatre  points  qui  sont  situés  sur  une  hiquadratique  de  la  sur- 
face de  Kummer,  passant  par  les  huit  points  singuliers  communs 
aux  courbes  de  la  famille  F. 

Deux  courbes  de  la  famille  ont,  en  dehors  des  points  singuliers, 
douze  points  comînuns  qui  sont  situés  sur  une  quadrique  passant 
en  outre  par  les  deux  sécantes  quadruples  des  deux  courbes. 

Le  long  de  chaque  courbe  de  la  famille  on  peut  inscrire  à  la  sur- 
face de  Kummer  une  infinité  de  surfaces  cV ordre  4,  formant  un 
faisceau,  et  qui  ont  chacune,  sur  la  courbe  considérée,  huit  poinls 
doubles,  variables  d'une  sut  face  à  Vautre. 

Parmi  ces  surfaces,  il  en  est  une  qui  a  pour  droite  double  la 
sécante  quadruple  de  la  courbe  considérée,  sans  avoir  généralement 
de  point  multiple  en  dehors  de  cette  droite. 

i>8.  11  nous  reste  à  étudier  les  courbes  du  huitième  ordre  a|)[)ailc- 
nant  à  la  famille  singulière,  c'est-à-dire  (n'*  50)  déterminées  sui-  la 
surface  de  Kummer  par  une  surface  du  quatrième  ordre,  menée  par 
les  quatre  coniques  singulières  d'un  groupe  de  Rosenhain. 


I lo  G.    nUMBERT. 

Dans  les  parajj^raphos  (jui  vonl  suivre,  nous  nous  bornerons  à  uno 
élude  sommaire,  nous  rês(M-vaut  de  revenir,  par  d'aulres  méthodes, 
sur  ces  eourhes  iuléressïinles. 

Les  courbes  du  luiilièmc  ordre  de  la  famille  singulière  pn.s'sc/if  pai' 
Irs  seize  points  sin<:ifliers  de  la  surface^  de  kummcr  el,  par  suite, 
touelieiil  (M»  un  point  mobile  e/tacun  des  seize  plans  smu^u/te/'s. 

lu''eipi-o«piemeul,  toute  courbe  du  huitième  ordre  tracée  sur  la  sur- 
tair  di'  Kummer  et  })assanl  simplement  par  les  seize  points  doubles, 
.ippailieul  à  la  famille  siuj^ulièrc  (n"  51). 

Deu.r  eourhes  de  la  famille  se  coupent,  comme  on  le  voit  |)ar  la 
formule  de  M.  Poincaré,  en  ^(2.4-4  —  ^6)  =  H /;o////.v  niobiles. 

Soient  S,=  o  et  S^  =  o  deux  surfaces  du  quatrième  ordre,  circon- 
scrites à  la  surface  de  kummer  le  lonj?  de  deux  courbes  .v,  et  s.,  de  la 
famille  singulière;  S  =  o  une  surface  du  même  oidre  passant  par  ces 
d(Mi\  courbes  (  il"""  ."îi-);  on  a  idenlicpiement 

s,s,=:S2+  K(;, 

(1  élanl  un  polynôme  d'ordre  4  en./;,,  x.,^  ./;,,  x,,.  Cette  identité 
montre  ([ue  les  [)oints  communs  au\  surfaces  S  =  o,  K  —  o,  G  =  o, 
sont  des  points  doubles  de  la  surface  S,  So  =  o. 

()r  on  démontre  sans  difficulté,  en  appli(juant  les  méthodes  suivies 
au\  u"'  4(î-i8,  (juc  les  trois  surfaces  S  =  o,  S,  —  o,  S^  =  o  n'ont 
pas,  eu  général,  de  courbe  commune,  et  que  la  surface  G  —-;  o  ne  passe 
pas  par  les  points  singuliers  de  la  surface  de  Kummer. 

Gela  posé,  nous  savons  que  la  surface  S  =  o  couj)e  K  ^=  o  suivani 
deux  courbes  .V,  Ql  s^  d'ordre  8,  qui  passent  par  les  seize  points  singu- 
liers et  ont  huit  autres  points  communs  p,,p-2,  ...,/?„:  en  ces  huit 
derniers  points,  les  surfaces  S,  —  o,  80  =  0,  S  =  o,  Iv  =  o,  G  =  o 
sont  tanj^entes,  comme  le  montre  Tidentité  précédente;  la  courbe  ,v, 
touche  donc  en  chacun  d'eux  la  surface  G  =  o,  qu'elle  coupe  par  suite 
en  ^1.8  —  2.8  =  iG  points  distincts  des  points  pt,  p.,,  •  •  -,  p»-  Ces  seize 
nouveaux  points  sont,  d'après  ce  qui  a  été  dit,  des  points  doubles  de 
la  surface  S,  Sg  =  o;  ils  ne  sont  pas  situés  sur  la  surface  So  =  o,  car  la 
courbe  5,  ne  rencontre  cette  dernière  qu'aux  points  /?,,  p.j,  . . .,  p^  et 
aux  seize  points  singuliers  de  la  surface  de  Kummer;  ils  sont  donc  des 
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points  doubles  de  la  surface  S,  =  o.  Celle-ci  est  donc  une  suiface  du 
quatrième  ordre  à  seize  poiiils  doubles,  c'est-à-dire  une  surface  de 
Kummer;  les  seize  points  doubles  sont  sur  la  surface  de  Kuninier  ])ri- 
mitive. 
Donc  : 

Les  surfaces  générales  du  quatrième  ordre  inscrites  à  la  su/face 
de  Kummer  le  long  des  courbes  du  huitième  ordre  de  la  famille 
singulière  sont  des  surfaces  de  Kummer,  ayant  leurs  seize  points 
doubles  sur  la  surface  de  Kummer  primitive. 

D'après  cela,  la  courbe  de  contact  des  deux  surfaces  de  Kuninier 
passe  par  les  points  doubles  de  la  seconde,  comme  elle  passait  déjà  [)ai' 
les  points  doubles  de  la  première;  il  en  résulte  qu'elle  appartient  à  la 
famille  singulière  sur  l'une  et  sur  l'autre,  et  qu'elle  touclie  les  plans 
singuliers  des  deux  surfaces.  En  d'autres  termes  : 

Deux  surfaces  de  Kummer  étant  inscrites  l'une  à  Vautre,  les 
points  singuliers  de  l'une  sont  sur  l'autre,  et  les  plans  singuliers  de 
l'une  touchent  l'autre  en  des  points  situés  sur  la  courbe  de  contact. 

On  peut  compléter  ces  résultats  en  établissant,  par  la  méthod(>  sui- 
vie au  n"  46,  que  la  surface  G  est  aussi  une  surface  du  quatrième 
ordre  à  seize  points  doubles,  c'est-à-dire  une  surface  de  Kummer; 
elle  est  circonscrite  à  S,  et  So,  les  courbes  de  contact  étant  sur  S. 

M.  Klein  est  arrivé,  par  des  considérations  fondées  sur  la  Linien- 
geometrie  à  démontrer  l'existence  des  surfaces  de  Kummer  inscrites 
aune  surface  de  Kummer  donnée;  il  en  a  déduit  des  conséquences 
nombreuses  et  remarquables  pour  la  configuration  que  forment,  sur 
cette  dernière,  les  seize  points  ou  les  seize  plans  singuliers  d'une  sur- 
face de  Kummer  inscrite  (  '  ).  Nous  n'insisterons  donc  pas  sur  un  sujet 
traité  à  fond  par  l'éminent  géomètre;  nous  nous  bornerons,  plus  tard, 
à  examiner  certains  cas  particuliers  dans  lesquels  les  surfaces  de  Kum- 
mer inscrites  dégénèrent  en  surfaces  à  lignes  multiples. 


(')   Klein^    Math.    Annaten,    t.    XXVII;    Conjlguralionen    bel   der    Kiim- 
mers'chen  Ftàclie. 
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CHAPITRE  Vï. 

Sections  de  la  surface  de  Kumraer  par  ses  plans  tangents. 

,'»?>.  St)il  .r(^//,  i)  la  fonction  noiinalc  dn  iircmior  ordic  de  caraclôris- 

lionc  ,  (Uii  s'annnlo  (  n°  7)  |)our  les  six  (loini-ixM'iodes 

11'  '  ' 

.       h         .        c  .        h     c 

0,0;      o,    T/;      -,-/  +  -;     -/-(--,-; 
'î  2  ■>.      :'>. 

n  h      h         c  .a  h      h  c 

--+--'-  +  -;     -/H h-»  -H 

'î  "i      'i         ■?.  •?.         :>.      ■>.  î 

Si  l'on  (l(''sif;^no  par  A  cl  ij.  deux  conslanlcs,  la  fonclion 

()(u,  (•)=  .<r(//  -Xi-  u.)^(u  +  A,  i-  4-  [J.) 

•  •si  (Hie  fonclion  j)aire  de  //  cl  v,  puisque  S(w,  «')  csl  une  fonclion  ini- 
|)aire.  D'ailleurs  0(w,r)  est  évidcmmenl  une  fonction  normale,  du 
second  ordre,  à  caractérish([uo  nulle;  clic  est  donc  exprinriable  lincai- 
l'cinent  en  fonclion  des  coordoiniées  d'un  point  de  la  surface  de  Kum- 
nier,  et,  par  suite,  la  courbe  0(m,  v)  =  o  est  une  section  plane  de  cette 
surface.  Cette  courbe  a  évidemment  un  point  double,  car,  d'après  la 
foiinule  de  M.  Poincaré,  les  équations 

xsiii  -h  >^,  r  H-  [j.)  —  o,  £;(«  —  X,  r  —  p.)  —  o 

ont,  <'n  u  et  v^  deux  solutions  communes,  égales  et  de  sii;nes  contraires, 
auxquelles  correspond  un  seul  point  de  la  surface  de  Ivumuier  :  les 
coordonnées  w,  p  de  ce  point  annulant  0(w,  v)  et  ses  deux  premières 
dérivées  sont  celles  d'un  point  double.  La  courbe  est  donc  la  section 
d(^  la  surface  par  un  de  ses  plans  tangents;  réciproquement,  étant 
donné  un  point  «o,  ('"o,  si  l'on  détermine  A  et  [ji  (ce  qui  est  possible 
dune  seule  manière,  les  solutions  A,  [x  et  —  A,  —  [Jt.  étant  considérées 
comme  identiques),  par  les  équations 

r-(A-f-  «0,  LL-f-  (;o)=0,  2r(A  —  Mo,  U.  —  Po)=  «, 
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il  est  clair  que  le  point  u^^  i-u  sera  le  point  double  de  la  courbe 
'^{u  H-  X,  r  -h  [x)'^(^u  —  X,  p  —  [jt.)=  o. 

Les  courbes  0(w,  ^')  =  o  -ço/î/  o?o/ic  les  sections  de  la  surf  ace  de 
Kummer  par  ses  plans  tangents. 

A  un  système  de  valeurs  des  deux  arguments  byperelliptiques  X,  [jl 
correspond  ainsi  un  plan  tangent  de  la  surface  de  Kummer;  récipro- 
quement, à  un  plan  tangent  correspondent  deux  systèmes  d'argu- 
ments, de  la  forme  X,  [j.  et  —  X,  —  [j.. 

60.  Le  fait  que  le  premier  membre  de  Féquation  delà  section  de  la 
surface  par  un  plan  tangent  se  décompose  en  deux  facteurs  2r  du  pre- 
mier ordre  est  fondamental. 

Soit,  en  effet,  un  plan  tangent  quelconque  donné;  cboisissons  un 
des  deux  systèmes  d'arguments  X,  [x  et  —  A,  —  u,  qui  lui  correspon- 
dent, et  considérons  l'équation 

(i)  2r(w  —  X,  (•  —  pt.)  r=  o. 

Un  point  de  la  section  de  la  surface  par  ce  plan  tangent  a  deux  sys- 
tèmes d'arguments  u,  v  et  —  w,  —  v  (à  des  périodes  près);  de  ces 
deux  systèmes,  un  seul  satisfait  à  l'équation  précédente;  on  voit  ainsi 
qu'à  un  point  de  la  courbe  (r)  ne  correspond  qu'w/i  5cw/ système  de 
valeurs  des  arguments  w,  p,  à  des  multiples  près  des  périodes. 
Il  résulte  de  là  que  les  deux  courbes 

^■(w  —  X,  i-  —  pi)  ^  o,  S7(  W  —  A',  »'  —  [Jt.')  =  o 

se  correspondent  point  par  point.  Soient,  en  effet,  w,  v  un  point  de 
la  première  et  w',  v'  un  point  de  la  seconde  :  on  peut  établir  entre  les 
points  des  deux  courbes  la  correspondance 

(2)  u  —  X  =  u  —  A',  p  —  jx  =  p'  —  [jl', 

car,  lorsque  le  point  m,  v  décrit  la  première,  le  point  u  ^  v'  décrit  la  se- 
conde. Or  à  un  point  de  la  première  courbe  correspond  un  seul  sys- 

Journ.  de  Math.  (4'  série),  tome  IX.—  Fasc.  II,  1893.  IJ 


1  I  \  r. .    m  Miii.n  r. 

Iriiic  (1(>  v;il(Mii's  (It*  //,  r  à  dos  jxM'iodcs  pirs,  cl,  par  siiilo,  daitrôs  les 
lormulcs  prôcôtlciilos,  un  soûl  syslôino  do  valours  do  //  ,  o',  c'osl-à-dii'o 
un  soûl  poinl  i\o  la  soooiulo  courho,  ol  rôci|)r<>(juoiU(>nl. 

Los  sootious  i\c  la  suilaoo  |)ar  ses  plans  laug'onls  sont  donc  dos 
oourhos  {\c  Mïôino  ucuro  ol  do  niônios  inodulos;  or,  j)()Uf  uno  ooui'ho 
du  (pialiiôuK^  ordre  à  uu  poinl  doul)lo,  on  sail  cpio  les  uiodulos  soni  les 
i'ap|)orls  anliarnioni(|ut^s  dos  si\  lan}i;onlos  issuos  du  poinl  double. 
I  )oni'  : 

/.rs  idppofls  anliainiom'fjUi's  des  si.r  lanf^rnlrs  doiiblrs  qiion 
peut  mener  à  la  siwfdce  de  hinf/nier,  par  un  de  .ses  poi/ifs,  sonl  eon- 
slanls. 

II  s'aji'il  là  dos  lappoils  anliarnionicpios  des  six  droites,  prises  (|ualre 
par  (pialro. 

(".o  lliéorènie  osl  analogue  à  oolni  (pii  donne  géoniéLri(|uenionL  Tin- 
varianl  absolu  d'une  cuhicjuo  |tlaiie:  ici  nous  avons  trois  ra[)p()rls  an- 
iiarnioniipios,  d<''pendanl  îles  liois  p('M"iodos  a.  A,  e  de  nos  fonelions  («). 

On  [)eul  vérilier  la  proposition  préeédenle  d'une  manière  élénien- 
lain^  dans  un  cas  |)arlieulier.  Menons,  en  eircl,  par  un  poinl  singulier, 
(),  do  la  surfaee  do  Kuinnier  les  plans  (pii  louchenl  le  cône,  H,  des 
l,ini;('nt<'s  on  0(>  poinl,  et  considérons  les  sections  de  la  surface  par  ces 
plans.  Les  si\  tangentes  doubles  qu'on  peut  mener  de  O  à  l'une  d'elles 
sonl  évidemment  les  intersections  du  plan  de  la  courbe  avec  les  six 
plans  singuliers  qui  passent  par  O,  plans  qui  toucbent  le  cône  H.  Les 
lapports  anbarmoniques  des  six  tangentes  doubles  sonl  donc  couv  dos 
si\  droites  suivant  lesquelles  un  plan  mobile,  tangent  à  un  cône  de  se- 
cond ordre,  coupe  six  plans  fixes  tangents  à  ce  cône.  D'ajm's  un  tliéo- 
rèmo  bien  connu,  ces  rapports  anbarmoniques  sont  constants. 

Nous  avons  ainsi  une  expression  géométrique  des  modules  des  sec- 
tions de  la  surface  par  ses  plans  tangents;  on  verrait,  par  voie  de  réci- 
procité que  ces  modules  sonl  aussi  égaux  aux  rapports  anliarino- 
uiques  de  six  points  singuliers  situés  sur  une  même  conique. 

()1.  Remarque.  —  Soit  0,„(w,  c)  une  fonction  normale  d'ordre  m; 
on  voit,  comme  plus  liant,  que  les  courbes,  d'ordre  [\m^ 

&,r,(u  —  X,  c  —  a)=  o 
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ont  tti-  poiiils  doubles,  et  que  deux  d'entre  elles  se  corrcspondcul 
point  par  [)oiiit;  nous  rcviendi'ons  plus  tard  sur  ces  courbes  reiuai- 
quables. 

62.   Reprenons  la  section  de  la  surface  de  Kumiuer  par  un  pliiu 
tangent  correspondant  à  Téquation 

(i)  3r(  u  —  A,  i-  —  u.)  =  o. 

Puisque,  à  un  point  de  cette  courbe,  on  peut  faire  coi-respondie  un 
seul  système  de  valeurs  de  m,  p,  à  des  périodes  près,  les  difi'érentielles 
du  et  dv  seront,  le  long-  de  la  courbe,  des  différentielles  abéliennes; 
comme  elles  ne  deviennent  pas  infinies,  ce  seront  des  diffcrcntieUcs 
abélwniics  de  première  espèce.  Par  suite,  en  cbaque  point  de  la 
courbe,  les  arguments  byperelliptiques  u  et  v  seront  égaux  à  deux 
intég-rales  de  première  espèce,  appartenant  à  cette  courbe;  on  aura 
ainsi 

u  —  g(t)  H-  X  -h  a, 


(3) 


a  et  [3  étant  deux  constantes,  g{t)  et  gi{l)  deux  intégrales  de  pre- 
mière espèce,  exprimées  en  fonction  d'une  variable  quelconc|ue,  /; 
cette  variable  ne  jouera  d'ailleurs  aucun  rôle  dans  ce  qui  suit,  nous  ne 
l'introduisons  que  pour  rappeler  (pie  les  intégrales  ^^(Z)  et  ^,(/)  ont 
une  môme  limite  supérieure  ('). 

Pour  limite  inférieure  de  ces  intégrales,  ou  mieux  pour  leur  point 
de  départ,  nous  cboisirons  le  point  u  =  1,  ^  =  [J-,  qui  vérifie  bien  la 
relation  ^(w  —  X,  p  —  fi.)=  o,  et  dont  nous  verrons  plus  bas  la  signi- 
fication géométrique.  Il  résulte  de  ce  clioix  que  a  et  [^  sont  nuls,  puis- 
que, en  faisant  gt  =  gj  =  o,  on  doit  trouver  w  =  A  et  i  =  a. 

En  remplaçant  u  et  v  par  leurs  valeurs  dans  l'équation  (i)  de  la 
courbe,  on  a 

(4)  -        Sj(gt,g,t)  =  o, 

(')   Dans  ce  qtii  suit,  nous  écrirons  ^'t,  git,  en  supprimant  la  parenllièse. 
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t'cjuatioii  (jui  a  lion  pour  loulo  valeur  de  /.  Ou  recounaîl  là  uu  ihéorèuic 
t'oudauioulal  do  la  ihêorie  des  fonctious  liyjx'rellipliciiics  du  i;('nre  2, 
(|ui  se  trouve  élabli  ici  par  voie  géouiélriciuc. 

delà  posé,  ohservous  (pic  réqualiou  ^(it  —  \,  »'  —  [J-)  —  o  ne  cliaiii^c 
pas  si  l'ou  y  remplace  1/  cl  r  par  2X—  //,  21J.  —  »  :  le  ])rciuier  membre 
ue  fait,  eu  elVel,  ipic  chauj^er  de  sigue.  Il  en  ivsulte  (pie,  si  le  point  //, 
c  est  sur  la  courljc  ^(n  —  X,  c  —  [jl)=  o,  le  point  2X  —  //,  2[x  —  c 
Y  est  (''i^alenient  :  ces  deux  points  sont  ('videmnient  c//  in\oliition, 
c'est-à-dire  (pu»,  si  Tuu  est  donne:,  le  second  s'en  (h'duit  sans  aud)i- 
iiuït(''  })ar  une  déteiMuiualiou  p;(»om('trique,  et  (]ue  la  uumiu'  construc- 
tion, applitpu'e  au  second,  fait  retornlxM' sur  le  pi'cmier.  Or,  sur  une 
courbe  <j^tMi(^rale  du  cpiatrieMm*  ordre  à  un  ])oinl  double,  il  n'y  a  d "autre 
involution  (pie  celle  (pie  constituent  les  couples  de  |)oiuls  situt's  sur 
une  sc'cante  issue  du  point  double;  donc  les  poi//t.s  //^  c  <'l  y. A  —  //, 
2U.  —  i'  sonf  sur  une  îurmo  sèrnitlr  issue  du  poinl  double  de  la 
courbe  (i).  I^n  jjarticuliei-,  ou  obtiendra  les  poinis  dr  eouhu-l  des 
ttiUL^enles  meiKM^s  j)ai'  le  ])oint  double,  en  ("crivant 


c  esl-a-dire 


•i\ — //,  i'    -'2[Jt.  —  c  (  mod  p(''rio(les) 


^/  =  A  H .  c  =  UL  H ; 


'   cl  —  (Haut  deux   demi-ix'i'iodes  eorrespoudaules.   Mais  poui'  (pie  le 

point  //,  t',  ainsi  détini,  soit  sur  la  courbe  (i),  il  faut  (pie  j(w  — A,  c— li.) 
soit  nul,  c'est-à-dire 


=  O. 

9,  •>. 


On  a  donc  |)our-et— les   six  svst('nies  de  valeurs    (écrits  plus  liant 

(n"o9). 

1^11  parliculiei',  au  syst(Mne  de  valeurs  (0,0)  corres{)oud  le  point 
u  =  A,  f  r=  a  :  ce  point,  (pie  nous  avons  rencontr(''  tout  à  l'Iieure  et 
pris  pour  point  initial  des  intégrales  gl  et  g\t,  est  donc  un  des  points 
de  contact  des  tangentes  menées  à  la  courbe  (i)  pai-  son  point  double. 
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(>5.  Remarque.  —  Les  deux  courbes  &(w  —  A,  t' — u.)=o  et 
&(w'  —  V,  v'  —  [x')  =  o  se  correspondent  point  par  point,  selon  les  re- 
lations (2);  si  donc  on  désigne  par  ^7  et  ^',  ^  les  intégrales  de  pre- 
mière espèce  qui  correspondent  à  u'  et  v'  sur  la  deuxième  courbe,  cl 
qui  ont  pour  point  initial  le  point  X',  [jl',  on  aura,  en  vertu  de  (2) 
et (3)  : 

gt  =  g't         et         g,t=o\(. 

En  d'autres  termes,  on  pourra  supposer,  sans  nuire  à  la  généralité, 
que  les  intégrales  gt  et  g,  l  sont  prises  le  long  d'une  courbe  détermi- 
née x:(u  —  Xq,  c  —  pi.o)=  o,  à  partir  du  point X^,,  [k^  :  c'est  ce  que  nous 
admettrons  dans  ce  qui  suit  : 


64.   L'équation  générale  qui  correspond  aux  sections  de  la  surface 
ir  les  p 
précède. 


par  les  plans  tangents  en  un  point  smgulier,  -,  —^  est,  d'après  ce  qui 


(d)  :^la  +  gQL+-,v-i-g,cc-^  - 


2  "  •  2 


a  étant  arbitraire,  et->  — '  désignant  deux  demi-périodes  correspon- 
dantes. 

65.  Nous  renverrons,  pour  les  résultats  connus  qu'on  pourrait  dé- 
duire de  ces  relations  analyticjues,  aux  Mémoires  de  MM.  Klein  et 
Uobn  ('),  et  nous  aborderons  un  sujet  de  recherches  différent  en  étu- 
diant l'intersection  d'un  plan  tangent  quelconque  avec  certaines 
courbes  algébriques  tracées  sur  la  surface;  dans  cette  étude  nous 
ferons  usage  d'une  proposition  de  M.  Poincaré,  qui  revient  au  théo- 
rème d'Abel,  et  qu'on  peut  énoncer  ainsi  (')  : 

Soient  0,„(w,  t)  *:'/  0«(«,  ^)  deuic  fonctions  thêta,  normales,  de  ca- 


(')  Klein,  Math.  Annalen,  t.  XXVII,  p.  loB;  Rohn,  Math.  Annaten,  t.  X\ 
(^)  American  .tournât,  t.  VIII. 
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/•(ii-/i'ri.s/iqi/r  mille;  les  deux  ètj  mil  Ions 

S,„{a  —  X,  i'  —  u.)=  (),  (-)„(>/  —  X',  r  —  [x')=  o 

o///  2/y///  solutions  romniuncs,  //,  r,  //^,  w,,  .  ..,  cnlrc  IfSfjiK'llcs  c.ris- 
Iriil  les  rcid/io/is 

ff^  -h  ii2-\-  .. .  =  t/inCk  -h  X'),  \\  ^-  r.  +  .  . .  =  inn([x  +  u'). 

(>().    (Ida  |)()S('',  it'|)r('nt>iis  la  coiiihc.  (|ii('  nous  (Irsii^ncioiis  par  (î., 
.3r(//  —  X,  r—  \k)=  o. 

()n  sail,  par  le  (hi'oi-rnic  «T  {bel,  »[iic  les  soimncs  des  iiil(''i;iali's  :,'/  cl, 
i' , /.  (iiii  ('<)rr('Sj)()iul<'iil  aux  points  (rinicrscclion  de  relie  courhe  el. 
iliHK"  couihe  ali;(''bri(jue  d'ordre  /;/,  sonl  coiislantcs. 

in\eiseni(Mil,  si  les  sommes  des  intégrales  i,'7  ot  i,*",  /  (jui  correspon- 
denl  à  l\in  ])oinls  de  la  courbe  C,  ont  les  valeurs  eonslanles  j)ié('(''- 
denles,  ces  /(///  j)oinls  ne  sont  pas  généralement  sur  une  eourhe 
d'ordre  ///.  mais  sonl  sur  une  eourhe  d'ordri;  //y  H-  i ,  passant  en  outre 
par  le  j)oinl  double  et  par  deux  points  (pielcoïKjues  de  (],,,  situés  sur 
une  même  séeanle  issue  de  ce  point  ('). 

l*oiir  simplifier  le  langage,  nous  dirons  que  cette  courbe  d'ordre 
ni  -h  I  adjointe  (c'csl-à-dire  passant  par  le  point  double)  passe  en 
outre  par  un  couple  quelconque  de  points  conjugués. 

(Iberchons  maintenant  l'expression  des  sommes  constantes  d'inté- 
grales qui  correspondent  aux  points  d'intersection  de  (],,  avec  une 
e()url)e  algébrique  d'ordre  m. 

Si  la  courbe  d'ordre  m  est  une  droite,  les  deux  sommes  s'évaluent  ai- 
sément. En  effet,  d'après  la  proposition  de  M.  Poincaré,  les  sommes 
des  quatre  valeurs  de  w  et  de  p  qui  vérifient  les  équations 

'^{u  —  X,  c  —  ijl)  =  o,  0(  '/.  e)  =  o. 


(')  Voir,    par  exemple,  noire  Mémoire  Sur  l'applicalion  des  fonctions  fiich- 
siennes  à  ta  Géométrie,  lome  II  de  ce  journal,  4''  série^  p.  260  et  suiv. 
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OÙ  0  est  une  fonction  normale  du  second  ordre,  de  caractérislique 
nulle,  sont  : 

1  1 

Le  long'  de  la  courbe  C, ,  on  a 

ii  =  gt-h'k,  ç  =  g^t-+-u., 

il  vient  donc 

2  o/  =  _  2  A,  2  ^<  ^  =^  —  -  ^' 

1  1 

les  deux  sommes  s'étendant  aux  quatre  points  communs  à  C,  et  à  la 
courbe  plane  0(«/,  r)  =  o. 

Ainsi,  pour  une  droite,  les  sommes  d'intégrales  g  et  o-,  ont  les  va- 
leurs constantes  — 2X  et  —  2[i.;  il  en  résulte  que,  pour  une  courbe 
d'ordre  m,  ces  sommes  ont  les  valeurs  —  2.'km  et  —  2[jim,  puisque 
la  courbe  d'ordre  m  peut,  en  particulier,  se  décomposer  en  m  droites. 

On  déduit  de  là  des  conséquences  intéressantes. 

67.  I.  Soit  toujours  0(m,  c)  une  fonction  normale,  d'ordre  deux, 
à  caractéristique  nulle,  les  deux  équations 

0(W,  V)  =  O,  '^(U  —  A,  P  —  (Jl)  =  o 

ont  quatre  solutions.  Or  la  dernière  donne 

U  =  gt  -f-  X,  V  =  g^t-\-  [Jl. 

Portant  ces  valeurs  dans  la  première,  celle-ci  devient 
(6)  0(-/  +  X,  o',/  +  jj.)  =  o; 

elle  est,  d'après  ce  qui  précède,  vérifiée  pour  quatre  systèmes  de  va- 
leurs de  gt  et  g^  t,  tels  que  l'on  ait 

^o7  =  -2A,  2^V=-2U.. 
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Ainsi,  si  nous  désignons  par  /,,  /o,  /.,,  /^  des  consljuitcs  (|nt*l('on(|n('s, 
r('M|iiah()M 

sera  vt'i'iliôc  |)()iii-  (jiialrc  ssslrincs  de  valeurs  de  ^'7  cl  i', /,  ids  (jii'on 
ait 

V    -•,  /=:-•,/,   +    -•,   f.  -+-  ^'-i  /;,  ^  A'-,  /»  . 

Je  dis  t|uo,  si  deux  des  solutions  de  l'équation  considérée  sont  4'/,, 
i',  i,  et  ,i,'72,  i',  /o,  les  deux  dernières  seront  «73,  gt  t^  et  ^'7„  4' ,  /,. 

On  a,  en  elTel,  en  désignant  par  ^'^a,  f^^a  et  ^'T,  .iriT  les  deu\  der- 
nières solutions 

et,  d'après  la  théorie  générale  de  l'inversion,  les  deux  équations  précé- 
dentes n'ont  pas  d'autres  solutions  (pie 

ee'(pii  est  précisément  la  proposition  à  établir. 

Ivn  d'autres  termes,  si  l'équation  0(w,  r)  =  o  est  satisfaite  pour  deux 
des  quatre  systèmes  de  valeurs  de  u  et  v  inscrits  au  Tableau  suivant, 
elle  sera  également  satisfaite  pour  les  deux  autres 

U  =  ^(-gt,  -i-crt^-  gt,^~  gt,),  r={(-gj,  +g,t,  ~g,t,-g,t,), 

u='^{-  gt,  -  gt^^gt^-gt,\         v  =  \{-  g^t,  -g^u^g.t,  ~  g,t,), 

«  =  K-  ^^  —  g^^-  -  »^3  +  gf.,),      t-  =  K-  gi ^  -  gi  ^2  -  g^  t,  +  g,  t,). 

(Téométriquement,  en  se  rappelant  qu'il  y  a  quatre  fonctions  0(«,  v) 
normales,  d'ordre  deux,  à  caractéristique  nulle,  linéairement  indé- 
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peiidaiiLcs,  et  que  ces  quatre  fonctions  sout  proporlionnellcs  aux  coor- 
données d'un  point  de  la  surface  de  Kummer,  on  peut  dire  que  tout 
plan  qui  passe  par  deux  points  (m,  v)  du  Tableau  passe  parles  deux 
autres.  En  d'autres  termes,  le  Tableau  donne  les  arguments  de  quatre 
points  de  la  surface  de  Kummer  situes  sur  une  droite,  et  sur  une 
droite  quelconque,  puisqu'il  y  a  quatre  paramètres  arbitraires  /,,  /o, 

11  va  sans  dire  qu'on  peut,  dans  ce  Tableau,  changer  simultanément 
les  signes  des  arguments  u,  v  d'un  quelconque  des  quatre  points. 

Plus  simplement,  on  peut  dire  que  les  arguments  de  ([ualre  points 
en  ligne  droite  sont  donnés  par  les  formules 

où  £,  et  £o  peuvent  prendre  les  valeurs  ±  i . 

Cette  formule  importante  est  due  à  M.  Klein,  qui  Ta  démontrée 
sous  une  autre  forme  et  par  une  voie  différente  ;  nous  en  ferons  plus 
loin   quelques  applications. 

(>8.  II.  Considérons  maintenant  une  fonction  (-),  d'ordre  2./t>,  nor- 
male, impaire,  à  caractéristique  nulle;  soitQ^mC'^î  ^0* 

Les  zéros  communs  aux  fonctions  Boml^^?  (')  <^l  '^( ^^  —  ^s  *"  —  P"-)?  '»n 
nombre  de  \m,  vérifient  les  relations 

V  f/  =  2 /7Z  A.         ^  c  =  2  ///,  a  : 

le  long  de  la  courbe  C,,  c'est-à-dire  ^(  z/  —  A,  r  —  [i.)  =  o,  on  a 

u  —  p7  -h  A,  r  =  gfi  -}-  u.: 

d'où 

7  ii't  =  —  2  mA.  70-,^=:  —  2  m  (j., 

les  sommes  s'étendant  aux  \m  points  de  la  courbe  C,,  situés  sur  la 
courbe  02;rt(^^»  ^')  =  o.  Ces  deux  dernières  relations  montrent  (n''  dii) 
que  les  ^\m  points  précédents  sont  sur  une  courbe  d'ordre  rrt  -+-  1 ,  ad- 

Journ.  de  Math.  (4*  série),  tome  IX.  —  Fasc.  H,  189.1.  ''' 
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jomlc  à  Cj,  ([iii  passe  on  oiilic  par  un  conplc,  (pTon  pcnl  clioisir  aihi- 
IrairoMUMit,  ilo  points  conjugués. 

On  junil  ajonlor  (pic  los  /(/;/  poinls  no  sont  jamais  sur  nno  c()nil)o 
(rordit»  ///,  si  aucun  d'eux  no  coïncido  avec  le  point  (loul)lo  do  C^. 

Nous  savons,  onolVol  (  n"  .">()),  puisipic  la  courbe  0o,„(//,  r)  =  o  ap- 
pailiontà  hi  fa  m ///<'  si/i^ulià/'c  de  couvlnis  d'ordre  ^fn,  (|u\'llo  est  sur 
nno  surtaco  d'ordre  ni  -f-  2  passant  par  cpiatre  conicpios  d'un  j^roupt* 
de  Kosenliain.  Par  suite,  les  ^\nt  points  où  elle  coupe  le  plan  de  la 
enniheC-,,  e'osl-à-dire  la  eourho  (1,  elle-uièine,  sont  sur  une  eourhe 
d'oinlro  f/t  -f-  2,  passant  par  les  points  de  contact  de  (juatre  tangentes 
don  Mes  de  (',  ;  si  donc  ces  /|m  points  étaient  sur  une  cour])C  d'ordre /y/, 
les  huit  points  dl'  contact  des  quatre  taugonles  seraient  sur  une  coni(pie, 
d'après  une  pro|)ri('lé  générale  l)ien  connue  des  courbes  algé- 
l>ri(juos  { '  ). 

Or  il  est  aisé  d'élahlii'  (pjo  les  huit  points  (rinterseclion  d'un  plan 
avec  (piatre  coniques  singulières  d'un  groupe  de  Kosenhain  ne  peuvent 
janiais  èlre  sur  une  conicjue,  il.  Si  cela  était,  en  olVot,  la  surface  du 
second  ordre  menée  [)ar  cette  coni(|ue  et  les  quatre  sommets  du  té- 
traètlie  de  Hosenhain-  considéré  couperait  chacune  dos  quatre  C(t- 
niipios  singulières  en  ciiKj  points,  dont  deux  sur  la  conicpic  G  et  trois 
en  trois  sommets  du  tétraèdre  :  (juatre  coni(|uos  d'un  gioupe  de  Ko- 
senhain seraient  ainsi  sui'  une  même  (juadri(|ue,  ce  <pii  est  impossible 
(n-2:i). 

Nous  avons  ainsi  démoutié  (jue  : 

/.rs  \i)i  points  OLL  une  courbe  ah^èlnique  d'ordre  \in^  tracée  sur 
la  surface  de  Kuninicr  et  appartenant  à  la  famille  singulièi'e,  est 
coupée  par  un  plan  tancent  quelconque  de  la  surface,  sont  situés, 
r/ivv  le  point  de  <ont(U'l  de  ce  plan,  sur  une  infinité  de  courbes  planes 
<r ordre       h-  i  . 

(Iiacune  de  ces  courbes  d'ordre  m  H-  1  coupe  en  outre  la  section 
de  la  surface  par  le  plan  tangent  considéré  en  deux  points,  qui  sont 
sur  une  niènic  sécante  issue  du  point  de  contact. 


(')  Il  ne  peut  y  avoir  d'exceplion  que  si  un  ou  plusieurs  des  [\ni  points  coïn- 
cident avec  le  point  double  de  C^. 
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Le  plan  tangent  considéré  peut  avoir  son  point  de  contact  sur  la 
courbe  d'ordre  4 /^î  on  voit  alors  sans  difficulté,  soit  directement,  soit 
en  partant  dos  résultats  précédents,  que  : 

Le  plan  tancent  à  la  surface  de  Kummer  en  un  point  d'une 
courbe  d'ordre  \m,  de  la  famille  singulière,  tracée  su?'  cette  sur- 
face, coupe  en  outre  la  courbe 'en  \m  —  i  points,  qui  sont  situés, 
avec  le  point  de  contact  du  plan  tangent,  sur  une  courbe  d'ordre  ni. 

Ces  propositions  s'appliquent  en  particulier  à  la  courbe  d'ordre  [\ni 
formée  par  l'ensemble  de  deux  courbes  d'ordre  im,  appartenant  res- 
pectivement à  deux  familles  associées  (n*"*  28  et  29);  car  le  produit 
des  0  qui  correspondent  à  ces  deux  courbes  est  une  fonction  normale, 
impaire,  de  caractéristique  nulle. 


CHAPITRE  VIT 

Applications  diverses. 

(>9.  Nous  réunirons  dans  ce  Chapitre  quelques  applications  des 
formules  des  paragraphes  précédents  et  quelques  compléments  de  nos 
théories  générales;  nous  commencerons  par  l'étude  des  tétraèdres, 
en  nombre  trois  fois  infini,  inscrits  par  leurs  sommets  et  circonscrits 
par  leurs  arêtes  à  la  surface  de  Kummer;  nous  montrerons  qu'il 
n'existe  pas  d'autres  figures  de  cette  nature  que  celles  rencontrées 
au  n°  50,  et  nous  trouverons  l'expression  analytique  de  leurs  élé- 
ments. 

D'après  les  formules  dun'*  (57,  il  est  aisé  de  voir  que  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  droite  joignant  deux  points  w,,  v^\ 
Uo,  Ç.2  de  la  surface  de  Kummer  touche  cette  surface  en  un  troisième 
point,  est  exprimée  par  les  formules 

Uf  -+-  lUo  =  2gp,  C,  H-  £t-'2  =  2^^,  p, 

t  désignant  d=  i  et  p  étant  une  constante  quelconque. 


12^1  t'>.     IILMUEllT. 

SoiiMit  //,,  v,  ;  //.,  \.>\  //,,  »"3  ;  //i,  »'v  les  sommets  d'im  U'iiaèdiv  in- 
scril  à  la  surface  de  Kiimmer;  écrivons  (|ue  les  six  arèles  loncheiil  la 
smlace.  On  aura  (rahonl,  puis(|ue  les  sij^ues  de  //,  el  c,  peuvenl  «''Ire 
c!>aMU('ï^  simullaMiMuenl. 


(i) 


1     //,   —  l/.^  =  -A' r'     '         f'\    ~~  '':i  — ~   '^■r'^^  ^' \    —   ff\  =   2i,'T. 

(  *'.  —  »■-..  —  '^r^p'       '■.  —  '■;.  =  ^A'".^?       ♦t  —  '^l  ^  •^i>'i^' 


Les  condilions  de  coMlacl  des   Irois  ai'èles  (|ui   ue   parleul   pas  du 
poiiil  //, ,  c,  sei'oul 

Ci)      ]  ■  '  '  .,  ' 

(     i\.  H-  £C.,    =  2i'  ,  OJ.  Co  H-  YjCj    —  2i'-,  HT.  C.,  4-  Çc,   —  2  4'  ,  U, 

S,  c,  T.  w,  CTî,  u  ('laul    des  cousiaulcs  (|uelcou(|U('s;   £,  y],   C  dési^iianl 
Z+-I. 

Supposons  daixud  £,  r,,  *C  ('t^aux  à  —  i.  il  \ieul  alois 

2i'W     =  2(ji;'7     —  4'"p  ),          2i,'C7=:  2(^'':  —  i,'"p),        2  1,'U  =  2(;,'T  —  l^'O-), 
2^^  OJ  =  2('^'-,  cr  —.!,'■,  p) , 

dOù.  en  verUi  de  la  relation  ^(ii'f,  i^',f)  —  o, 


r 

-.^•P-^T' 

.-• 

'r: 


-,—:••  étant  des  demi-périodes  simultanées. 

"î        2 

Ces  trois  relations,  évidemment  distinctes,  donnent  les  valeurs  de 
t'C,  ^'",2;  i.'T,  i,'',7;  i,'T,  ^'■,  T  et,  par  suite,  un  nombre  limité  de  solu- 
tions pour  le  problème  quand  le  sommet  u,,  i-,  est  connu;  les  té- 
traèdres ainsi  trouvés  sont  en  nondjrc  deux  fois  infini  seulement. 

Un  raisonnement  tout  semblable  montre  (pie,  si  £,  y],  'C  ne  sont  pas 
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tous  les  trois  égaux  à  -Hi,  les  équations  (i)  et  (2)  (létciDiiiiciil 
u.,^  V.,  ;  M3,  p.,;  «5,  t',,  en  fonction  de  «,,  r,  ;  il  n'y  a  donc  encoïc  (|u  iiii 
nombre  doublement  infini  de  solutions  répondant  à  cette  b\  polhèse. 

Reste  enfin  le  cas  où  £  ^  y]  =  (  ^  i . 

Des  deux  premiers  couples  cFéquations  (i)  et  du  premier  couple 

(2)  on  tire,  en  désignant  par-,  —  deux  demi-périodes  siuiullauées, 


-  '  p.,    =    o",  CD  —  A',  0-  -h    ''•,  p  H 5 


II-,  =  i^'^    +  ^(.0  —  ""p   H )  v\.  =  w-,  a  H-  if-,  w  —  !*•,  p  -h    -  j 

Posons 

y? 

♦'>  =  À".  ?  -^  ^^  ^  -  é'"'  ^  +  T  ^  ^'' 

et  portons  ces  valeurs  dans  les  deux  dernières  relations  (i)   et   les 
(juatre  dernières  relations  (2),  il  vient 

2^'-W     —  U=2«-':,  2«-(T     +U  =  2^'-ÎTT,  2i>-p      -f-U  =  2^U, 

2^1,'-,  W  —  V  =  2  «•,  C,  2  «•,  d  4-  V  =  2  ^i'-,  ©,  2^'-,  p  +  V  =  2^i'-,  U. 

Éliminant  t,   ct,  u   entre    ces    écpiations,    à  Taide   de    la    relation 
2: (07,  g\i),  on  a 

r.  /         U      'r'  \"      t;  \ 

\^         2       2    '^  '         2       2  / 

SL»"(TH \ ,    ir,C7H 1 -'    1=0, 

\  "  2  2  2  2     -' 

u  V  .    ,       . 

Si  nous  posons  pour  un  instant  -  =  w,  -  =  r,  les  trois  èquatjons 


I2t)  G.     lIUMnEUT. 

«|ui  précèdent  représcnlonl  (n"  (îi)  les  seclions  de  la  surface  de 
Kiwnmer  ])ar  des  plans  lant;ents,  dont  les  points  de  contact  sont  res- 

(j?'   y."    'i?"   y?*    fl""   'j?'" 
peetivenienl  les  trois  points  siniiuliers  —  >  — ;  — >— ;  — >  -->  et  elles 

ex|>iiMienl  (jue  ces  trois  plans  tangents  se  conpent  en  un  niènje  polnl 
//.  K-  (le  la  surface. 

Or,  pour  (pic  le  probK'nie  ail  une  infinité  triple  de  solutions,  il  laul 
(pie  to,  a,  p  soient  arbitraires,  c'est-à-dire  que  trois  plans  tan^^ents 
ar/'ifraircs,  dont  les  points  de  contact  sont  respectivement  trois  points 
siuiiuliers,  distincts  ou  non,  de  la  surface  de  Kuinnier,  se  coupent  en 
un  point  (le  cette  surface  :  cela  ne  [)eut  évidemment  se  produire  que  si 
les  trois  })oints  sinj^uliers  coïncident;  les  trois  plans  sont  alors  tan- 
ijents  à  la  surface  en  un  même  point  singulier,  et  se  coupent  en  ce 
j)oint. 

D'après  cela,  nous  devons  supposer 

i^  _  i^  _^^  r,  _  r;  _  'X7, 

2  2  2  2  2  2    ' 

et  les  trois  é(]uations  précédentes  seront  satisfaites,  quels  (|ue  soient 

(0,  c.  G-,  par 

'  '  £  _  ^'       y  _  !!j 

2  2  2  •>. 

Les  quantités  U  et  V  sont  donc  nulles,  à  des  périodes  près,  et  les 
sommets  des  tétraèdres  clierchés  ont  pour  coordonnées  hyperellip- 
tiques 


a"-  9.\ 


^-f.  -^5^  -T-^u^-r-  -7  V,   _         ^,t.  ^^'■,'7+  ^if,(0  -h   —  , 


D'ailleurs  les  demi-périodes  simultanées  ->  —  peuvent  prendre 
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seize  systèmes  de  valeurs  ;  on  trouve  ainsi  seize  familles  de  tétraèdres 
inscrits  par  leurs  sommets  et  circonscrits  par  leurs  arêtes  à  la  sur- 
face de  Kummer,  chaque  famille  dépendant  de  trois  paramètres  arbi- 
traires. Il  n'y  a  pas  d'autre  famille  analogue  dépendant  de  trois  para- 
mètres, comme  le  montre  l'analyse  précédente;  par  suite,  les  seize 
familles  cju'on  vient  de  trouver  doivent  se  confondre  avec  les  seize 
familles  obtenues  par  voie  géométrique  au  n"  oO. 

70.    On  peut  vérifier  ce  résultat  d'une  autre  manière. 

Soient  a,,  a^,  «3,  a,,  les  sommets  (w,,  p,  ),...,  (m,,  (\,,)  d'un  des  té- 
traèdres trouvés  en  dernier  lieu;  a^  le  point  do  contact  de  la  droite 
ttittj  îiNcc  la  surface  de  Kummer;  pour  démontrer  que  ce  tétraèdre 
est  un  de  ceux  rencontrés  au  n"  50,  il  suffit  d'établir  que  les  plans 
tangents  à  la  surface  aux  six  points  a,y  se  coupent  deux  à  deux 
suivant  les  trois  côtés  d'un  triangle ^^z*,  inscrit  dans  une  des  seize  co- 
niques singulières. 

Or,  considérons  la  section  de  la  surface  par  un  plan  tangent, 
'b  {u  —  A,  r  —  [Ji)  =  o  ;  écrivons  que  ce  plan  passe  par  les  points  a^  et 
a.,^  il  vient 

^  (  —    ''p  -I-    <iG  -h  S'CO  + X, .   i )    =   (). 

Ces  deux  équations,  d'après  les  formules  de  M.  Poincaré,  ont  deux 
solutions  communes  en  X,  ix,  et  la  somme  des  deux  valeurs  de  \  esl 
2^'- (7  -h  2i'-a),  celle  des  deux  valeurs  de  \x  est  2  »■,  a  H-  2  if,  w.  On  aper- 
çoit de  suite  la  solution 

A  =  -  -h  --cr  +  ^'-w,  [i.  =  —  -f-  ,«-,  a  +  <j; ^  co, 

car,  en  reniplaçant  X  et  [x  par  ces  valeurs,  les  premiers  membres  des 
deux  équations  deviennent  ^(gp,  g'tp)  ^t  ^(—  gp,  —  g,p),  «ôt  sont 
bien  égaux  à  zéro. 

La  deuxième  solution  coïncide,  par  suite,  avec  la  première,  d'apiès 
les  expressions  des  sommes  des  valeurs  de  A  et  de  a. 


\\\\  t\'iu\[vcs  Icniirs,  le  |)lim  laiiucnl  (|iii  coiipc  la  siiiTac»»  suivaiil  la 
comhc 

.r(  //—  l'a  —  i'W  -h  -?  »•  —  .i,'',  a  —  ij",  to  +  — M  =  o 

passe  par  les  points  <7,,  ^/.^  (M  complc  pour  doux  dans  lo  iioml)r(' des 
plans  lan;4(Mils  menés  par  ces  deux  points  :  c'est  donc  nécessairement 
le  plan  lanii'enl  an  point  (r,.,,  on  la  droite  <7,  <7^  tonclie  la  snrface. 

(>n    airive  ainsi  à  établir  ([ne  les  plans  tangents  de  la  surface  do, 
kiiniiuer  au\  j)oinls  dij  correspondent  aux  écpiations 

r  (  W   —  .^'•7    —   i'  (0  -h   -,   \-  —    i:-,G  —   i'-,  (0  +   —    1   =  (), 


M-to  —  :,'p  -h  - ' =  o. 


H' 


ir^  H-  -' I  =  <), 

o, 


-(''   -   i,'!7    -h    -W-h    -. j 


i'co  -h  iT?    H ' I  =  o. 


~-("-,^? 


2 

O. 

2 


Les  (jiiali'e  plans  dans  Térjnation  desijnels  ligiirent,  <^p  cl  g^p  pas- 

>enl  par  le  point  //  =  l'p  H >  c  =  i,'-,  p  -\ ^>  comme  on  le  vérifie  im- 

mediatemenl,  soit  /;  ce  point.   Soient  de  même  q  le  point  i,"T -i-  -> 

•e  .  'r  'r 

".  7-t-  —  »  <'l  /•  le  i)oinl  irw  H >  if,  co  H !^-   Les    deux   plans   dans 

~  '  •}  I  ."^  2       ~  2  ^ 

r<''(piation  des({uels  li<;urent  à  la  fois  les  paramètres  p  et  cr  passent  par 
la  droite^  pq,  et  de  même  pour  les  couples  de  paramètres  p  et  w,  a-  et  to. 
Si   l'on   observe  maintenant  que  les  points  p,   q,    r  sont  sur  la  co- 

ui(pie  singulière  ?:  lu  -^  ^  '  '"  "' j  =  o,  on  voit  bien  que  la  proposi- 
tion à  établir  se  trouve  maintenant  démontrée,  et  qu'on  a  retrouvé 
analyliquement  les  propositions  que  la  Géouiétrie  avait  données  sur 
les  seize  familles  de  tétraèdres. 
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71.   La  configuration  remarquable  formée  par  les  sommets   elles 
arêtes  d'un  des  précédents  tétraèdres  peut  être  aisément  généralisée. 
Soient,  en  effet,  quatre  couples  d'intégrales 

»ri'r>iri'     oraiotrai      ©t^sioii^ai      o  t^'o  ©  i  r'-'o 

considérons  les  huit  points  définis,  sur  la  surface  de  Kummcr,  par  les 
équations 


l^i=    S9^     +22^?2      +£;,.^?3     +£2£.^P. 

et 

"y•==À^2^    -+-^2iJ-?,   -h£3i,'-p3   -£2£3^P4 
t'y   =  ,i>-,  p,  +  £2^>-,  p.  -h  £3^,  p3  -  £,  £3  o-,p, 


r,     ^  =  1,2,3,  4 


±  1,    7  =  1,  2,3,4. 


On  pourrait,  en  outre,  ajouter  aux  u  une  même  demi-période,  et 
aux  V  la  demi-période  correspondante. 

La  droite  qui  joint  un  des  quatre  premiers  points  à  un  des  quatre 
derniers  touche  la  surface  en  un  nouveau  point  :  il  suffit  d'appliquer? 
pour  le  vérifier,  la  règle  indiquée  plus  liaut(n"  69). 

Nous  obtenons  ainsi  sur  la  surface  seize  familles  de  configura- 
lions  remarquables,  dont  chacune  dépend  de  quatre  arbitraires  ;  une 
de  ces  configurations  est  formée  par  deux  groupes  de  quatre  points  de 
la  surface  de  Kummer,  tels  que  les  seize  droites  joignant  les  points  du 
premier  groupe  aux  points  du  second  soient  des  tangentes  de  la  sur- 
face. Il  est  clair  que  sur  une  surface  quelconque  il  n'y  a  qu'un  nombre 
limité  de  telles  configurations. 

Plus  généralement,  si  l'on  considère  les  2*~'  points  donnés  par  les 
relations 

Vi  =  «-.p.-l-Ea^-.paH- +£yi^,PA, 

OÙ  p,,  P2,  ...,  Pa  sont  des  arbitraires  et  £,,  £0,  ...,  £/i  des  quantités  égales 
à  -+- 1  ou  à  —  T ,  on  voit  aisément  que  les  droites  qui  joignent  un  d'entre 

Journ.  de  Math.  (4'  série),  tome  IX.  —  Fasc.  II,  iSgS.  ly 
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<'ii\  à  //  aiitit's  sont  dos  laiijicnlcs  do  la  surfai»'.  (.)ii  ohliciil  ainsi  iiin' 
t  <iiilii;iirati(Mi  de  2'*  *  points  de  la  surface,  el  de  Ii  .i^''-  tanneiiles  de 
cfl  le  siu  laee,  lids  (jne  j)ar  elwupu'  point  passent  //  tan<j:enles  ci  (pie  sur 
(•lia(|n('  lanucute  soient  silues  d<Mi\  points. 

7*2.  (louiiue  seconde  application  des  rt'sultats  du  piéc(''dent  (  ilia- 
pitre,  nous  donnerons  (|uel(pies  propri«''t(  s  des  roi/r/fc.s  du  huiln'nir 
(trdrc  (le  la  fiiDiillr  siii^iili<)rr  tracées  sur  la  surface  de  kunnuei'.  On 
désiiiucM'a  |)ar  ('^  une  (jueIcon(pie  de  ces  courbes. 

Tout  d'ahcud  les  lli(''orrn»es  du  n"(î8,  ap])li(jués  à  ce  cas  paiiicnlitM". 
({«•vienuiMil  : 

Les  huit  fiof/t/s  où  tun-  coiubc  C»  est  couper  pur  un  pUui  tan'j^cnt 
<IU('lronqu<'  de  la  sulfure  do  Kumnwi'  fornK'ut,  cure  Ir  j)(){nt  de  ron- 
hirl  du  pliiii,  lu  Ixisr  (Tun  faiscrau  de  rouibrs  du  tioisirinr  ordre. 

("Iiuqur  rourhr  dr  ce  fuiscrau  coupe  ni  oulrr  Ut  section  de  lu  sur- 
fdre  par  Ir  plan  lunaciil  ronsidt'rr  en  deirr  points,  qui  sont  sur  une 
même  Si'rnnte  issue  du  point  de  rontaet. 

f.e  plan  tannent  à  la  sur/are  de  Kummer  en  un  point  d'une 
nnirhe  (]^  eoupe  e/i  outre  rrlle-ei  e/i  six  points  ([ui  sont  sur  une  eo- 
iiiiliie passant  par  le  point  de  contrat  du  plan. 

.Nous  savons  de  plus  (  n"  08)  ([ue  les  huit  points  où  une  courbe  C» 
est  coupée  par  un  plan  tanj^ent  de  la  surface  de  Kummer  ne  peuvent 
être  sur  une  conicpu'  (pie  si  l'un  d'eux  coïncide  avec  le  point  de  contact 
du  |)lan . 

Or  les  courbes  i\^  S(jnl,  eu  i^énéial,  de  j^enre  j,  connue  nous  réta- 
blirons dans  le  Chapitre  suivant;  il  en  résulte,  d'après  une  formule 
de  M.  Zeutlien  ;  ({u'elles  ont  chacune  dix  sécantes  quadruplrs.  Soit  D 
une  sécante  (piadrtijile  de  C^;  menons  par  D  un  plan  tanj;ent  à  la  sur- 
face de  Ivuninier,  désij^nions  par  A  le  point  de  contact  et  par  />,,  />.j, 
/;.,,  /?,  les  quatre  points,  non  situés  sur  D,  où  ce  plan  coupe  Cg;  soient 
enfin  q^  et  q.,  deux  points  (pielconqucs  de  la  section  de  la  surface  par 
le  plan  tancent,  situés  sur  une  sécante  issue  de  A,  D'après  une  propo- 
sition précédente,  les  quatre  points  de  Cg  situés  sur  D,  les  [)oints  /;,,  le 
point   A  et  les  points  q^.,  çr,  sont  sur   une  cubique;  donc  les  points 
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/>,,  A,  ^,,  q.,  sont  siii-  une  coni({uc,  et,  si  le  [)oint  A  était  (listiiicl 
(les  points  ^,,  ces  derniers  seraient  en  li^xne  droite  :  les  liuit  points 
d'intersection  de  Cg  avec  le  plan  langent  considéré  seraient  alors  sur 
une  conique  (décomposée  en  un  système  de  deux  droites),  ce  qui  est 
impossible. 

Il  faut  donc  que  le  point  A  soit  un  des  points  /?,  :  en  ce  cas,  deux  de 
ces  points  sont  confondus  en  A  et  les  deux  autres  sont  sur  une  sécanle 
issue  de  ce  point. 

En  d'autres  ternies  : 

Chacun  des  qualvc  plans  tangents  menés  à  la  surface  de  Kuninier 
par  une  sécante  quadiuple  dUine  courbe  C»  a  son  point  de  contact 
sur  cette  couj'be,  qu'il  coupe  en  outre  en  deux  points,  situés  en  ligne 
droite  avec  le  point  de  contact. 

Les  courbes  Cg  dé[)endent  linéairement  de  cincj  paramètres  (n''50), 
et  se  coupent  deux  à  deux  en  huit  points  non  singuliers  (n"  58)  : 
celles  de  ces  courbes  qui  passent  par  quatre  points  de  la  surface  de 
Kummer  ont  donc  quatre  autres  points  communs,  et.  d'après  cola,  la 
proposition  qui  précède  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Les  courbes  Cg  qui  passent  par  cjuatre  points  de  la  surface  de 
Kummer  situés  sur  une  droite,  passent  par  les  quatre  points  de 
contact  des  plans  tangents  qu'on  peut  mener  à  la  surface  par  cette 
droite. 

75.  Parmi  les  surfaces  de  Kummer  inscrites  à  la  surface  primitive  le 
long'  d'une  courbe  Cg  (n"  08),  il  en  est  dix  qui  dégénèrent  en  surfaces 
du  quatrième  ordre,  possédant  une  droite  double  et  huit  points 
doubles. 

Pour  le  démontrer,  nous  nous  appuierons  sur  cette  remarque  évi- 
dente c|ue,  si  deux  surfaces  sont  inscrites  l'une  à  l'autre,  toute  courbe 
tracée  sur  la  première  touche  la  seconde  en  tous  ses  points  de  ren- 
contre avec  elle;  il  ne  peut  y  avoir  exception  que  si  l'un  de  ces  points 
est  un  point  singulier  de  l'une  ou  l'autre  des  deux  surfaces. 

Cela  posé,  soit  D  une  sécante  quadruple  d'une  courbe  i\\  un  des 
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plans  tangents  à  la  snrfaco  de  Ruminer  menés  par  1)  louche  la  surface 
<ii  ini  jioint  A,  de  Cg,  et  coupe  en  outre  C^  en  deux  points,  />,,  p.,,  en 
li<;iu'  droite  avec  A  (n^'  72).  Parmi  les  surfaces  du  <piatrième  ordre 
inscrites  le  lont;-  de  C«,  surfaces  (pii  foiiuent  un  faisceau  poncluel,  il 
en  est  une,  et  une  seule,  S,  qui  passe  par  un  cin<piième  point  de  I),  ci 
(pii,  par  suite,  contient  celte  droite,  lui  vertu  de  la  remanpie  précé- 
dente, les  (juatre  points  où  D  rencontre  la  surface  de  Rummer  sont 
des  points  doubles  de  S,  et  la  droite  D  est  dès  lors  une  droite  double 
de  S.  Observons  maintiMiant  (jue  la  droite  A/),/>.>  (((ui  coupe  D)  est  sui- 
la  surface  S,  puis(|u'elle  a  cinc]  points  sur  celle-ci,  et  (pie  les  points/;, 
et />2  sont,  d'après  la  remarcjuc,  des  points  doubles  de  S.  Le  même 
raisonnement  poiivaiil  élr(î  reproduit  pour  les  ({iialre  j)lans  tan^cnls 
menés  à  la  surface  de  Rummer  par  la  droite  1),  on  \(»it  cpie  la  sui- 
face  S  a  huit  j>oiiils  doiiblcs.  Ainsi  : 

/><•  lonu  de  toiilc  rourhc  C«  gr/u'/a/c  (idrcc  sur  l<i  surface  dr 
Kunimcr,  on  peut  inscrire  à  cette  surface  dix  surfaces  du  (jua- 
friènte  ordre,  ayant  une  droite  double  et  huit  points  douh/es. 

Pour  chacune  de  ces  surfaces,  la  droite  double  est  une  des  du: 
sécantes  quadruples  de  la  courbe  C^  ;  les  huit  points  doubles,  situés 
sur  C^,  sont  par  couples  dans  les  quatre  plans  tangeftfs  qu'on  peut 
mener  par  la  droite  double  à  la  surf  ace  de  Kuinmer. 

H  serait  aisé  de  voir  que,  pour  certaines  courbes  (1^  particulières, 
deux  des  surfaces  précédentes  peuvent  se  confondre  en  une  seule  sur- 
face du  quatrième  ordre,  à  deux  droites  doubles;  dans  un  autre  cas, 
celui  où  la  courbe  C»  a  un  point  double,  une  des  surfaces  du  cjuatrième 
ordre  inscrites  a  deux  droites  doubles,  concourant  au  point  double  et 
tangentes  à  la  surface  de  Rummer  en  ce  point;  enfin,  dans  un  troi- 
sième cas,  (pic  nous  rencontrerons  plus  loin,  où  la  courbe  C„  a  un  point 
triple  en  un  des  points  singuliers  de  la  surface  de  Rummer,  une  des 
surfaces  du  quatrième  ordre  inscrites  est  une  surface  de  Steine/-. 

74.  Eu  dernier  lieu,  nous  énoncerons,  relativement  aux  courbes 
algébriques  tracées  sur  la  surface  de  Rummer,  ces  quelques  pro[)osi- 
tions  évidentes,  auxquelles  nous  aurons  à  renvoyer  par  la  suite. 
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Les  courbes  d'ordre  l\m^  qui  sont  les  intersections  complètes  de 
la  surface  et  d'une  surface  d'ordre  m,  touchent  en  2m  points  clia- 
cun  des  plans  singuliers. 

Les  courbes  d'ordre  ^m,  de  la  famille  singulière,  touchent  eu 
im  — -3  points  les  seize  plans  singuliers. 

Les  courbes  d'ordre  l\m,  appartenant  à  l'une  des  trente  familles 
associées  deux  à  deux,  touchent  huit  plans  singuliers  en  im  —  i 
points  et  les  huit  autres  en  im  —  3  points. 

Les  courbes  d'ordre  [\m -\- 1  qui  passent  par  six  points  singu- 
liers situés  dans  un  même  plan  touchent  ce  plan  en  im  —  1  points, 
et  louchent  les  quinze  autres  plans  singuliers  en  1  m  points. 

Les  courbes  d' ordre  L\m  +  2  qui  passent  par  les  dix  points  singu- 
liers non  situés  dans  un  plan  singulier,  touchent  celui-ci  en  im  -hi 
points  et  touchent  les  quinze  autres  en  im  —\  points. 


CHAPITRE  YIII. 

Surfaces  développables  circonscrites  à  la  surface  de  Kummer. 

75.  La  réciproque  d'une  surface  de  Kummer  est  évidemment  une 
surface  de  Kummer;  aux  courbes  tracées  sur  la  première  correspondent 
des  surfaces  développables  circonscrites  à  la  seconde,  et,  par  suite, 
les  propositions  démontrées  sur  la  classification  des  courbes  d'un  degré 
connu  donnent,  par  dualité,  la  classification  des  surfaces  dévelop- 
pables, d'une  classe  donnée,  circonscrites  à  la  surface  de  Kummer. 

Pour  ne  pas  étendre  inutilement  ce  Mémoire,  nous  n'énoncerons 
pas  explicitement  toutes  ces  propriétés. 

Quand  on  transforme  par  réciprocité  une  surface  de  Kummer,  une 
courbe  C,  d'ordre  im,  de  cette  surface  se  transforme  en  une  dévelop- 
pable  de  classe  im  circonscrite  à  la  surface  réciproque  suivant  une 
courbe  C2  :  pour  abréger,  nous  dirons  que  les  courbes  C,  et  C^  sont 
réciproques. 

Cela  posé,  nous  traiterons  les  questions  suivantes  : 

Etant  donnée  sur  la  surface  de  Kummer  une  courbe  C,,  qu<'t  est 
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le  iir<ii<'  (fc  la  courhr  rcriproqur,  (l.j.  cl  à  (fUcUr  /(tniillc  (ippurttcnl 
rrllr-ri? 

Le  (li'i^iv  (le  C,  t's[  (l'ailloiirs  ('^al  à  la  classe  do  la  dcvoloppahlc  cir- 
conscrilt',  Ir  loni;-  di»  la  coiirlnî  (],,  à  la  sui'facc  d(^  Kmninoi'  j^riiui- 
livr. 

Nous  pouvons  toujours  supposer  i\\w  la  ((ua(lri(pu'  (pii  soii.  à  dôlinu' 
la  liausfoi  inaliou  rc'clpriMjUf  ail  poui*  (Mpialioik 

.r\  -t-  x\  ■+-  .v\  -h  ./'";;  =  o  ; 

soiout  hHijoiu's  0,,  B^.,  (■).,,  (■),  les  (pialrc  l'ourlious  normales,  d'oi-dic  2. 
à  caraclrrislicpie  nulle,  (pii  sonl  proportionnelles  au\  coordonnées  ./•,, 
.r.,,  .r.,, ./-,  d'un  j)oint  d'une  surface  de  Kumnicr,  K,. 

fjes  e(w»rdonnécs  \,,  \^,,  \;, ,  X,  d'un  point  de  la  surface  K^,  rr- 
(•ipro(ju(>  i\c  K,,  sonl  données  j)ai'  les  forniides 


o\.- 


(-),  (-),  H, 

jHj  rMj  fJB., 

On  ou  Ou 

O^i  f^H.,  0^ 

Ov  <)v  Oi' 


-p^-. 


(-),  6,  &, 

O^x  Oiii  JH3 

Ou  Ou  Ou 

de,  ^2  (h^ 

Oi'  Ok'  Ov 


Dcsij;nous  par  0,,  Û^,  %,  0,  les  quatre  délerniinanls  précédents  : 

chacune  des  fonctions  9,  est,  comme  on  le  voit  aisément,  une  foncti(m 

ihèta,  normale,  paire,  d'ordre  G,  à  caractéristique  nulle.  EWq  s'aïuude 

j)onr  la  denii-péi-iode  1/  =  o,  e  =  o,  ainsi  cpie  ses  dérivées  premières 

I        r        .  •  •  •         d^/    <^^i    1  1 

par  rapport   a  a  r[  i-,  car  les  lonctions  z/«/ja/!/v'.v  y-,  -r-^  s  annulent 

pour  //  =^  o,  e  =  o.  On  démontrerait  de  même  que  les  quinze  autres 
demi-périodes  annulent  les  quatre  fonctions  0,  et  leurs  dérivées  pre- 
mières. 

riéomélri(jU(Mii(Mit,  les  courbes,  représentées  sur  la  surface  K,  par 
réquation 

a,  0,  +  [XoOo  -+-  !^-:i  '^:t  +  [f-u^;  —  «7 


(j.,.  ...  u...  étant  des  constantes,  sont,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit, 
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les  intersections  de  K,  avec  des  surfaces  du  troisième  ordre  [)assaut 
par  les  seize  points  singuliers  :  ce  résultat  était  à  prévoir,  puis([ue  la 
polaire  d'un  point  quelconque  par  ra])port  à  K,  est  précisénieut  uuc 
surface  de  cette  nature. 

Cela  posé,  soit  &p(u,  r)=:  o  Téquation  d'une  courbe  (pielcon(|ii('  (^| 
d'ordre  2p,  tracée  sur  K,  :  0^  est  une  fonction  normale,  d'ordre  /;, 
paire  ou  impaire.  La  courbe  réciproque  C,  sera  représentée,  sur  la 
surface  Ko,  par  la  môme  équation;  il  sera  aisé,  d'après  cela,  (Yen  dé- 
terminer le  degré  et  la  famille. 

7(>.  Supposo/ts  d'aboi'd  p  paii';  p  =^iin\  trois  cas  sont  à  distin- 
guer : 

i"*  Si  la  courbe  C,,  d'ordre  !\m,  est  l'intersection  complète  de  Iv,  cl 
d'une  surface  d'ordre  m,  la  fonction  thêta  correspondante  0^„,(//,  c) 
est  paire,  d^ordre  2m,  et  ne  s'aiinule,  en  général,  pour  auciinc  ^\{^> 
seize  demi-périodes. 

On  trouvera  le  degré  de  la  courbe  Co,  c'est-à-dire  de  la  couibe 
Bo,„(w,  i')=  o  sur  la  surface  K.,  en  cherchant  en  combien  de  points 
cette  courbe  coupe  le  plan  X,  =:;  o.  Or  X,  est  proportionnel  à  une  fonc- 
tion 0,-,  paire  et  d'ordre  G;  le  nombre  des  zéros  communs  aux  fonctions 
0.,„  et  0,  est  égal  à  i.im.(j  =  i\m,  et  comme  ces  zéros  sont  deux  à 
deux  égaux  et  de  signes  contraires,  le  degré  de  Go  sera  la  moitié  de 
ce  nombre,  cV'st-à-dire  12m. 

Si  la  courbe  C,  pas^e  par  un  ou  plusieurs  points  doubles  de  Iv,,  ce 
résultat  se  modifie.  Supposons,  par  exemple,  quVlle  passe  par  le  point 
singulier  z/  =  o,  e  —  o  :  la  fonction  paire  0o,„(;/,  i),  s'annulant  pour 
a  =  o,  r  =  o,  aura  ses  dérivées  premières  nulles  en  ce  point,  et,  [)ar 
suite,  parmi  les  i\in  solutions  communes  aux  deux  équations  0,=^  o, 
0,,„=:o  figurera  quatre  fois  la  solution  ?/  =  o,  p=  o  (').  Le  degré 
de  Co  sera  ainsi  -{'i\m  —  4)=  12/;?.  —  2;  on  voit  qu'il  s'abaisse  de 
<leux  unités  toutes  les  fois  que  C,  p:issi'  par  un  point  singulier  de  la 
surface  K,. 


C)  Cela  lient,    géomélriquemenl,  à   ce  que  les  deux   courbes   ©,„,(</,  r)  =  o, 
0/(«,  v):=  o  oui  un  point  cloul)ie  pour  11  3=0,  r  :=  o,  sur  la  surface  Ki. 
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La  courbe  C,  (n"  7iV  si  elle  no  passe  par  aucnu  point  singulier, 
loiiclie  en  2///  points  cha(  un  des  seize  plans  sinj^uliers  de  K,  ;  les  seize 
points  siuiiuliers  de  K.  seront  donc,  sur  Cj,  des  points  multiples 
d'ordre  2 />/ ;  il  en  résulte  ([ue  C^  est  (n'' 51  )  l'intersection  conn)lète 
de  la  surface  Iv^  avec  une  surface  ali;éhri(pu»  d'ordre  3///  ayant  un 
point  multiple  d'ordre  m  en  chacun  des  seize  points  singuliers  de  K^. 

(Je  dernier  résultat,  transformé  par  récii)rocité,  donne  la  proposition 
suivante  : 

/ai  dè\cloppahle  circonscrite  à  la  surface  de  Kuituncr  le  long 
iTune  coiii'hc  d'ordre  [\m,  intersection  de  cette  surface  avec  une 
surface  d'ordre  m  qui  ne  passe  par  aucun  point  singulier  ^  est  de 
classe  i2/><;  elle  est  circonscrite  à  une  surface  de  classe  3 ni,  qui 
lourJir  en  m  points  chacun  des  seize  plans  singuliers. 

2"  Si  la  courbe  C,  appartient  à  la  famille  sinj^ulière  d'ordre  [\m,  on 
trouve  sans  difficulté,  en  api)li(piant  les  mêmes  métbodes  que  tout  à 
l'heure,  (pie  le  dcj^ré  de  C.  est  égal  à  ^  [12  .im  —  2 .  iGJ  =  l 'im  —  iG. 

Va\  général,  la  courbe  C,  touche  en  im  —  3  points  chacun  des  seize 
plans  singuliers  de  K,  (n"  74);  sur  ('^  les  seize  points  singuliers  de  R, 
sont  donc  des  points  multiples  d'ordre  2.ni  —  3  :  il  en  résulte  (n"  51  ) 
(pie  Cj  appartient,  sur  Ko,  à  la  famille  singulière  de  courbes  d'ordre 

'.V  La  courbe  C,  peut  enfin  appartenir  à  l'une  des  trente  familles  de 
courbes  qui  passent  par  huit  points  singuliers  de  K,  ;  on  trouve,  en  ce 
cas,  que  l'ordre  de  C,  est  égal  à  ^  [i  2 .  2  m  — i(j\  =  iini  —  8. 

En  général,  la  courbe  C,  touche  en  im  —  1  points  huit  des  plans 
singuliers  de  K,  et  louche  les  huit  autres  en  im  —  2  points  (n"  74). 
Donc,  sur  Co,  huit  des  points  singuliers  de  K^  sont  multiples  d'ordre 
■ini — I,  et  les  huit  autres,  multiples  d'ordre  27/1  —  2;  par  suite 
(n"  51),  sur  la  surface  K^,  la  courbe  Cj  appartient  à  une  des  trente 
familles,  deux  à  deux  associées,  de  courbes  d'ordre  12/??  —  8. 

Les  résultats  qui  précèdent  ne  sont  exacts  que  si  les  courbes  G,  con- 
sidérées n'ont  de  point  multiple  (d'ordre  supérieur  ou  égala  2),  en  au- 
cun des  points  singuliers  de  K,;  il  est  aisé  de  calculer  l'abaissement 
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que  la  présence  d'un  tel  point  multiple  amènerait  dans  le  degré  de  (]^; 
on  trouve,  par  la  méthode  suivie  plus  haut,  que,  pour  un  point  mul- 
tiple d'ordre  2/i,  Tahaissement  est  égal  à  2//,  et  pour  un  multiple 
d'ordre  2/*  +  3,  égal  à  2//  -h  2. 

De  plus,  on  déterminerait  aisément,  dans  chacpie  cas  particulier,  à 
quelle  famille  appartient  C,  :  il  suffit,  pour  cela,  de  chercher  en  com- 
lù|pn  de  points  C,  touche  chacun  des  seize  plans  singuliers  de  K,  ;  on 
cœinaît  ainsi  l'ordre  de  multiplicité  des  points  singuliers  de  K.,  sur  la 
courhe  C^,  d'où  l'on  déduit  (n"  51)  la  famille  de  celle-ci. 

77.  Supposons  maintenant p  impair;  p  r=  2///  -h  1  ;  deux  cas  sont 
à  distinguer  : 

i*^  Si  la  courbe  C,,  d'ordre  l[m  -+-  2,  passe  par  six  points  singuliers 
dans  un  même  plan,  le  degré  de  C^  est  égal  à 

^1  12(2///   -h  ï)—    2  .(")]  r7=  12///. 

La  courbe  C,,  en  général,  touche  (n"  74)  quinze  des  plans  singuliers 
de  K,  en  im  points  et  le  seizième  en  2///  —  2  points;  donc  G^  a  un 
point  multiple  d'ordre  2///  —  2  en  un  des  points  singuliers  de  K^,  et 
un  point  d'ordre  im  en  chacun  des  cjuinze  autres.  La  courbe  C^  est 
donc  l'intersection  complète  de  Ko  avec  une  surface  d'ijrdre  dm  ayant 
un  point  multiple  d'ordre  m  —i  en  un  des  points  singuliers  de  K..,  et 
un  point  d'ordre  ///  en  chacun  des  cjuinze  autres. 

2"  Si  la  courbe  C,  passe  par  dix  points  singuliers  de  K,,  le  degré 
de  C2  est  égal  à  -[12(2///  h-  r)  —  2. 10]  =  1  2///  —  4  i  o»^  voit,  comme 
plus  haut,  qu'elle  a,  en  général,  un  point  multiple  d'ordre  2///  h- i  en 
un  des  points  singuliers  de  Ko  et  un  point  multiple  d'ordre  i/n  —  1  en 
chacun  des  quinze  autres.  La  courbe  G^  appartient  donc  à  la  famille 
singulière  de  courbes  d'ordre  i2.m  —  4. 

Si  la  courbe  G,  a  un  point  multiple  en  un  point  singulier  de  K,,  ces 
résultats  cessent  d'être  exacts,  et  le  degré  de  Go  s'abaisse,  d'après  la 
loi  indiquée  au  n*"  76. 

78.  Gomme  application,  on  peut  observer  que  la  réciproque  d'une 
courbe  G,  de  la  famille  singulière  d'ordre  8,  n'ayant  de  point  multi[)le 
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eu  aucun  point  double  do  la  surface  de  KuniuKM-,  esl  ép;aleuieiU  une 
courl)e  d'ordre  8  de  la  lauMlle  singulière;  j)ar  suile  la  dévelo])pal)le 
circonscrite  le  long-  d'une  telle  courbe  esl  de  classe  8. 

I^ans  le  cas  où  la  courbe  (.^  a  un  ])oint  triple  en  un  [loinl  singulier 
de  K,.  elle  ne  toucbe  auciiii  <les  six  |)lans  singuliers  passant  par  ce 
point  et  toucbe  les  di.\  autres  en  un  point  :  la  rt'ciprocpie,  C^,  est  une 
courbe  du  sixième  ordre  (n"  76),  passant  j^ar  les  dix  points  singuliers 
de  K2  non  situés  dans  un  nuMue  plan  singuli<'r. 

InversiMuent,  la  réciproque  «Tune  telle  courbi^  ('...  du  sixième  ()rdr<' 
est  une  couri)e  i.^,  d'ordi'c  (S,  de  ht  laniilb'  singulière,  ayant  un  point 
triple  en  un  point  singuliei'. 

Or,  le  long  de  Cl,,  on  peut  inscrire  à  Ko  une  surface  du  troisième 
ordre  à  quati"»' points  doubles  (n*^  4-?));  donc,  le  long  de  (],  on  pouira 
inscrire  à  K,  une  suiftK-r  de  Sffi/ir/\  et,  |)ar  suite  : 

//  \-  a  srizr  fdmillcs.  (hitcunc  trois  fois  iiijinic,  de  sut'farrs  de 
Sfciner  inscrifes  à  une  surface  de  K  uni //ter;  les  courbes  de  contact 
des  sur/aces  d'une  /nè/ne  famille  sont  les  courbes  d'ordre  8,  de  la 
fa  mille  singulière,  qui  ont  un  point  triple  en  un  des  seize  points 
singuliers. 

79.  Voici  (pielques  propriétés  de  ces  surfaces  déduites,  par  dualité, 
de  celles  énoncées  au  n"  49  : 

Les  sur/aces  de  Stei/ier  inscrites  à  la  sur/ace  de  Ku/n/ner  le 
long  des  courbes  d'ordre  8  qui  ont  un  point  triple  en  un  même 
point  singulier  ont  chacune  pour  droites  doubles  trois  droites  pas- 
sant par  ce  point  et  formant  un  trièdre  dont  les  faces  touchent  le 
cône  des  tangentes  de  la  surface  de  Kummer  au  point  singulier 
considéré. 

Inversement,  les  trois  arêtes  d'un  trièdre,  circonscrit  au  cône  des 
tangentes  d'une  surface  de  Kummer  en  un  point  singulier ,  sont  les 
droites  doubles  d'une  surface  de  Steiner  inscrite  à  cette  sut  face. 

Deux  surfaces  de  Steiner  inscrites,  appartenant  à  une  même  fa- 
mille, se  touchent  en  quatre  points  de  la  surf  ace  de  Kummer;  ces 
quatre  points,  situés  dans  un  même  plan,  sont  les  points  de  contact 
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avec  cette  surface  d'une  même  conique,  qui  est  tracée  suf  les  deux 
Hurfaces  de  Steinet-  considérées. 

Observons  eiiliii  <juc  les  (jualre  plans  singuliers  d'un*;  surface  de 
Steiner  inscrite,  c'est-à-dire  les  quatre  plans  qui  la  touchent  chacun 
suivant  une  conique,  forment  un  tétraèdre  circonscrit  par  ses  faces 
et  par  ses  arêtes  à  la  surface  de  Kunimer.  Ces  tétraèdres  sont  les  ré- 
ciproques de  ceux  du  n°50,  qui  sont  inscrits  par  leurs  sommets  et  cir- 
conscrits par  leurs  arêtes;  le  théorème  du  n"  ,%!  se  transforme  ainsi  : 

Les  trois  arêtes  d'un  trièdre  circonscrit  au  cône  des  tany;ente^ 
d'une  surface  de  Kummer  en  un  point  singulier  rencontrent  lespec- 
tivement  la  surface  en  deux  nouveaux  points  :  les  six  points  ainsi 
obtenus  sont  trois  à  trois  sur  quatre  plans  cjui  touchent  la.  surface 
de  Kuninier,  et  ces  quatre  plans  sont  les  faces  d'un  tétraèdre  dont 
les  six  arêtes  touchent  également  la  surface.  Les  points  de  contact 
des  six  arêtes  sont  les  six  points  primitifs. 


CHAPITRE  IX. 

Genre  des  courbes  algébriques  tracées  sur  la  surface  de  Kummer. 
Géométrie  sur  ces  courbes. 

80.  Nous  étudierons,  dans  ce  Chapitre,  les  courbes  tracées  sur  la 
surface  de  Kummer,  au  point  de  vue  de  leur  genre  et  de  loutesles 
propriétés  qui  se  rattachent  à  la  notion  de  genre;  nous  arriverons 
ainsi,  dans  ce  sujet  de  recherches,  à  des  résultats  simples  el  int-nes- 
sants,  liés  d'une  manière  étroite  à  noire  théorie  de  la  classiticatiou  des 
courbes  d'un  degré  donné. 

La  Géométrie  permet  d'indiquer  immédiatement  le  genre  général 
des  courbes  d'un  même  ordre  et  d'une  jnéme  famille,  sur  la  surface  de 
Ivummer. 

Ces  courbes,  en  elFet,  sont  les  intersections  de  la  surlace  de  Iviuu- 
mer,  qui  est  d'ordre  4,  Hvec  des  surfaces  d'un  même  degré,  y,  passant 


par  //  roiii(|u<'s  sin^iilirrt's  ^//  =0,  1 ,  2,  3,  4);  or,  d'ajirôs  un  llu'ori'inc 
(li>  M.  Ni)tlior,  les  surlatrs  d'ordre  q  -\-  ^  —  /|,  cVsl-à-dirc  d'ordic  tj 
(lui  nasst'ul  par  los  //  coniiiucs,  r(>u|)(Mil  uiu'  iK's  couilx's  de  la  laiiidic 
ronsidérôe  on  -i^^p  —  1  ")  ]n)ints  mobiles,  p  élant  le  j^eure  général  de  ces 
eourl)os  :  en  d'antres  leiines,  deux  courbes  de  la  famille  se  eoupenl  en 
li^p  —  \^  points  variables.  De  plus,  ces  •i{p  —  1)  points  lormenl,  siii'  la 
courbe  à  hupielle  ils  a|tparliennenl,  un  d(>s  groupes  spi-ridui  {\\\\)\\ 
(lésij;ne  par  la  notation  (|'j(^-,),  on  |)lus  simplement  (|',  el  doni  voici  la 
déluiition  irénêrale  : 

Sui'  une  courbe  plane  d'ordre  /;/,  les  i'rou])es  ()\.(/,_o  s^oiil  les  i^ronjx's 
de  2(^/>  —  1)  points  mobiles  décou|)és  sur  la  courbe  j)ai'  les  courbes 
adjointes  d'ordre  ///  —  3;  sur  une  courbe  gauche,  intersection  ])artielle 
de  deuv  surfaces  d'ordres  m  et  //,  les  groupes  ()'  sont  découpés  ])ar  les 
surfaces  d'ordre  ni  -h  //  —  \  adjointes,  c'est-à-dire  passant  pai-  le  reste 
de  l'intersection  des  deux  surfaces,  el  par  les  points  doubles  de  la 
courbe  gauche,  si  elle  en  a.  Cette  dernière  définition  implique  un 
théorème,  cpii  est  du  à  M.  Nother  et  que  nous  venons  de  rappeler 
tout  à  l'heure.  Dans  tous  les  cas,  on  peut  dire  (jue  sur  une  courbe 
gauche,  les  groupes  (,'  sont  formés  par  les  points  qui  correspondent 
univoquement  aux  points  d'un  groupe  ç?  sur  une  courbe  plane  de 
même  genre  el  de  mêmes  modules,  ou  encore  sont  formés  par  les  points 
où  s'annule  une  même  dillérentielle  abélienne  de  première  espèce. 

11  résulte  des  définitions  et  des  raisonnements  précédents  tjue  Ton 
obtiendra,  sur  une  courbe  algébrique  générale  de  la  surface  de  Kum- 
nier,  tous  les  grou[)es  ()',  eu  coupant  cette  courbe  par  les  courbes  du 
même  ordre  et  de  la  uièine  famille;  or  les  groupes  (,'  forment,  sur  une 
courbe,  un  système  p  -  i  fois  infini,  d'après  leur  définition  même  sur 
la  courbe  plane  de  genre  p  :  on  voit  ainsi  que  p  —  i ,  pour  une  courbe 
de  la  surface  de  Rummer,  est  égal  au  nombre,  diminué  de  1,  des  pa- 
ramètres dont  dépend  linéairement  l'équation  des  combes  du  même 
ordre  el  de  la  même  famille. 

Ce  résultat  peut  se  vérifier  autrement  :  nous  avons  vu,  en  effet,  que, 
si  N  est  le  nombre  des  points  mobiles  communs  à  deux  courbes  du 
même  ordre  et  de  la  même  famille,  le  genre  général,/?,  de  ces  courbes 
est  donné  par  la  relation  N  =  2(/?  —  i);  comme  nous  savons  calcu- 
ler N,par  la  formule  de  M.  Poincaré,  nous  pouvons  calculer  />,  et 
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nous  arrivons  ainsi,  sans  difficulté,  à  la  formule 

p  =  I  -+--,(  m-  —  s), 

im  étant  Tordre  de  la  courbe  considérée,  supposée  sans  point  mul- 
tiple, j)  son  genre  et  25  le  nombre  des  points  singuliers  de  la  surface 
de  Kummcr  par  lesquels  elle  passe. 
Ainsi  : 

Le  genre  général  des  courbes  d'un  même  ordre  el  d'une  même 
faniille  tracées  sur  la  surface  de  Kummer  est  égal  au  nombre  des 
paramètres  dont  dépend  cettr  famille. 

Deux  de  ces  courbes  se  coupent  en  des  points  mobiles  formant  sur 
l'une  et  sur  l'autre  un  groupe  spécial  {{^^p^f^,  et,  sur  l'une  d'elles, 
tous  les  groupes  spéciaux  (J.ip- 1  >  -^ont  découpés  par  les  autres  courbes 
de  la  famille. 

81 .  (^es  résultats  peuvent  être  établis  par  une  méthode  analytique, 
que  nous  aurons  occasion  d'appliquer  dans  nos  recherches  ulté- 
rieures. 

Soit  0(//,  i)  la  fonction  normale  la  pins  générale,  dordre  ///  et  de 
caractéristique  doimée,  paire  ou  impaire  :  0„û/,  i")  étant  une  quel- 
conque des  fonctions  ainsi  définies,  la  courbe  0^  =  0  sera,  sur  la  sur- 
face de  Kummer.  d'ordre  im:,  si  nous  désignons  par  ./;,  y\  z  les 
coordonnées  non  homogènes  d'un  quelconque  de  ses  points,  toute  dif- 
férentielle abélienne  appartenant  à  cette  courbe  sera  de  la  forme 
F(x,^',  z)dx,  F  étant  rationnel  en  x,  y,  z. 

Considérons,  maintenant,  le  long  de  la  courbe  ©y  ^  o,  la  difléren- 
tielle 

; — -  du, 

\  ()'' 

où0(M,  p)  a  la  signification  qu'on  vient  d'indiquer.  Nous  allons  prou- 
ver que  c'est  une  différentielle  abélienne  de  première  espèce. 

Démontrons  d'abord  que  c'est  une  difterentielle  abélienne,  c  est- 


1    J2  i'..     HIMIIKUT. 

à-dii'(*  (jHtMi  tout  jioiiil  d»'  I;»  coiirlx'  (-)„  --  o.  on  a 

00  qui  rovioMt  à  dii'i'  (|iit'  lu  lonclion 

t'sl  «^\|>iiiii;il»lt\  le  loii<;  de  la  courlx',  en  foriclioii  ralioimollc  des  cooi- 
(ionncos. 

Or,  sur  la  Mirlacc  de  Kuiiiinci-  cl,  [)ar  suite,  le  lou^  de  la  courhc, 
les  cooidoniR'cs  .r,  >',  r  d  iiu  |»oiul  sont  évidcninicnl,  d'apiôs  le  mode 
do  icprésonlation  ou  coordonnées  lionio^èncs,  des  fondions  uni- 
formes, (]ua<li'U])l(Mnent  |)ério(li(|ues  et />«//Y'.v  des  deux  parainèlres  w, 

i';  on  a  doue 

.  Ot    ,  <)t     . 

(t.r  =  ,-  (lu  H-  -r-  av. 
an  ()\' 

-,—  et  -T^  élanl  des  fonctions   (fuiidruplenienl  nériodiciues    inindifcs. 
du        av  1111/ 

D'ailleurs,  le  long  de  la  courbe  (")„(//,  c)  ^=  o,  ou  a 

-T—  ('((  -+-  -V-  tiy  =  o. 

Oi(  (fi' 

Il  vient  ainsi,  jjour  l'expression  dr.  ^(w,  i),  par  élimination  de  (/./:, 
du  et  /A-, 

H(/',c) 


?(>^  *') 


C^j:-  d»«         dn   d^n 
du    di'         dv    Ou 


Le  [on<;  de  la  courbe  (")„  =  o,  on  peut  écrire 


dB„  d^  <>)„  dB 

I         aa-    ai'  ae  d^r   du  du 

q{u,  c)  ~  ^  «^  <>i~  ë^^  ' 
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c  esl-à-(lirc 

1  O.r    ()    Bg  (),T     d     ©0 

«)(//,  1'  )         Ou  àv    0  dv  Ou   B 

Sous  cette  dernière  forme,  on  voit,  puisque  —  est  évideninienl  une 

fonction  quadruplement  périodique  paire,  que  cp(^^,  v)  est  aussi  une 
fonction  quadnqjlement  périodique,  paire. 

Or  il  est  clair  que  toute  fonction  cd(w,  v)  quadruplement  périodique 
et  paire  peut  s'exprimer  en  fonction  rationnelle  des  coordonnées, 
x^  y,  z,  du  point  (it,  v)  de  la  surface  de  Kummer;  car,  si  Ton  se 
donne  .i\  y,  ^,  les  paramètres  u  et  r  n'ont,  abslraclion  faite  des  mul- 
tiples des  périodes,  que  deux  systèmes  de  valeurs  de  la  forme  u,  r  et 
—  Il,  —  c,  auxquels  ne  correspond  qu'une  seule  valeur  de  cp(w,  r). 

La  fonction  cp(w,  v)  étant  ainsi  une  fonction  rationnelle  de  .i\y,  -, 
notre  différentielle  est  ahélienne. 

Reste  à  établir  qu'elle  est  de  première  espèce.  Or  celle  dilféren- 
tielle. 


Ov 


du. 


ne  peut  devenir  infinie,  puisque  0(w,  t)  est  une  fonction  entière, 
qu'aux  points  de  la  courbe  0„  =:  o  qui  annulent  ~-  Mais  la  relation 

—  du  H -^  d\'  =  o 

On  0\' 

montre  qu'en  ces  points  r/w  s'annule  également,  et  que  la  dilTérentielle 
reste  finie;  l'analogie  avec  le  cas  des  courbes  algébiiques  planes  est 
évidente. 

Il   ne  peut  y  avoir  d'exception  que  pour  les  points  de  la  courbe 

0,,  =  o  qui  vérifieraient   les   relations   ^  =  o,  -^  =  o,   c'est-à-dire 
"  ^  Ou  ^  Ov 

pour  les  points  qui  seraient  multiples  sur  la  courbe  considérée. 

Écartant  provisoirement  ce  cas  particulier,   nous  voyons  que  pour 

une  courbe    0„(m,  t^)  =  o,  sans  point  multiple,    les    intégrales  abé- 


144                                                                      ^■'     HlMHKin. 
(  I   )  /     ; du 

J  m 

soni  «le  j)i'(Mni('rc  cspt'Ct  . 

S'2.  l{('ci|)i()(|ii('ni('iiL  loulc  iiilt'i;ral('  de  itrciiiirrc  ('S|)('('(',  le  loii^ 
ili'  la  coiirhi'  (")„  -  <)  csl  de  la  loriiir  j)i(''C(''(l('iit(' ;  en  ('(Ici,  nous  savons 
{  n"  80)  (|iu'  le  î^tMiiv  (le  Bo  =  o  csl  ('ï«;al  au  ii(nnl)rc  ((limimi»'  de  une 
uniti")  (les  |)ai'ain('lres  ((iii  lii^ureiit  dans  ré(|uali(>n  des  courbes  du 
nuMUc  ordre  cl  de  la  in('ine  tanulle;  si  rrr -h  i  est  ce  nombre,  on  aura 
yy  =z  c7.  Mais  les  lonclions  (elles  ([uc  H,  Mui-airenieul  iud<''j)cu(lantes, 
sont  en  nombre  rr  h-  i ,  par  (R'fînition-;  si  Ton  lail  abslraclion  de  la 
foncli(Mi  (-)„,  les  rrr  aulres  donnent,  sons  la  foiine(i),  nT(ou/>^  inU'- 
iii'alcs  dislinctcs  de  |)rcmi(''re  esj)('ce  le  lonji  de  la  courbe  H„  :^  o.  J.e 
nombre  des  iul(''^rales  disliucles  de  picmu'i'e  espèce,  sur  une  courbe 
de  lu'^em-c  /^  «'lanl  loujours  (''^al  à  />,  ou  voil  (pTou  a  ainsi  obtenu 
toutes  ces  inl(''i;iales,  |)our  la  courbe  (-)„    =  o,  sous  la  forme  (i  ). 

Ce  n'snltal  aurait  pu  d'ailleurs  s\''tablir  directement  pai'  voie  exclu- 
sivtMuent  analytique.  Donc  : 

Les  mit' g  raie  fi  ahclicuitcs  de  première,  espèce,  appartenant  à 
une  courbe  &a(u^  ç)  ^^  o  de  la  sur/at-e  de  Kumnier,  oui  pour  ex- 
p I -es. s io n  ^é uérale 

(lu^ 


I 


où&iu,  »•)  drsip^ ne  la  fonction  thêta  normale  la  plus  géiu' raie  de 
même  ordre  et  de  même  caractéristique  ciue  la  fonction  0o("?  *')? 
paire  ou  impaire  eu  mente  temps  que  celle-ci. 

85.  Remarque.  —  Si  la  courbe  0„  =  o  a  un  j)oint  double,  il  est 
clair  que  la  courbe  0  =  o  doit  passer  paice  point  pour  (pie  l'inLégrale 
abélienne  correspondante  y  reste  finie;  pins  ^(inéralemenl,  si  0„  =  o 
a  un  point  multiple  d'ordre  //.,  on  voit,  comme  dans  le  cas  des  courbes 
])lanes,  que  la  courbe  0  =  o  doit  avoir,  au  même  point,   un  point 
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multiple  d'ordre  h  —  i.  Les  courbes  0  =  o  satisfaisant  à  celte  coudi- 
tion  seront  dites  adjointes  de  la  courbe  ©„  =  o. 

On  voit  également  qu'un  point  double  diminue  le  genre  de  une 
unité,  un  point  triple  de  trois,  etc.;  il  peut  y  avoir  exception  si  le 
point  multiple  est  un  des  points  singuliers  de  la  surface  de  Kummer; 
mais  nous  ne  discuterons  pas  ce  cas  spécial,  facile  à  examiner,  et  sans 
intérêt  pour  nos  recherches  actuelles. 

84.  L'étude  des  intersections  d'une  courbe  générale  de  la  surface 
de  Kummer  avec  les  courbes  de  la  même  famille  et  du  même  ordre 
revient,  d'après  la  théorie  précédente,  à  celle  des  groupes  Ci  sur  cette 
courl)c,  et  réciproquement.  Or  on  connaît,  pour  une  courbe  algé- 
brique cjuelconque,  un  certain  nombre  de  propriétés  générales  des 
groupes  (/,  qui  donneront  ainsi  autant  de  propriétés  correspondantes, 
sur  la  surface  de  Kummer,  relativement  aux  courbes  d'une  même  fa- 
mille. 

Voici  deux  exemples  : 

Parmi  les  courbes  d'ordre  /i  —  3,  adjointes  à  une  courbe  plane 
d'ordre  n  et  de  genre  p^  il  en  est  2^'~'(2^—  i)  qui  touchent  celle-ci 
en  tous  leurs  points,  non  singuliers,  de  rencontre  avec  elle;  il  en  est 
p{p''  —  i)  qui  ont  avec  cette  courbe  un  contact  d'ordre  p  —  i  en  un 
point.  Donc  : 

Parmi  les  courbes  du  même  ordre  ci  de  la  même  famille  qu'une 
courbe  donnée^  de  genre  p^  sans  point  multiple,  sur  la  surface  de 
Kummer  :  i*^  il  en  est  i^'^  (2^'  —  r)  qui  touchent  la  proposée  en 
tous  leurs  points  (non  fixes)  de  rencontre  avec  elle;  2"  //  en  est 
p{p'  —  i)  qui  ont  avec  elle,  en  un  point,  un  contact  de  Vordre  le 
plus  élevé  possible . 

85.  Des  résultats  plus  nombreux  et  plus  intéressants  dérivent  de  la 
considération  des  groupes  de  points  sur  les  courbes  de  la  surface  de 
Kummer,  et  en  particulier  de  certains  groupes  spéciaux  ;  mais,  avant 
d'aborder  ce  sujet  de  recherches,  il  est  nécessaire  de  rappeler,  dans 
une  courte  digression,  quelques  définitions  ou  propositions  de  la 
théorie  générale  des  courbes  algébriques. 

Journ.  de  Math.  (4'  série),  tomeïX. —  l''asc.  II,  iSgS.  IQ 


I 'l<)  c;.    Hi'MUEirr. 

Soit  (1  mio  courbe  ali;('l)ri(|iic  piano  cKordro  n  ci  de  ^(MUO  p  :  les 
(•ourl)os  (11111  (loi;ié  tlonut',  adjoiiilcs  à  (]  o(  passant  par  un  ccrlaiii 
nombre  de  points  fixes  de  relie  courbe,  la  coupent  en  outre  en  //  points 
nioi)iies  :  les  groupes  de  //  points  ainsi  (b'teniiinés  sont  dits  (•f/ui\(t- 
Iculs  entre  eux;  les  i;r()upes  écpiivalents  à  un  i;roupe  donni'  forment 
un  svstrnic  de  <iroup('s. 

Anal\  litpiement,  deux  i;rouj)es  a,,  a.,^  . . .,  a,,  et  A,,  />,■.  •  •  -i  /'/<  ^<>'>l 

é(pii\alents,  lorsque  Ton  a,  en  désij^nant  \)iyv  g  d.c  une  intégrale 
<|uelcoii(jue  de  première  ('s[)èee,  appartenant  à  il, 

^'',  .1':  ^In, 

I      g  (l.r  +  /      g  dx  -h  ...-h  g  d.r  =  n      (^  '  ). 

Inversement,  si  une  telle  relation  existe  ])oiii'  cbacune  des  p  inté- 
grales de  première  espèei',  les  groupes  «,,  r/^,  ...  et  A,,  //j,  ...  sont 
(Mpiivalenls.  (Test  le  tbéorème  dWliel  et  sa  réci[)ro(pie. 

Dans  un  système  de  groupes,  on  distingue  (1(MI\  ('léments  : 

i"   Le  nombre  //  des  poinls  d'un  groupe  du  système  ; 

2"  Lu  mulliplieilé,  /•,  du  système,  c'est-à-dire  le  noinbi'c  de  points 
d'un  grou[»e  (pi'ou  peut  se  donner  arbitrairement. 

En  général,  d'après  le  théorème  d'Abel,  p  poinls  (run  gioupe  d'un 
système  donné  sont  déterminés  par  les  h  —  p  autres;  on  a  donc 

r  =  h-  p, 

mais  il  peut  se  faire  (pTon  ait 

/•  =  //  -  p  ~{~  p, 

p  étant  positif;  on  dit  alors  que  le  système  correspondant  à  ces  valeurs 
de  h  et  /'  est  un  système  spécial,  d'indice  p.  Les  groupes  d'un  système 
spécial  sont  dits  gioupes  spéciaux. 

(')  Le  second  membre  de  celle  relation  n'est  nul  qu'à  des  multiples  près  des 
2/9  périodes  de  i'inlégrale  /  g  dx. 
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D'après  cela,  tout  système  de  groupes  comprenant  moins  de/j  h-  i 
points  est  spécial. 

Les  groupes  (|'2(;,_o  forment  un  système  spécial,  d'indice  i. 

La  théorie  des  systèmes  spéciaux  est  dominée  par  le  théorème  sui- 
vant, dit  de  Riemann-Roch  : 

Par  les  points  d' un  groupe  appartenant  à  un  système  spécial  de 
multiplicité  r  et  d'indice  p,  on  peut  faire  passer  un  nombre  p  —  r 
fois  infini  de  courbes  adjointes  d'ordre  n  —  3  :  ces  courbes  déter- 
minent^ par  leurs  points  mobiles  d' intersection  avec  G,  un  nouveau 
système  de  multiplicité  ^  —  i,  qui  est  un  système  spécial  d'indice 
/•  +  I. 

Les  deux  systèmes  seront  dits  complémentaires. 

Lne  cour])e  plane  d'ordre  n  est  coupée,  par  les  droites  de  son  plan, 
suivant  des  groupes  de  n  points,  équivalents  entre  eux  :  il  résulte  du 
théorème  de  Riemann-Roch  que,  si  le  système  déterminé  par  ces 
groupes  est  un  système  spécial,  d'indice  p,  la  courhe  considérée  admet 
une  famille  linéaire,  p  —  i  fois  infinie,  de  courbes  adjointes  d'ordre 
ti  —  4?  et  réciproquement.  Les  courbes  jouissant  de  cette  propriété 
sont  dites  spéciales. 

De  même,  si  les  groupes  de  points  déterminés  sur  une  courl)c  plaiu' 
par  les  coniques  de  son  plan  appartiennent,  à  un  système  spécial 
d'indice  p,  la  courbe  proposée  admet  une  famille  linéaire  p  —  i  fois  in- 
finie de  courbes  adjointes  d'ordre  /i  —  j  ;  

Sur  une  courbe  gauche  C,  les  groupes,  spéciaux  ou  non,  d'un  même 
système,  sont  formés  par  les  points  (pii  correspondent  aux  points 
d'une  des  courbes  planes  sur  lesquelles  C  est  rcprésen table  point  par 
point. 

Lne  courbe  gaucJie,  d'ordre  n^  est  dite  spéciale  lorsque  le  groupe 
formé  par  les  n  points  où  elle  est  rencontrée  par  un  plan  quelconcpie 
détermine  un  système  spécial.  Les  courbes  gauches  spéciales  présen- 
tent un  grand  intérêt  :  c'est  à  leur  existence  que  tiennent  les  diffi- 
cultés du  problème  de  la  classification  des  courbes  gauches  d'un  degré 
donné. 

Toute  courbe  gauche  pour  la([iielle  on  mp^n  —  i  est  spéciale;  en 
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t'IVt'l,  les  //  points  où  cWc  osl  roujx'O  nar  un  plan  (U'iciininonl  nn  sys- 
\rn\o  (lo  groupes  dont  la  nuilliplicili'  osl  au  moins  rivale  à  3;  par  suite, 
pour  ce  svslèine,  p  —  //  -f-  /•,  e'esl-à-dire  /;  -  n  -\-  r,  csl  au  moins  égal 
à  I.  si  /)     //     -  2;  le  sysit  nie  est  donc  spécial. 

8G.  llevenons  mainlenanl  an\  eouii)es  Iraeées  sur  la  surface  de 
Kummer,  el  inlroduisons,  pour  simplilici'  le  langage,  une  uouvelle 
délinition. 

Nous  dirons  (jue  deux  fonclions  thêta  normales,  sinudlanément 
paiics  (»u  impaires,  aj)|)ailiennenL  à  la  même  série  û  leurs  ordres  dil- 
lêrenl  (Tun  nombre  ])air  d'unités  el  si  elles  ont  même  caractérislifpic 
Daprès  cela,  les  tomiions  normales  ])aires  el  impaires  se  répartissent 
(Ml  (")'|  séries;  il  y  a,  pour  les  fonctions  paires,  32  séries,  S(î  subdivisant 
en  i(')  séries  de  fonclions  d'ordre  pair  cl  \(\  séries  de  fonctions  d'ordre 
impair;  de  nu^MUC  pour  les  fonclions  impaires  :  c'est  la  traduction  des 
résultats  des  n"*  i  el  î>.  Les  courbes  de  la  surface  de  KunimeiMpii  cor- 
n'sj)ondent  aux  fonctions  d'une  même  série  passent  toutes  ])ar  les 
nu^'uies  points  singuliers  de  la  surface;  les  degrés  de  deux  quelconcpies 
d'entre  ell(>s  dinèrenl  de  \n  unités.  iNous  dirons  également  (ju'ellcs 
aj)parlieini('Mt  à  la  niênu' .vr'/vV'. 

87.  Si  la  courbe  d'ordre  2W,  passant  simplement  par  'is  points 
singulieis  de  la  surface  de  Kunimcr,  a  d  points  doubles,  la  valeur 
Ii()ii\('m'  au  11'  80  poui'  le  genre  devra  être  diminuée  d('  d  unités.  On  a 
ainsi 

/?=  I -h  ^  (/?-!-—  .ç)  —  <■/. 

Si  la  condition  p>im  —  2  est  vérifiée,  la  courbe  sera  spéciale  (n"  85); 
or,  si  d  est  nul,  il  est  à  remarquer  cjuc  l'inégalité  précédente  est  tou- 
jours vérifif-e  dès  que  ni  dépasse  4  ;  ainsi  : 

Toute  courbe  de  la  surface  de  Kummer ,  sans  point  multiple,  el 
(Tordre  supérieur  à  8,  est  une  courbe  spéciale. 

l*our  préciser  ce  résultat,  il  y  a  lieu  de  déterminer  la  multiplicité 
du  système  spécial  qui  comprend  les  groupes  de  points  de  la  courbe 
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situés  dans  un  mcme  plan;  il  est  évident  que  ce  nombre  est  au  moins 
égal  à  3;  nous  allons  montrer  qu'il  a  précisément  la  valeur  3. 

Soit,  en  effet,  @q^=o  l'équation  d'une  courbe  C„  d'ordre  2in,  de 
genre  p,  sans  point  multiple;  désignons  par  0'  la  fonction  thêta  la 
plus  générale,  d'ordre  m  —  2,  et  de  la  même  série  que  0oj  P^r  0,,  0o, 
03,  0,,  les  quatre  fonctions  normales  d'ordre  2,  de  caractéristique  nulle. 
Il  est  évident  que  la  fonction 

0(m,  ç')  =  (X,0,+...4-}.,0,)0', 

où  les  'k  sont  des  constantes  arbitraires,  est  du  même  ordre,  m,  et  de 
la  même  famille  que  00-  Par  suite,  les  deux  systèmes  de  groupes  défi- 
nis respectivement,  sur  la  courbe  Co,  par  les  points  mobiles  d'inter- 
section de  cette  courbe  avec  les  plans  X,  ic-, +. .  .-h  X^x^  =  o,  et  les 
courbes  0'  =  o,  systèmes  dont  le  premier  est  spécial  si  yo  est  au  moins 
égal  k  2ni  —  2,  sont  complémentaires  :  le  second  est  donc  également 
spécial,  d'après  le  théorème  de  Riemann-Roch.  Pour  démontrer  que 
la  multiplicité  du  premier  système  est  égale  à  3,  il  suffit  évidemment 
d'établir  que  tous  les  groupes  de  ce  système  sont  formés  de  points  si- 
tués dans  un  même  plan,  ou  bien,  en  vertu  du  théorème  de  Riemann- 
Roch,  de  démontrer  que  toute  courbe  0(w,  p)=  o,  de  même  ordre  et 
de  même  famille  que  0o  =  o,  qui  passe  par  les  points  non  fixes  où  la 
courbe  Co  est  coupée  par  une  des  courbes  0'=  o,  la  coupe  en  outre  en 
■2 m  points  situés  dans  un  même  plan. 

Or  les  courbes  0  =  o,  0^  =  o,  0'=  o  appartiennent  à  la  même  sé- 
rie; la  première  passe  donc  par  lous  les  points,  Jixes  ou  non,  qui  sont 
communs  aux  deux  dernières,  en  vertu  de  l'hypothèse  même;  la  courbe 
0  -h  X0O  =  o  passe  aussi  par  ces  points,  et  l'on  peut  choisir  la  con- 
stante A  de  manière  à  la  faire  passer  par  un  nouveau  point  de  la  courbe 
0'=o  :  elle  coupe  ainsi  cette  dernière  en  lui  point  de  plus  cjue  ne 
l'exige  le  théorème  de  M.  Poincaré,  et,  par  suite,  puisque  la  courbe 
Q' =  o  peut  être  choisie  indécomposable,  la  fonction  0  4- X0o  devra 

contenir  0'  en  facteur.  Le  cjuotient  ■ — -y^-  est,  d'après  la  nature  de  0, 

00,  0',  une  fonction   thêta,   normale,  d'ordre  2,   de    caractéristique 
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iiiill)'  :  il  \  iciit  ainsi 

ce  t|iii  nionlrc  hicMi  (|ii(>  la  coiirhc  S  =  n  coupe  <mi  oiilrc  (-)„  ^=  o  eu  j./n 
points,  siliiés  dans  le  plan  X, .r,  H-. .  .-i- A,.r,  =:=  o. 

\oiis  avons  ainsi  élahli  (pic  la  inulli|)li('il('  du  syslcnic  spécial  forme 
]>ai'  les  groupes  de  j)oinls  de  (1„  situés  dans  un  même  plan  est  éj^ale 
à  î;  de  même  on  voil  (pie  les  jçrouj)es  du  sysl(''me  couipN'menlaife 
sont  formés  iiiil(jnri)iriil  |>ar  les  points  (rint(M'secli()n  nuthiles  de  la 
courl)e  (^„  ((Tordi'c  im)  avec  les  coui'hes  d'oi-dre  •ini  -  \  de  la  même 
série. 

8S,  Plus  généralenienl,  on  établit  de  la  même  manière  (pie,  si  j)  (>sl 
su|)érieui'  ou  éyal  à  -iiiiq  —  ,^  (// -h  i)(y -h  2)(«y -h  3)  H- 2,  la  courhe 
(1„  est  coupée  par  toute  surface  d'ordre  q  suivant  un  groupe  a|)|)arle- 
iiaiil  à  un  système  spécial  de  multiplicité  ^  (</ -f- i)(^ -+- 2)((j' -h  3)— r  ; 
le  système  complémentaire  est  formé  par  les  groupes  des  points  mo- 
hiles  communs  à  la  courhe  pro|)os(''e  et  aux  courhes  d(î  la  même  s(''rie, 
(Tordre  Mti  —  \q. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  la  })roposition  suivante  : 

Toulr  courbe,  sans  point  niidliple,  ti'acéc  sur  lu  suifacc  de  Kuin- 
luer,  et  iV  ordre  -int^  est  coupée  par  les  courbes  de  la  uiénie  série, 
(Tordre  2  in  —  '\f/,  suirant  des  groupes  de  points  mobiles  formant 
un  système  sp<'eial.  Ce  système  ne  comprend  pas  d'autres  groupes 
que  ceux  ainsi  définis. 

Le  système  complémentaire  est  fornu'  exclusivement  par  les 
groupes  de  imq  points  découpés  sur  la  courbe  proposée  par  les 
surfaces  d'ordre  q  de  l'espace. 

Il  est  inutile  d'énoncer  la  condition  restrictive 

p^2niq  —  l,(q  '^i)(q  4-  2)(Vy  +  3;-f-  li; 

elle  est  vérifiée  nécessairement  s'il  existe  des  courhes  d'ordre  ■im  —  [\q, 
de  la  même  série  (jue  la  proposée. 
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Si  la  coLirl)e  a  des  poiiils  doubles,  la  proposition  précédente  s'ap- 
plique aux  courbes  d'ordre  'im  ~  \q  adjoinles  (n"  85)  à  la  proposée. 

Il  résulte  aisément  de  ce  qui  précède  que,  sur  la  surface  de  Kuui- 
nier,  les  seules  courbes,  sans  point  multiple,  qui  ne  soient  pas  spé- 
ciales, sont  les  seize  coniques,  les  biquadratiques,  les  sextiqucs  pas- 
sant par  dix  points  singuliers  et  les  courbes  d'ordre  8  de  la  familh; 
singulière. 

89.  Remarque.  —  Les  surfaces  d'ordre  q  découpent  sur  une  courl)c 
Cfl  de  la  surface  de  Kummer  des  groupes  appartenant  à  un  système  de 
multiplicité  au  moins  égal  à  ~(^  H-  i)(^  -h  2)(^  -t-  3)  —  i;  si  le  sys- 
tème est  spécial,  la  multiplicité  a  précisément  cette  valeur,  comme 
nous  venons  de  le  voir.  L'indice,  p,  est  égal  à 

P  -  -^"^q  +  «  (y  +  0(^y  +  2)(Vy  -r-  3)  -  I      (  '  ), 

p  et  2.7/1  désignant  toujours  le  genre  et  l'ordre  de  la  courbe. 

La  projection  de  cette  courbe  sur  un  plan  est  une  courbe,  C„, 
d'ordre  2m  et  de  genre  p,  sur  laquelle  existe  un  système  de  groupes 
spéciaux  d'indice  p;  les  intersections  de  C|,  avec  les  courbes  d'ordre  q 
de  son  plan,  forment  des  groupes  de  ce  système,  et,  par  suite  (n"  8î>), 
C^  admet  une  famille  linéaire,  p  —  i  fois  infinie,  de  courbes  adjointes 
d'ordre  2.  m  —  q  —  3. 

Donnons  quelques  exemples  : 

Les  sextiques  passant  par  six  points  singuliers  situés  dans  un 
même  plan  se  projettent  suivant  des  courbes  du  sixième  ordre  qui 
ont  six  points  doubles  situés  sur  une  conique. 

Les  courbes  du  huitième  ordre  ne  passant  par  aucun  point  sin- 
gulier se  projettent  suivant  des  courbes  du  même  ordre,  à  douze 
points  doubles  :  ces  douze  points  sont  sur  une  cuhiciue.,  et  sur  une 
infinité  triple  de  quartiques. 


(')  Il  est  clair  que  si  la  courbe  considérée  est  sur  h  surfaces  d'ordre  (/,  linéai- 
rement distinctes,  la  multiplicité  et,  par  suite,  l'indice  du  système  doivent  être 
diminués  de  h. 
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/jCS  cou/hcs  (fa  /tuifir/z/c  ordre  i)(tss<ntl  fxtr  liuil  /)()f///.s  si  11*^111  icrs 
SI'  projcUrnl  sui\'(int  t/cs  vourhcs  du  invnic  orr/rr,  à  quaforzt'  j)oiiils 
doubles  situés  sur  une  iii /iulté  simple  de  (juarlif/ues. 

ÎK).  iMiidioiis  luainU'uaiil  les  points  iiiol)il('s  coinmmis  à  (  !„  cl 
aux  courbes  de  la  même  série,  trordre  un  -h  \(j. 

Ces    courbes    coupeul     C„,     comme    ou     le     voit     de     suite,     eu  -■ 

i^p  —  1^  -f-  iniq  points  mobiles;  les  j»TOupes  de  |)oiuls  ainsi  d(iermi- 
nés  appartiennent  évidemment  à  un  même  systèuu',  (|ui  n'est  pas 
spécial,  puiscpie  cliaque  j;roupe  com[)ron(l  plus  d(^  'i{p  —  i)  points. 
La  multiplicité  de  ce  système  est  donc  p  -f-  imq  —  2;  pour  (pTil  ne 
ci^mpreune  ])as  (Tauti'es  groupes  (pie  eeu\  (pTou  \ieuL  de  (b'-nnir,  il 
faut  et  il  suflil  (pfon  |)uisse  trouver  un  de  ces  i^roupes  comprenant 
p  -h  iniq  —  2  points  aibilraires  de  la  courbe  Cy. 

Or  les  courbes  d'ordre  im -\- ]q,  passant  par  2.9  points  singu- 
liers de  la  surface  de  kunuiUM",  dépendent  linéairement  (u"  80)  de 

1  -)- :^ (^ /// H-  '2q)-  —  -  j)aramètres;  |)armi  ces    courbes  figurent  celles 

(pii  ont  pour  écpialion 

o  =  e„(^A,o,  +  Ajj^-i-...), 

00  étant  toujours  le  premier  membre  de  l'équation  de  C„,  et  0,,  0^,  ... 
désignant  les  fonctions,  linéairement  distinctes,  paires,  d\)rdre  2^,  de 
caractéristique  nulle.  Ces  fonctions  étant  (n"  4)  en  nombre  égal  à 
■iq-  -+-  2,  ou  pourra,  parmi  les  points  communs  à  Co  et  à  une  courbe  de 
la  même  série,  d'ordre  2///  -h  \q,  en  cboisir  arbitrairement  un  nond)i'(î 
égal  à 

I  -f-  T,(fn  ^iqy~'--  'iq-  -  2 , 


c'est-à-dire,  puisque  p  =  i  -+-^(m^  —  5),  égal  à 

p  ^  iqm  —  1  c.Q.  F.  D. 

Ainsi  les  groupes  déterminés  sur  Co  par  les  courbes  de  la   même 
série,  d'ordre  7.in-\-  f\q^  appartiennent  à  un  système  qui  ne  conlieni 
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pas  d'autres  groupes;  il  est  clair  crailleurs  qu'on  obtient  un  groupe 
particulier  du  système  en  combinant  un  groupe  Ç^ip-t)  avec  le  groupe 
de  2.mrj  points  de  Cq  situés  sur  une  surface  d'ordre  q. 

Voyons  maintenant  ce  que  donnent  ces  propriétés  pour  la  courbe 
Gj,,  projection  de  C^. 

Au  système  de  groupes  considéré  correspondra,  sur  C|,,  un  système 
de  groupes,  renfermant  chacun  o,niq  -+-  2.{p  —  i)  points,  et  parmi  les- 
quels figurent  les  groupes  obtenus  en  combinant  un  groupe  {\-2(f,-i) 
avec  celui  que  forment  les  2/nq  points  de  C'^  situés  sur  une  courl)e 
d'ordre  q.  Or  une  courbe  d'ordre  idi  —  3  adjointe  à  C'y  et  une 
courbe  d'ordre  q  forment  une  courbe  adjointe  d'ordre  im-^  q  —  3  : 
donc,  d'après  les  propriétés  connues  des  courbes  adjointes,  tous  les 
groupes  du  système  seront  découpés  sur  C'^  par  les  courbes  adjointes 
d'ordre  ini  ^  q  —  ?>  et  réciproquement.  Ainsi  : 

Soient  Co  une  courbe  d'ordre  'im^  sans  point  multiple,  de  la  sur- 
face de  Kummer,  et  C'^,  la  courbe  du  même  ordre  suivant  laquelle 
elle  se  projette  sur  un  plan  quelconque  :  les  courbes  de  la  surface 
de  Kummer  de  la  même  série  que  C„,  d'ordre  ini  -f-  L\q^  découpent 
sur  cette  courbe  des  groupes  de  points  mobiles,  qui  ont  pour  pro- 
jections les  groupes  déterminés  sur  la  courbe  C^  par  les  courbes 
adjointes  d'ordre  im  -\-  q  —  3  et  réciproquement  {^). 

Ce  théorème  permet  d'étendre  à  une  courbe  de  la  surface  de  Kum- 
mer les  propositions  si  nombreuses  que  l'on  connaît  sur  les  groupes 
de  points  communs  à  une  courbe  plane  et  à  ses  adjointes  d'un  ordre 
donné. 

Sans  insister  ici  sur  ces  applications  bien  faciles,  nous  aborderons 
l'étude  de  courbes  intéressantes  et  très  générales  situées  sur  la  suiface 
de  Kummer;  nous  les  appellerons  courbes  univoques,  en  raison  d'une 
de  leurs  propriétés  fondamentales. 


(')  Si  Co  a  des  points  doubles,  le  théorème  s'applique  aux  courbes  delà  même 
série,  d'ordre  2  w  +  4^/,  qui  lui  sont  adjointes  (  n"  83). 
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Courbes  univoques. 

î)l.  Soil  0„(//,  i')  uiK'  loiu'lioii  llirla  (|ii(>lc()ii(Hi(*  :  si  ccllr  foncltoii 
/t\>.s/  ni  paire,  ni  i/N/xiifc,  cl   si   elle  no   le  dcNicnl   j)as  (|iiaii(l  on  la 

mulliplic  par  c  -  "  -  "  {u"  10),  la  coiirho  0(//,  r)  =  o,  siii-  la  siirracc 
(le  KumiiKM-,  (loil  èti'ciMi  réalitô  considérée  comme  domiée  par  r(''(pia- 
lion  0„(//,  c)0„(—  II,  —  c)  =  o;  clleaclêcomi)ris(Mlanslesreclierclies 
(pie  MOUS  avons  faites  jns(jn'ici  (n*'  li),  mais  elle  jouit  de  |)ro|iri('tés 
pai  liculi<^M'cs  qui  rappellent  celles  des  sections  de  la  surface  par  ses 
plans  lani;(Mils  :  ces  sections  apparlieniieul  d'ailleurs  à  la  cal(''i;()ri(>  (\v. 
courtes  dont  il  s'agit  (n"  Tiî)). 

La  fonclion  0„(//,  c)  peul,  comme  U(ms  le  savons  (n"  *2),  se  melire 
sous  la  forme 

0„(//,  ^•)  =  e„(^u  -A,  c-  [x), 

où  0y(//,  »•)  est  une  fonction  llu^-la  à  caractéristifpie  nulle. 

Nous  nMrouvons  ainsi  les  courl)cs  doul  nous  avons  dit  un  mol  au 
n'^6i. 

l^lles  jouissent  de  cette  propriété  fondamentale  que,  pour  chaque 
point  de  Tune  d'elles,  on  peut  séparer  les  deux  coui)les  d'arguments 
//,  c  et  —  ?/,  —  V  (pii  correspondent  à  un  point  de  la  surface  de  Kum- 
mer,  car  si  la  fonction  6o(m  — X,  p— [x)  n'est  ni  paire,  ni  im- 
paire, elle  ne  s'annule  (pie  ])ourun  seul  des  systèmes  d'argunienls  //,  i' 
et  —  //,  —  V  qui  appaitiennent  à  un  point  de  la  courbe 

0„(w  -  A,  c- [j.)  =  o  fn^GO). 

Si  la  fonclion  0o(«  —  A,  c  —  ijt.)  était  paire  ou  impair(^,  on  relomhe- 
rait  sur  les  courbes  générales  étudiées  jusqu'ici,  car  on  a  vu  (n"  14) 
(pie  toute  fonction  thêta,  paire  ou  impaire,  est  nécessairement  une 
fonction  normale. 

Ce  cas  étant  exclu,  il  ne  correspond,  à  un  point  de  la  courbe 
0„(w  —  A,  c  —  a)  :=  o,  qu'un  seul  système  de  valeurs  des  paramètres 
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u  et  t',  aux  multiples  près  des  périodes  :  pour  rappeler  cette  propriété, 
nous  donnerons  aux  courbes  dont  il  s'a^iit  le  nom  de  courbes  uni- 
vaques. 

Si  00 (w,  p)  est  une  fonction  Llièla  d'ordre  w,  la  courbe 

0o(w  —  A,  V  —  [j.)  =-  o 

est,  d'après  le  théorème  de  M.  Poincaré,  d'ordre  L\iit\  elle  a  (n"  (>J  ) 
m-  points  doubles,  donnés  par  les  deux  équations 

Q^^(u  —  "X,  (•  —  [jl)  =1=1  o,  00 (—  u  —  \,  —  V  —  ^x)  =  o. 

Enfin,  la  fonction  0o(^^  ~  ^?  ^'  —  l^)  0o(—  u  —  \,  —  v  —  a.)  étant 
une  fonction  thêta  normale  d'ordre  -im,  de  caractéristique  nulle 
et  paire,  la  courbe  précédente  est  (n"  l(i)  l'intersection  complète  de 
la  surface  de  Kummer  avec  une  surface  d'ordre  ni,  touchant  la 
première  en  m'-  points. 

La  réciproque  de  cette  dernière  proposition  n'est  pas  vraie  ;  nous 
verrons,  en  effet,  plus  loin  de  cjuelles  propriétés  spéciales  jouissent  les 
surfaces  d'ordre  m  qui  passent  par  les  courbes  univoques  d'ordre  4'//. 

Les  courbes  représentées  par  l'équation 

0,(//  -  A,  V—  IJ.)  ^  o, 

quand  on  fait  varier  A  et  ij.,  en  laissant  0„  invariable,  se  correspoudeuL 
en  général  point  par  point  (n"  01)  :  enfin  (n"  62),  le  long  de  la  courbe 
00 (m  —  X,  f  —  [j.)  —  o,  du  et_  dv  sont  des  diffère iilielles  abéliennes 
de  première  espèce. 

Le  genre  de  cette  courbe  se  détermine  par  la  formule  du  u"  87,  où 
l'on  fait  5  =  o  et  t/  =  nr  ;  on  trouve  ainsi 

p  =  I  -f-  7(4  m'-)  —  ni^  —  m''  -t-  i . 

92.   Soit  0(w,  v)  une  fonction  norniale  (pielconque,  d'ordre  ///,  à 
caractéristique  nulle;  l'intégrale 

")  /  — Tdë;^ ^'" 


l5()  »..     IIIMHEUT. 

osl  luu'  iiilôj»ialc  ahrlicmic  i\c  promitMv  ospôce  ii|)|)aii('iianl  à  la  touilic 
(.-)„(//  —  X,  r  —  a")  =  o.  I^llo  osl  abéliomio,  car  si  r,  )',  z  (k'sij^nciit  les 
ooorcloiuu't's  t'arlt'sioiincs  d'un  point  de  la  snilacc  do  kuininiM',  cxpri- 
luéos  on  foni'lion  (|na(lrii|)ltMn('nl   j»ôri()di(|ut's  do  //  ol  t,  la  loMclion 

,  -,  «(«  —  X,  0  —  .ul)   f/r/ 

|)0ul  sWriro,  lo  long-  do  la  oouiho  (-)„(//  —  X,  o  —  u.)  m  o  (n"  81  ). 


().v   à   9o(«  —  X,  <^—  [x)       djc    d   Qgiu  —  X,  y  —  \l) 
du  <)i'   6{u  —  X,  \'  —  |jl)         ôv   an    B{n  — X,  0 — [x) 

Lo  dcMioniinalonr  do  oollo  expression  osl  ôvidoninionl  iiuo  loiiolion 
uniforme,  (piadruplonionl  périodique  de  //,  r  :  or,  à  un  point  do  la 
eonrbe  So(ff  —  ^î  *"  —  J^)?  '^*^'  corn^spond,  aux  multiples  près  des  pô- 
liodes,  (pTun  seul  système  de  valeurs  de  ?/,  0  (n*^  91)  cl,  })ar  suite, 
(pi'uiu'  seule  valeur  de  la  fonetion  9(//,  e)  :  celle-ci  est  donc  expri- 
mable ralionnellomoul  on  fonction  des  coordonnées  du  point  {u,  v)  de 
la  courbe  0„(w  —  A,  0  —  [x)  =  o.  Kn  d'autres  termes,  rinlégrale  con- 
sidérée est  abélienno. 

Elle  est  do  [)remière  espèce,  car  il  est  manifeste  (prollo  no  devient 
infinie  en  aucun  point  de  la  courbe  0„  ^  o,  à  moins  (jue  celle-ci  n'ait, 
en  doliors  des  rn^  points  indiqués  plus  liant,  d'auti'es  ])oints  doubles 
vérifiant  les  relations 


,,{n  —  À,  0  -  u.)  =r  o,         -.—  =  o,         -J-" 
'  '  -^  '  du  '  de 


o. 


Nous  écarterons,  sauf  avis  contraire,  ce  cas  spécial. 
On  trouve  ainsi  un  nombre  d'intégrales  de  première  espèce  égal  à 
//i"^  —  I ,   puisqu'il  y  a   /n^  fonctions  0  linéairement  distinctes  parmi 

lesquelles  figure  ©„  î  ces  intégrales,  jointes  aux  intégrales  (du  et  f  dç, 

donnent  le  nombre  total  m'-  -f-  t  ,  ou  p,  des  intégrales  distinctes  de  pre- 
mière espèce. 
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95.  Cela  posé,  nous  appellerons  courbes  univoques  d'un  iiirinc 
ordre  et  d'une  môme  famille  celles  qui  sont  représentées  par  une  é(jua- 
tion  de  la  forme  0(m  —  X,  p  —  [ji.)=  o,  où  0(w,  v)  est  une  fonction  de 
caractéristique  nulle,  d'un  ordre  donné,  et  où  A  et  fx  sont//./v'.s'  ;  une 
famille  de  courbes  univoques  est  donc  définie  par  l'ordre  de  la  fonction 
0(w,  p)  et  par  les  valeurs  de  X  et  [jl. 

Il  est  à  observer  que  la  famille  de  courbes  univoques  définie  par  des 
valeurs  X  et  tx  des  deux  paramètres  est  la  même  que  celle  définie  par 
les  valeurs  —  A  et  —  [x  :  en  effet,  0(w,  v)  étant  une  fonction  normale 
à  caractéristique  nulle,  la  fonction  0(—  w,  —  <-')  est  une  fonction  de 
même  ordre  et  de  même  caractéristique,  ©'(//,  c),  en  sorte  que  la 
courbe  0(«  —  X,  t  —  [jt.)=i  o,  qui  est,  sur  la  surface  de  Kummer,  la 
même  que  la  courbe  0( —  u  —  \,  —  p  —  ui)  =  o,  est  aussi  la  même 
que  la  courbe  0'(/^  +  X,  c  -h  [J.)  =  o. 

î)i.  Remarque.  —  Deux  courbes  univoques  d'ordres  f\ni  et  !\n  se 
coupent  en  \mn  points;  on  peut  observer  que  ces  points  se  répartis- 
sent en  deux  groupes  distincts  de  imn  points  chacun.  En  effet,  les 
deux  courbes 

Q,n(u  —  X,  V  —   [X)  =3  o,  0,t(«   ^  X',  V  —   UL'J  =::  O, 

OÙ  les  0  sont  des  fonctions  d'ordre  marqué  par  l'indice,  se  coupent 
aux  imn  points  dont  les  coordonnées  m,  v  vérifient  les  deux  équations 
précédentes;  la  première  pouvant  aussi  s'écrire 

0m(—  u  —  \  -  t'  —  [J.)  =  O  ; 
les  imn  solutions  communes  à  cette  équation  et  à  l'équation 

0„(m  —  V,  V  —  \x')=  o 

donnent  -iinn  nouveaux  \)o'mi'&  d'intersection  des  deux  courbes. 

Si  les  deux  courbes  sont  du  même  ordre  et  de  la  même  famillt!  ca- 
ractérisée par  les  valeurs  X,  [x,  on  peut,  d'une  seule  façon,  mettre  leurs 
équations  sous  la  forme 

0,«("  -  \  ''  -  ?-)  =  ^h      KM^  —  \  ^■  —  v-)  =  ^> ; 
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les  inr  points  comimms  aii\  deux  ('()Uil)t's,  cl  donl  les  arijiniiciils  vé- 
licnl  CCS  (l(Mi\  ('M|uali<»iis.  joikmiI  nu  vCAe  plus  imporlaiil  (pic  les  '>.m'^ 
aiilrcs  points  (riiilcrscclion.  Aussi  leur  i"(''scr\()us-uous  le  nom  de  poi/t/.s- 
r()//i//////ts;\\\\di'i\\  eouihes. 

|)"a|)iès  ce  (pii  pi'c'cède,  ilcu.r  rof/fhc.s  ///tnof/z/cs </' ////  mrnic ordre, 
\i)i,  cl  il' uni'  ntrnic  fainillc,  oui  •iiir  points  co/nf/uu/s,  foi-nninl  sur 
iliiiiuiic  <{'<-lh's  un  i^roupc  <j'o(^_n;  mais  lous  les  groupes  <|\,(^,_,),  sur 
nue  eourhe   nuiNoipic,   ne  soni    pas  ohlenus  de  la   nièuie   uianici'c,  à 

eaus(>  de  rexishMiee  des  deux  iutei;rales  de  preuiière  es|)èee  /  //// 
•  '1    f   fl^  .  (pii  ue  reulreul  pas  dans  le  l\|)e  (  i  ). 

11  sei'ail  aise  do  (IcuK^ulrcr  des  propositions  analogues  à  celles  des 
u'""  88  et  î)(),  relali\(Mnent  aux  groupes  de  |)oints  d(''cou[)CS,  sur  une 
eourlte  uni\o(pie,  par  les  courbes  univo(pi(>s  (roidre  inféricnr  ou  su[)é- 
rieur  :  nous  ne  dcvclo[)perons  pas  ici  ces  considcralions,  sur  lesquelles 
nous  aurons  à  revenir  à  propos  dos  surfaces  hy[)orellipti((ues  générales; 
nous  nous  bornerons,  dans  co  qui  suit,  à  établir  (piebpies  propriétés 
s|)éciales  à  la  surface  de  Kummcr. 

Do.  Soient  QJu  —  A,  v-  —  [j. j  =  o,  Q(u  —  A,  e  —  p.  )  =  o  deux 
courbes  univo(pies  de  la  niéuio  famille  et  d'ordre  lini-^  les  fonctions  0„ 
et  (■)  sont  d'ordre  ///.  i^a  fonction 

^y^      I  ?('^  <■)=      ^i>{"  -  ''^7  '■  -  !J-H->  (-  'f  -  ''m  -  *'  -  v-) 
(  -hQ  (u  —  A,  e  —  p.)  0o(,  -  w  —  A,  —  ^•  —  fx; 

est  évidemment,  puisque  0„(w,  e)  et  0(?/,  p)  sont  des  fonctions  de 
caractéristi(|uc  nulle,  une  fonction  tliota  normale,  paire,  d'ordre  2///, 
do  caractéristique  nulle.  La  courbe  ^(ii,  p)=  o  est  donc  rintorseclion 
complète  de  la  surface  de  Kummcr  avec  une  surface  d'ordre  'i/n.  Celte 
courbe,  d'après  la  forme  ^(m,^),  passe  : 
I**   Par  les  points  qui  annulent 

0o(// -  A,r  -  [/.)  et  0„( -,/-_>.,_  t- _  y.j^ 


THÉORIE    GÉNKHALE     DES    SURFACES    HYPERELLIPTIQU  ES .  l  Bc) 

c'est-à-dire  (n°  91)  par  les  [)oinls  doul)les  de  la  courbe 

&^f(u  —  X,  (•  —  a)  =  o  ; 

1°  Par  les  points  doubles  de  la  courbe  Q(u  —  X,  v  —  [ji)=  o; 
3"  Par  les  2m^  points  communs  aux  deux  courbes  univoques  pro- 
posées. Donc  : 

Les  2.7)1^ points  communs  à  deux  courbes  univoques,  d'ordre  \ m., 
de  la  même  famille,  et  les  m-  points  doubles  de  chacune  d'elles 
sont  sur  une  même  surface  d'ordre  m  ('). 

De  même,  la  fonction 

rn         j   ?'(^''^")^       0o(w-X,r  -  a)0   (-  z^-  A,  -  »^  -  tx) 
(  —  0  (w  —  X,  r  —  [jt.)0o(—  u  —  \,  —  V  —  [j.) 

est  une  fonction  tlièta,  normale,  impaire,  d'ordre  2m,  de  caractéris- 
tique nulle;  la  courbe  cp,(«,  p)=  o  est  donc  une  courbe  d'ordre  l\nt  de 
la  famille  singulière,  et,  par  suite. 

Les  points  communs  à  deux  courbes  univoques,  d'ordre  [\m,  (jie 
la  même  famille,  et  les  m^  points  doubles  de  chacune  d'elles  sont 
sur  une  même  courbe,  d'ordre  l\m,  de  la  famille  sin^ulii'.re. 

96.  Une  courbe  univoque  d'ordre  [\m,  d'une  famille  donnée,  peut 
se  décomposer  en  m  courbes  du  quatrième  ordre.  Soit,  en  effet, 
3^0 (m,  p)  la  fonction  tbèta  normale  d'ordre  i,  de  caractéristi([ue  nulle; 

(')  Celle  proposition  conslitue  bien  un  lliéorème.  En  efTet,  sur  une  surface 
(lu  quatrième  degré,  comme  la  surface  de  Kummer,  le  nombre  des  points  arbi- 
traires par  lesquels  on  peut  faire  passer  une  surface  d'ordre  ni  (ne  comprenant 
pas  la  surface  proposée)  est  au  plus  égal  à 

\  {in  -H  1  ) ( /«  -f-  ?. )  ( /«  -H  3 )  —  |( //i  —  3 )  ( /?i  —  2 ) ( //i  —  I )  —  I , 

c'est-à-dire  à  2//i--i-i.  Or,  dans  la  proposition  ci-dessus,  on  établit  qu'une  sur- 
face d'ordre  m  passe  par  î^m^  points  de  la  surface  de  Kummer  :  c'est  donc  bien 
un  théorème.  Une  observation  analogue  s'applique  aux  propositions  qui  suivent. 


|(h»  g.     lirMHKHT. 

tlt'siiiuons  |)ar  a, ,  [3,  ;  a^,  ^^  ;  . . .  ;  a,„,  ^,„  dos  cnnslanics  :  la  foiuMiori 

pciil  (  11"  2)  ôli'o  mise  sous  la  Ioimmo  0(//  —  ^,  *"  —  ijl),  où  0(  //,  *)  <'sl 
une  tom'tion  normale,  (ronirc  ///,  de  caiiUitM'istiiiiK'  nulle;  les  (juauli- 
lôs  A  (M  a  sont,  par  e\(Mn|)lt',  dounc'i^s  par  les  écpialions 


a ,  4-  a.j  -H . . .  -+-  a,„  —  ///A  =  o,  p ,  -+-  |i._.  -h . . .  -h  fJ„,  —  m  \l 


o. 


I.a  courbe  i/fHxoqin'  (-)(//  —  X,  r  —  ij.)  —  o  so  décompose  ainsi  en  /;/ 
("ouilies  d'c^rdre  .'i,  s(>clious  de  la  surface  de  knmiuer  ])ar  n/  plans  lan- 
ijcnts  (n**  i)9);  et  l'on  peul  aj)pli(picr  à  ce  syslcnie  de  /n  courbes  les 
lliéorènu's  j;ên(''raux  (]ui  précèdent. 

Happidons-nous,  à  cet  elVel,  (pie  les  \/n  poiiils  comniuns  à  la  courbe 
(-)„(//-—  A,  »"— ij.)  =:  o  et  à  la  courbe  plane  Sr„(//  —  a,r  —  P)=ose 
réparlissenl  (n"  94)  en  deux  }^ronj)es  de  2//i  points;  Tun  de  ces 
i;ron|K's  est  défini  par  les  éipialions 

0o(//  —  A,  i-  -  [>.)=(),  ^^(u  —  a,r  —  P)=o, 

et  l'autre  |)ar 

0„(w  -    A,i-  -  [x)=o,  :Zo{i/  --H  a,i-  -i-<^)=  o- 

rien  ne  les  dislinj;ue  lun  de  Taiilre  si  Ton  se  liornc  à  se  donner  ^éoiné- 
Iriquriticul  le  plan  lanjj;enL  (jui  coupe  la  sm^facc  suivant  la  courbe 
3r(,(//  —  a,  ('  —  [3)=  o.  Observons  enfin  que  les  points  doubles  de  la 
courbe  0(//,  c)  =  o,  décomposée  en  ///  sections  de  la  surface  par  des 
plans  tangents,  sont  :  i"  les  points  de  contact  de  ces  ///  ])lans; 
2"  ',  m  {ni  —  i)  couples  de  points  communs  à  deux  de  ces  plans  et  don- 
nés (  n"  91  )  par  des  équations  de  la  forme 

~o(^'  -  y-/,  <•  -?/')  =  fs        ^o(  -  //  —  y-j,  —  c  —  py)=  o. 

Cela  posé,  nous  pouvons  énoncer  le  tbéorème  suivant,  conséquence  de 
ceux  du  n"  95  : 

Soit  G  une  courbe  univoquc  tracée  sur  la  surface  de  Kumnier  et 
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d'ordre  4  m .  On  prend  à  volonté  m  —  i  plans  tangents  de  la  surface, 
dont  chacun  détermine  sur  G  deux  groupes  de  im  points,  et  Von 
choisit  arbitrairement  un  de  ces  groupes;  les  points  des  m  —  \ 
groupes  ainsi  obtenus  sont  situés,  avec  les  m^  points  doubles  de  C, 
sur  une  surface  S,  d'ordre  m,  qui  coupe  en  outre  C  en  im  points, 
situés  dans  un  nouveau  plan  tangent  de  la  surface  de  Kummer. 

La  surface  S  passe  également  par  les  points  de  contact  des  m 
plans  tangents  précédents  avec  la  surface  de  Kummer,  et  par 
^m{m—i)  couples  de  points,  communs  à  cette  surface  et  aux 
\  m(^m  —  i)  droites  d' intersection  des  m  plans,  pris  deux  à  deux. 

Tous  les  points  dont  il  vient  d'être  parlé,  par  lesquels  passe  la 
surface  S,  sont  également  situés  sur  une  même  courbe  de  la  sur- 
face de  Kummer,  d'ordre  ^m,  appartenant  à  la  famille  singu- 
lière. 

^  oici  une  application  de  ce  théorème  : 

Nous  savons  (n"  94)  que  les  sections  de  la  surface  de  Kummer  par 
deux  plans  tangents  se  coupent  en  quatre  points,  qui  se  répartissent 
en  deux  couples,  comme  ^I.  Klein  Fa  d'ailleurs  montré  par  une  autre 
voie  (');  à  un  couple  de  plans  tangents  correspondent  ainsi  deux 
couples  de  points,  situés  sur  la  surface  de  Kummer  et  sur  l'arête  du 
couple  de  plans  :  chacun  de  ces  couples  de  points  sera  dit  conjugué 
du  couple  de  plans. 

Cela  posé,  la  courbe  C  du  théorème  précédent  peut  elle-même  se 
décomposer  en  m  sections  de  la  surface  de  Kummer  par  des  plans  tan- 
gents, d'où  cette  proposition  très  générale,  et  qui  se  prête  à  de  nom- 
breuses applications  : 

//  existe  des  configurations  TevLiAVi\u.i{\Aes  formées  par  i  m  plans 
tangents  de  la  surf  ace  de  Kummer  et  par  m(^im  —  i)  couples  de 
points  de  cette  surface  : 

i^  Les  m(^im—  i)  couples  de  points  sont  situés  respectivement  sur 
les  arêtes  des  m  (2. m  —  i)  couples  de  plans  obtenus  en  associant  deux 
à  deux  les  1  m  plans  tangents  de  la  configuration;  sur  chaque  arête, 
le  couple  de  points  est  conjugué  du  couple  de  plans; 


(*)  Kleix,  Math.  Aiinalen,  t,  XXVII,  p.  107. 

Journ.  de  Math.  (4'  série),  tome  IX.  —  Fasc.  II,  1893.  21 
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2"  Les  /ft{^-2/N — i)  couples  dr  poinfs  ri  1rs  im  points  dr  roiilarl 
(1rs  plans  sont  sur  iinr  iiirmr  surfacr  d'ordre  ///,  S  ; 

!V'  Ils  sont  riicdm/r/tt  sitr  unr  nicme  courbe  d'ordre  \ m,  de  la 
fainille  siniiullèr<\  tracée  sur  la  surface  de  Kunnner,  (',,„; 

V*  Le  Ion  a  de  la  courbe  (li,„,  on  peut  inscrire  à  la,  surface  de 
Kummer  une  surface  d'ordre  -mt,  qui  touche  chacun  des  m  plans 
dr  la  confiii^uration  suivant  une  courbe  d'ordre  m;  ces  m  courbes 
de  contact  sont  sur  la  surf(tce  S  (  '  ). 

Le  (IcrniiT  paraj:;ra|)li<'  (V)  ^^  ^^^  lliôoivinc  rcsullora  tic  nos  ic- 
fhcrclics  ullcMicMircs  (î)7). 

Dr  plus  :  parmi  les  un  plans  tangents  d'une  configuration, 
ini  — 1  sont  arbitraires. 

Exemple.  —  Il  oxislc  des  tétraèdres  foiinès  par  (pialrc  plans  lan- 
j;tMils  (le  la  surface  clo  Kiinnner,  jouissant  dos  propriéU's  suivaulrs  : 
Une  même  quadrique,  S,  coupe  chaque  arête  du  tétraèdre  en  deux 
des  points  où  cette  arête  perce  la  surface  de  Kumnier,  et  passe  en 
liutre  par  les  points  de  contact  des  quatre  faces  du  tétraèdre  avec 
la  surface.  Les  douze  points  oit  S  coupe  les  arêtes  du  tétraèdre  et 
les  quatre  points  de  contact  des  faces  sont  sur  une  même  courbe  i\^ 
d'ordre  8,  de  la  famille  singulière;  une  des  surfaces  de  Kunimrr 
inscrites  à  la  surface  de  Kummer  proposée  le  long  de  Cj,  touche 
chaque  face  du  tétraèdre  le  long  de  la  conique  suivant  laquelle  cette 
face  est  coupée  par  la  quadrique  S. 

En  d'autres  termes,  les  tétraèdres  considérés  sont  des  tétraèdres 
(lôpel  pour  les  surfaces  de  Kummer  inscrites  à  la  proposée. 


(')  D'après   cela,  réqualion  de  la  surface  Inscrile  d'ordre  ini  dont  il  s'agit 
est  de  la  forme 

Si     _  V   P  P       —  n- 

0,„ J    I  I    2  ...   I    2, H  O, 

S„,  =  o  étant  celle  de  S,  et  P,  =:  o  celle  d'un  des  irn  plans  de  la  configuration. 
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97.   Reprenons  les  deux  fonctions  o  el  ^,  du  n"  Do;  on  a  la  relalion 

'^     (  y<&o{—u  —  A,--v-ix)&{i(  —  k,i'  —  ii.)Q(—i/-'/.,-i-[j.), 

qui  peut  être  interprétée  géométriquement  comme  il  suit  : 
Soient 

l'équation  d'une  quelconque  des  surfaces  d'ordre  m  qui  coupent  la 
surface  de  Kummer  suivant  la  courbe  o(u,  p)=  o  (n^  95); 

S„„  =  o 

celle  d'wne  des  surfaces  d'ordre  im  qui  touchent  la  surface  de  Kum- 
mer le  long-  de  la  courbe  ç,  (w,  v)  =  o,  qui  est  d'ordre  l\ni  et  de  la  fa- 
mille singulière; 

Ao  ^  o         et         A  =  o 

les  équations  de  deux  surfaces  d'ordre  /??,  coupant  respectivement  la 
surface  de  Kummer  suivant  les  courbes  univoques  &q(u  —A,  c  —  [J^)=  <> 
et0(;/  —  X,  r— tJL)=o(n«91). 

L'identité  (4)  peut  s'écrire,  en  désignant  par  S,„(w,  v),  . . .,  A(u,  i) 
ce  que  deviennent  les  polynômes  S,„,  . . .,  A  lorsqu'on  y  remplace  les 
coordonnées  Xf,  . . .,  x,,,  par  leurs  valeurs  liyperelliptiques  correspon- 
dant à  un  point  u,  r  de  la  surface  de  Kummer, 

S,,^(w,  f)  =  S~,(w,  v)—liA,{u,  (')A(u,  (•), 

d'où  l'on  conclut,  pour  un  point  quelconque  de  l'espace,  l'idenlité 
nouvelle 

—  4Aû(x,,  ...,^,)A(.r,,  ...,.r,)+  KG(.r,,  ...,.r..), 

K(x-,,  ...,074)  étant  toujours  le  premier  membre  de  l'équation  de  la 
surface  de  Kummer,  et  G  désignant  un  polynôme  d'ordre  2ni  —  4. 
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Si  Ton  pose 

(5)  1,„,=.S,„,-K(^., 
il  \wn[ 

(6)  i:„„=S;,-4AoA. 

La  surface  ^.2,„=^  o  est,  iraprès  (5),  une  surface  (Tordre  -i/n  loucliaiil 
la  surface  de  Kumnicr  le  long-  de  la  courbe  ç,  (w,  e)—  o. 

I/idenlilé  (('))  nionlre  (|ue  les  surfaces  d'ordre  rn  représenlées  |)ar 
léqualion 

(7)  w-A„H- coS„,-+- A  =  0, 

où  0)  est  un  paramètre  variable,  ont  pour  ciivelopp<i  la  surface  ^.,,„  =  o. 
D'ailleurs,  observons  (pie  la  surface  w' A„ -h  (oS,„H- A  =  o  coupe  la 
surface  de  Kununer  suivant  une  courbe  ayant  pour  (upialion  bypet- 
elliptique 

o  =  co'-'(-}„(//  —  A,  i'  —  [x)  B„(—  Il  —  A,  —  r  —  (jl)  H-  (;o(p(//,  e  ) 
H-0(w  —  X,  i'—  u.)0(—  u  —  X,  —  »•  —  (i.). 


c(>  (pii  peut  s'écrire,  en  remplaçant  ç(^/,  e)  par  sa  valeui-  (2), 

(«) 


[   [w0o(;<  —  X,  r  —  u.)  -h  0(w  —  X,  i^  —  [j.  )| 

I      X  [w  0o("  ''  —  ^7  —  i'  —  [x)  4-  B(—  //  —  A,  —  V  —  [X  )  1  =  o, 


La  courbe  ainsi  dé'finie  est  donc  une  courbe  uiiivoque,  du  UR'ine 
ordre  et  de  la  même  famille  que  les  deux  courbes  primitivement  con- 
sidérées et  passant  par  les  points  communs  à  celles-ci. 

Si  nous  remarquons  enfin  que,  parmi  les  surfaces 

w^Ao  ■+■  a)S,„  +  A  =  o, 
ligurenl  les  surfaces  A»  =  o  et  A  =  o,  nous  pouvons  dire  que  : 

Toute  surface  cV ordre   m,   passant  par  une    courbe  univoque 
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d'ordre  ^m^  est  inscrite  (')  «  une  surface  d'ordre  im  qui  louche 
la  surface  de  Kummer  suivant  une  courbe  de  la  famille  singu- 
lière. 

De  plus  :  Etant  données  deux  surfaces  d'ordre  m,  passant  rrs- 
pectiçe/nent  par  deux  courbes  univoqucs  d'ordre  l\m  et  de  la  mênic 
famille,  on  peut  toujours  trouver  une  surface  d'ordre  im.,  S,  in- 
scrite aux  deux  précédentes  et  touchant  la  surface  de  Kummer  le 
long  d'une  courbe  (^d'ordre  l\m^  de  la  famille  singulière. 

Les  courbes  de  contact  de  la  surf  ace  d'ordre  im  avec  les  deux 
surfaces  d'ordre  m  primitives  sont  sur  une  troisième  surface 
d'ordre  m. 

Enfin,  la  surface  d'ordre  im,  2,  admet  un  système  de  surfaces 
inscrites  d'ordre  m,  parmi  lesquelles  figurent  les  deux  surfaces 
primitives,  et  qui  coupent  toutes  la  surface  de  Kummer  suivant  des 
courbes  univoqucs  d'ordre  f\m,  d'une  même  famille,  ayant  'ini' 
points  communs  (-). 

On  peut  ajouter  que  le  lieu  des  points  doubles  de  ces  courbes  uni- 
voques  est  la  courbe  d'ordre  4 '^^  de  la  famille  singulière  considérée 
plus  haut. 

La  propriété  (4°)  des  configurations  signalées  au  n°  96  est  une  ap- 
plication immédiate  du  théorème  précédent. 

La  réciproque  de  ce  théorème  est  vraie,  et  s'énonce  ainsi  : 

Si  une  surface  d'ordre  im,  inscrite  à  la  surface  de  Kummer  le 
long  d'une  courbe  (^d'ordre  l^m^  de  la  famille  singulière,  est  l'en- 
veloppe de  surfaces  d'ordre  m,  dont  V équation  renferme  au  second 
degré  un  paramètre  variable,  celles-ci  coupent  la  surface  de  Kum- 


(')  Nous  dirons,  comme  toujours,  que  deux  surfaces  sont  inscrites  Tune  à 
l'autre  lorsqu'elles  se  touchent  tout  le  long  de  leur  intersection. 

(-)  L'identité  ^2;;i=  Sf„  —  4A.0A  montre  que  les  points  communs  aux  surfaces 
S„i=:o,  Ao  =  o,  A  :=  o  sont  des  points  doubles  de  Sj^j  ;  or,  parmi  ces  points 
figurent  (n°95)  les  points  communs  aux  courbes  univoques  f)o(«  —  X,  v  —  V-)^^  o 
et  Q{u  —  }>,  V  —  |jl)  rr  o.  Donc  : 

La  surface  S  a  m^  points  doubleSy  parmi  lesquels  figurent  les  im^  points 
communs  aux  courbes  uni\'oques  primitives. 
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/nrf  proposée  s(fi\(t/tf  (/es  cok/Ik'.s'  itni\oqurs,  appartenant  à  la 
nirnic  fa/ni/fc,  ri  pasfiant  toutes  par  les  points  comiiums  à  drit.v 
i/'t'ntrr  <7A'.v. 

Soil,  cti  dlcl.  lasiirfiuc  (Tordre  2///,  ^1.,,,,  =--  o, 
(«))  1„„-.S:,-  ÎA..A, 

(Miveloj>|)e  dos  surfaces  d'ordre  m,  w*  A^  -h  coS,„  -f-  A  =  o. 

Si  elle  est  inscrite,  le  loi^g-d'une  courbe  de  la  famille  singulière,  à  la 
surface  de  Kumnier,  en  cha(|uc  point  de  celle-ci,  on  aura 

-•.«(■'' ,'\)  =  ?';('^  ♦■')' 

0^  (  n,  \)  ('lant  une  fonction  thêta  impaire,  d'ordre  iin  et  de  curactc- 
rish(|ne  nulle.  On  a,  d'ailleurs,  en  cluujue  point  de  la  surface  de 
KunnutM", 

S,„(.r,,  ..  .,./•/)  ^  0(1/,  r), 

s  «'tanl  une  fonction  d'ordre  '2m,  de  caractéristique,  nulle  cl  paire. 

I/<'\pression  (9)  de  So,,,  donne  ainsi,  sur  la  surface  de  Kummcr,  la 
relation 

(>^)  'i-V,A  =  -^^  -  f^  =  (o  -9,)(?  +-?.)- 

Or,  sur  la  surface  de  Kummer,  Aq  et  A  sont  égaux  à  ddix  fonc- 
tions thcta,  Ou(m,  v)  et  6(w,  c),  paires,  d'ordre  2m  et  de  caractéris- 
tique nulle;  d'après  cela,  Oo(w,  r)  ne  peut  être  égal  à  aucune  des  fonc- 
tions d'ordre  2/y/,  cp  —  o,  cl  z>  -h  ^,,  qui  ne  sont  pas  paires,  et  de  niênicr 
pour  0(m,  i).  On  en  conclut  nécessairement  que  Oo(w,  v)  et  0(m,  c)  s(î 
décomposent  chacun  en  un  produit  de  deux  fonctions  thêta,  d'ordre 
inférieur  à  2/// 

0,(./,  r;  =  Oi.O;i,         ^(n,v)  =  ()'(}" 
et  ({uc  1  on  a 

(n)  20;,0"  =  9-^9,,         2Ôi;G'  =  9 -f-o,. 
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Mais  si  Ton  change  u,  p  en  —  w,  —  v,  6(,  etô  ne  changent  pas,  ^  —  o^ 
et  9  +  9,  sont  permutés  Tun  dans  l'autre  :  il  en  résulte  bien  facile- 
ment que  6'^  et  0'^,  de  même  cjue  G'  et  0"  se  permutent  c{uand  on  change 
les  signes  de  m,  p;  c'est-à-dire  que  0^  et  G  sont  de  la  forme 

(K{ii,  r)  =  0'^(n,  r)G;(-  «,  -  r);       G(//,r)  =  0'(./,  rVJ'(-  //.  -  r), 

0|,  et  G'  étant  des  fonctions  thêta  d'ordre  m. 
On  en  conclut,  d'après  (i  i), 

o(u,  r)  =  0„(;/,  r)G'(-«, -r)4-0;,(- f/,  -r)G'U^r), 

et  pour  que  o(u,  ç)  soit  une  fonction  de  caractéristique  nulle,  il  faut 
<|ue  les  fonctions  G,,  et  G' aient  les  mêmes  multiplicateurs  (n''  1),  cVsl- 
à-dire  qu'on  puisse  les  mettre  sous  la  forme 

G  (u,  v)  =  &  (il  —  À,  r  —  ui), 

A  et  [x  étant  deux  constantes  et  &o(ii,  <  ),  0(w,  v)  désignant  deux  fonc- 
tions thêta  d'ordre  m  à  caractéristique  nulle. 

Des  lors,  la  surface  w^Ao -f- wS^ -h  A  =  o  coupe  la  surface  de 
Kummer  suivant  la  courbe 

o  =  to-  00  (  w  —  A,  r  —  UL  )  ©0  (  —  «  —  A,  —  r  —  u. )  -h  to  o  (  m,  t- ) 
4-  &(u  —  A,  ^•  —  u.  )  0(—  «  —  A,  —  ç  —  a), 

c'est-à-dire 

o  ==  [w0o(f^  —  A,  c  —  u.)  -H  &( Il  —  X,  r  —  u.)] 

X  [co &o(—  ^i  —  A,  —  p  —  ul)  -h  &(—  u  —  A,  —  r  —  a) : 

ce  qui  démontre  la  réciproque  à  établir. 

98.  Les  propositions  qu'on  vient  de  faire  connaître  donnent  une 
définition  géométrique  des  courbes  univogues,  et  rendent  à  peu  près 
évidentes  celles  du  n**  95.  On  voit  que  les  courbes  univoques  sont  dé- 
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loiipées,  sur  la  surface  de  Kiiinmor,  par  des  surfaces  Inscrilcs  à  celles 
(|ui  loucluMit  la  surface  de  Kuiumer  le  long  de  courbes  de  la  famille 
siui;ulière. 

Par  e\eMndt\  les  plus  simples  des  courbes  uuivo(jues  après  les  sec- 
lious  par  les  plans  tan^cnls,  c'esl-à-dire  les  coi/rhcs  itiiivoqucs  dr 
linitirme  ot'dfCy  sont  ilccotipcrs  par  les  quadriqucs  inscrites  aux 
surfaces  de  h  animer  qui  touchent  /a  proposée  le  lonf^  des  courbes  C„ 
de  la  famille  si/t^^ulii're. 

ÎM).  ()ii  peul,  suivanl  nue  maiclie  analo|^ue  à  celle  du  n"  î)5,  arri- 
\»'r  à  d'aulres  propriétés  des  courbes  univoques. 

Soil,  en  elVet,  2ro(//,  c)  la  fonction  normale,  d'ordre  un,  de  caraclé- 
risli(pu'  null(>:la  fonction 

/■(//,  S-)  =  .r„(-  u  —  A',  —  i-  ~  [A')0n(//  —  >.,  r  —  [x) 

+  z,,{u  -  \\  c  -  u.')0„(—  u  —  A,  —  e  -  (i.), 

où  X  el  u'  sont  des  constantes,  est  évidemment  paire;  elle  sera  une 
tonclion  ibèla  normale  (d'ordre  m  +  1),  et  de  caracténstique  nulle, 
si  \'n\\  a 

A  ;:=  /;i  A,  UL  =  in  [X. 

\'A\  ce  cas,  la  fonction 

/,(//,  c)  =  ^e(—  U  -  A',  —  c  -  [V)  (-)„(//  —  A,  r  —  [J.) 

—  £r„(M  —  A',  c  —  \k')QJ—  u  —  1,  —  r  —  [x) 

sera  une  fonction  tbèta,  d'ordre  /y/ H- 1 ,  de  caractéi'isli(|ue  nulle,  et 
impaire. 

(  )n  peut  maintenant  reproduire  avec  les  fonctions  f  et  /', ,  les  rai- 
sonnements faits  plus  baut  avec  o  et  o,  ;  on  arrive  ainsi,  sans  diffi- 
culté, aux  résultats  suivants  : 

\.  Soit  une  courbe  uniroque  quelconque  d^ordi'e  ^m'  -\-f\.  Par 
ses  {im' -\-  i)-  points  doubles  on  peut  mener  une  surface  d'ordre 
m'  -h  } ,  la  coupant  en  outre  en  l\  m'  -h  2  points,  qui  sont  situés  dans 
un  même  plan  tan gent  de  la  surface  de  Kummer.  Ce  plan  tangent 
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reste  fixe  pour  toutes  les  courbes  univoques  d' un  même  ordre  et 
d'une  même  famille;  son  point  de  contact  est  également  situé  sur  la 
surface  d'ordre  m'  +  i . 

Les  (2m' -h  tY  points  doubles,  les  f\m'  -^  i  points  simples  précé- 
dents sont  situés,  avec  le  point  de  contact  du  plan  tangent,  sur  une 
courbe  d'ordre  [\(^m' -\-  i)  de  la  famille  singulière  tracée  sur  la. 
surface  de  Kummer. 

Toute  surface  d'ordre  im'  -\-  i,  qui  passe  par  une  courbe  u/ii- 
voque  d'ordre  S  m'  -h  4,  est  inscrite  à  une  surface  d'ordre  2.  m'  -h  1 
qui  touche  elle-même  la  surface  de  Kummer  le  long  d'une  courbe 
de  la  famille  singulière. 

Exemple.  —  Les  courbes  univoques  d'ordre  douze  sont  découpées 
sur  la  surface  de  Kummer  par  les  surfaces  cubicjiies  (sans  point 
double)  inscrites  à  une  des  surfaces  de  Kummer  qui  touchent  la  pro- 
posée le  long-  des  courbes  Cg  de  la  famille  singulière,  et  réciproquement. 

II.  Soit  une  courbe  univoque  quelconque  d'ordre  8m'.  Par  ses 
4m'^  points  doubles  et  par  une  quelconque  des  coniques  de  la  sur- 
face de  Kummer  on  peut  mener  une  surface  d'ordre  m'  -\-  1 ,  cou- 
pant en  outre  la  courbe  proposée  en  [{in  points  {^non  situés  sur  la 
conique  choisie),  qui  sont  dans  un  même  plan  tangent  de  la  sur- 
face de  Kummer.  Ce  plan  tangent  reste  le  même  pour  toutes  les 
courbes  univoques  d'un  même  ordre  et  d'une  même  famille;  son 
point  de  contact  est  également  sur  la  surface  d'ordre  m'  -h  i . 

Les  l\m'-  points  doubles,  les  l\ m'  points  simples  précédents  sont 
situés,  avec  le  point  de  contact  du  plan  tangent,  sur  une  surface 
d'ordre  m'  -h  2,  passant  par  trois  coniques  de  la  su/ face  de  Kum- 
mer qui  forment,  avec  celle  primitivement  choisie,  un  groupe  de 
Rosenhain. 

Si  Ton  choisit  successivement  les  seize  coniques  de  la  surface  de 
Kummer,  les  seize  plans  tangents  qui  figurent  dans  l'énoncé  précé- 
dent se  déduisent  de  l'un  quelconque  d'entre  eux  en  augmentant  u  et  v 
de  demi-périodes;  ils  forment  donc,  ainsi  c{ue  leurs  points  de  contact, 
une  configuration  remarquable,  étudiée  par  MM.  Rohn  et  Klein,  et 
sur  laquelle  nous  n'insisterons  pas. 

Journ.  de  Math.  (4'  série),  tome  IX.  —  Fasc.  II.  189?.  22 
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100.  Los  doux  propositions  I  et  H  sont  ôg;\lonioiil  applical)los  aux 
oourbcs  univoquos  décomposées  en  sections  do  la  surface  par  des  plans 
tangents;  signalons,  par  exemple,  comme  conséquence  de  II,  ce  lliéo- 
rômo  : 

Soit  un  couple  de  plans  tangents  de  la  sur/ace  de  Kurnnier,  et, 
sur  l'arête  de  ce  couple,  un  quelconque  des  deux  couples  de  points 
conjugués  du  couple  de  plans  :  par  les  deux  points  du  couple  choisi 
et  les  points  de  contact  des  deux  plans,  on  peut  mener  une  sextiquc, 
passant  par  les  dix  points  doubles  de  la  surface  de  Kuînniei'  qui 
ne  sont  pas  situés  dans  un  même  plan  singulier,  quelconque  d'ail- 
leurs. 

\in  transformant  ce  résultat  par  réciprocité  (n"  78),  ou  à  Taidc 
d'une  démonstration  directe  facile,  on  arrive  à  cette  nouvelle  proposi- 
tion, (jui  nous  sera  utile  plus  tard  : 

Les  points  de  contact  d'un  couple  de  plans  tangents  de  la  surface 
de  Kummer  et  les  deux  points  d'un  des  couples  conjugués  sont  sur 
une  même  courbe  d'ordre  huit,  de  la  famille  singulière^  ayant  un 
point  triple  en  un  des  seize  points  singuliers  {arbitraire  d'ailleurx) 
de  la  surface  de  Kummer. 

Il  serait  aisé  d'étendre  encore  les  théorèmes  qui  précèdent  en  rem- 
plaçant la  fonction  ^o(w,  t')  introduite  au  commencement  du  n"  9Î), 
par  une  fonction  normale,  à  caractéristique  nulle,  d'ordre  quel- 
conque; ces  applications  de  la  méthode  générale  n'offrent  aucune 
difficulté.  (A  suivre.  ) 
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Etude  sur  les  propriétés  des  fonctions  entières 
et  en  particulier  d'une  fonction  considérée  par  Riemann  (*) 


Par  m.  J.  HADAMARD. 


1.   La  décomposition  d'une  fonction  entière  F(a?)  en  facteurs  pri- 
maires, d'après  la  méthode  de  M.  Weierstrass, 


•^\,,0,M, 


(•)  Fw=«"'"n('-ç' 


a  conduit  à  la  notion  du  genre  de  la  fonction  F. 

On  dit  que  F  est  du  genre  E  si,  dans  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (i),  tous  les  polynômes  Qp  sont  de  degré  E,  et  que  la  fonction 
entière  G(x)  se  réduise  également  à  un  polynôme  de  degré  E  au 
plus. 

Dans  un  article  inséré  au  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de 
France  (^),  M.  Poincaré  a  démontré  une  propriété  des  fonctions  de 
genre  E.  L'énoncé  auquel  il  est  parvenu  est  le  suivant  : 

Dans  une  fonction  entière  de  genre  E,  le  coefficient  de  x"\  mul- 


(')  Les  principaux  résultats  contenus  dans  le  présent  Mémoire  ont  été  pré- 
sentés à  l'Acadéniie  des  Sciences  dans  un  travail  couronné  en  1892  (grand  prix 
des  Sciences  mathématiques). 

(^)  Année  i883,  pages  i36  et  suiv. 
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liplic  par  la  racine  E  -i-  i"""""  du  produit  des  m  premiers  nombres, 
tend  vers  zéro  quand  m  croit  indéfiniment. 

•le  ino  propose  de  compléter  ce  lliéorème  en  éludianl,  d'une  laçoii 
iitMiérale,  les  relations  (pii  lient  les  propriétés  d'une  fonction  entière  à 
la  loi  de  décroissance  des  coefficients  et,  particulièrement,  en  déuKin- 
Iranl  la  proposition  inverse  : 

N/  le  coejjicient  de  .<"'  est  moindre  que  -^i  la  fonction  est,  en 

(  m  !  )>^ 
licné'ial ,  de  ge/tre  moindre  qi/e  X. 


PHKMIKUK  PAUTIi:. 

HKLATIONS  ENTHE  L.V  I.Ol  HE  DÉCKOISS.VNCE  DES  COEFFICIENTS  ET 
LOIIDRE  DE  GRANnEUH  DE  LA  FONCTION  POUR  LES  (iRANDES  VALEURS 
DE    LA    VARIABLE. 

2.  Le  développement  taylorien  d'une  fonction  entière  est  caiaclé- 
risé  (')  par  cette  circonstance  que  la  racine  m'''°*  du  coefficient  de  .%■'" 
tend  vers  zéro  quand  m  augmente  indéfiniment. 

Si  donc  une  fonction  entière  F(.x-)  est  donnée  par  le  développc- 

llU'Ilt 

(2)  ^(^)  =  cio  -h  tti  X  -h  . . .  -h  a^x'"  -h  . . . , 

le  module  de  a,„  ])eut  être  représenté  par  r— — -^>  où  '^{fff)  est  [)ositif 

et  infini  avec  m. 

Pour  ol)tenir  une  quantité  supérieure  au  module  de  V(x),  nous 
ixMuplacerons  chaque  terme  de  la  série  (2)  par  son  module,  de  sorte 

(lue  nous  pourrons  considérer  a,„  comme  ét?al  à  7^- — -%—  et  x  comme 
1  r  m  o  [(û(m)]"' 

réel  et  positif. 


(')  Hadamard,  Essai  sur  l'étude  des  fonctions  données  par  leui  développe- 
ment de  Taylor,  n"  6  (ce  Journal,  4"  séi'ifi,  t.  VIII). 


propriétp:s  des   fonctions   entières.  i^3 

Nous  supposerons,  en  outre,  que  9 (/m)  est  une  fonction  continue  et 

k      . 
croissante,  avec  cette  condition  que  L9(m)  H soit,  à  partir  d'une 

certaine  valeur  de  w,  constamment  croissant,  quel  que  soit  le 
nombre  k. 

Dans  les  cas  usuels,  ces  hypothèses  se  trouvent  vérifiées  d'elles- 
mêmes;  mais  on  peut  les  supposer  vérifiées  dans  le  cas  le  plus  général, 
à  la  condition  de  remplacer,  d'une  manière  convenable,  certains  coef- 
ficients a,n  par  des  nombres  plus  grands,  ce  qui  est  permis,  puisque 
nous  agrandissons  ainsi  la  somme  de  la  série  (2). 

En  un  mot,  on  peut  déterminer  une  fonction  y^m)  au  plus  égale, 
pour  les  valeurs  entières  de  m,  au  module  de  a,n  (l'égalité  ayant  lieu 
pour  une  infinité  de  ces  valeurs)  et  telle  que  la  fonction 


(3) 


cp(/;0=  \yXm) 


satisfasse  aux  conditions  que  nous  venons  d'indiquer. 

5.  A  cet  effet,  soit  a,„^  le  premier  coefficient  non  nul.  La  ({nantit»' 

j  iii—m„  /  ^ 

!      v/~^  '  diminuant  indéfiniment  à  mesure  que  m  augmente,  doit 

prendre  nécessairement  une  valeur  plus  grande  que  toutes  les  autres. 
Soit  m,  l'indice  correspondant.  Pour  les  valeurs  entières  de  ni  com- 
prises entre  m^  et  /;ï,,  nous  prendrons  comme  valeurs  de  y(fif)  les 
termes  successifs  d'une  progression  géométrique  ayant  pour  premier 

rme r  et  pour  dernier  -j r  5  dont  la  raison   sera,    par  suite, 


ter 


'1— "'u//7 


;  ce  qui  revient  (en  faisant  intervenir  non  seulement  les  va- 

eurs  entières  de  m,  m;iis  les  valeurs  fractionnaires  ou  incommensu- 
rables) à  prendre  pour  /,(/»)  une  certaine  exponentielle  de  la  forme 

gam-b^  OÙ  l'on  aura  a  = 


V 


Soit  de  même  m.,  l'indice  plus  grand  que  m,  pour  lequel  la  quan- 


tité 


''"'  /a 
V   «» 


prend  la  plus  grande  valeur.  Entre  m  =  m^  et  m  =  m.,. 


on  prendra  pour  valeurs  de  y^(/n)  les  termes  successifs  d'une  progrcs- 
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sion   j;voiuélri(jiie  ayant  pour  prcmior  tonne  -j -r  et  [)Our  dernier 

>  T  •  1  .  ,  .     I  '"'-'"' /â^u  I  1 

-T—  -  •  La  raison  de  cette  progression,  a  savoir        1  /  - — '  >  sera  plus 
grande  (pn^  la  précédente,  car  l'inégalité 

1/—  <      v/— 

^  I  — "  r 


«/H,—  III.       fj  [lit,-  III, 

"•o  "'M 


peut  s'écrire 


v/—  >     v/— 


On  considérera  ensuite  la  valeur  m^  de  />?  pour  hujuelle 
seia  le  |)lus  j^rand,  et  Ton  continuera  ainsi  indéfiniment. 


sj-,. 


i.   Au  reste,  ces  opérations  peuvent  se  ramener  à  la  construction 
iiien  connue  du  j)olygone  de  Newton. 

Pour  cela  on  considérera  m  comme  Tahscisse  d'un  point  M  (/i'^.  1) 

doni  lOrdounée  sera  fournie  par  la  valeur  corres|>ondanle  de  I 


iMg.  I. 


-Nous  aurons  ainsi  une  suit^  indéfinie  de  points  représentant  l(;s 
diflërents  coefficients  de  notre  série. 

Prenons  alors  une  demi-droite,  tout  d'abord  parallèle  à  la  partie 
négative  de  l'axe  desj^,  et  que  nous  ferons  tourner  autour  du  premier 
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n.) 


point  représentatif  clans  le  sens  trigonométrique  jusqu'à  ce  quelle 
passe  par  un  ou  plusieurs  des  points  suivants.  Ce  sera  le  premier  coté 
AB  de  notre  polygone.  Pour  obtenir  le  second,  nous  considérerons 
une  droite  issue  du  point  B  et  que  nous  ferons  tourner  autour  de  ce 
point,  etc. 

Continuant  ainsi  à  la  manière  ordinaire,  nous  tracerons  une  ligne 
brisée  convexe  ABC. . .  d'une  infinité  de  côtés,  qui  passera  par  une 
infinité  de  points  représentatifs  et  laissera  tous  les  autres  en  dessus. 
Les  coefficients  angulaires  des  côtés  pourront  être  d'abord  négatifs; 
mais,  à  partir  d'un  certain  moment,  ils  deviendront  nécessairement 
positifs  et  môme  de  plus  en  plus  grands. 

L'ordonnée  de  cette  ligne  brisée  représente  le  logarithme  de  la  fonc- 
tion y  (m)  définie  au  numéro  précédent,  et  le  coefficient  angulaire 
de  OM  donne  la  valeur  de  L'p(/;?), 

o.  Nous  voyons  tout  d'abord  que  y\m^  est  une  fonction  crois- 
sante, et  de  manière  que  le  rapport  - — - — ~  soit  aussi  croissant.  Il  en 

résulte  que  la  fonction  cp(m),  laquelle  a  une  dérivée,  sauf  en  des 
points  isolés  ('),  est  elle-même  constamment  et  indéfiniment  crois- 
sante. 

En  outre,  m^  étant  un  entier  quelconque,  la  fonction  hy(m)  est, 
entre  m  =  iti^  et  m  =  ni^  -h  i,  de  la  forme  ani  —  b,  où 


a  =  hyinio  +  i)—  L/(/??o), 
b  =  -(mo  -f-i)L/(mo)-+-  moLy(mo-h  i) 
=  mo(mo-+-T)[Lcp(mo-4-i)— Lcp(mo)]. 

ho(m)  étant  par  suite  de  la  forme  a »  la  quantité  L 9 


k 

—  sera 
m 


(')  Si  Ton  voulait  que  y  et  par  suite  cp  aient  une  dérivée  pour  toute  valeur 
de  m  (ce  qui  n'est  pas  nécessaire  pour  la  suite),  il  suffirait  de  circonscrire  au 
polygone  ABC...  une  courbe  convexe,  ce  qui  est  évidemment  possible,  par 
exemple  à  l'aide  d'arcs  de  coniques  se  raccordant  entre  eux  aux  sommets  succes- 
sifs. On  verrait  aisément  que  les  autres  propriétés  des  fonctions  /  et  cp  subsiste- 
raient dans  ces  nouvelles  conditions. 


I  "(i  .1.      IIM)VMM»I>. 

croissaiilo  si  />>/i.  Ccc\  (levant  rtic  vrai  (jiicl  ([iic  soil  le  iioiiihrc  A, 
pourvu  que  Ton  prenne  /;/„  assez  i;raii(l,  nous  avons  à  nionliMT  (\ur  h 
anginenle  indêfîniment  avec  m^. 

Or  h  est  eonstanunenl  croissant,  car  rinéi;alité 

w\.y\ni  -f-  i)— (///  ■+-  \)\ay^{m)^.Xni  -  \)\jyyin)—  //i\j/(/n    -  i) 

est  e(|uivalenle  à  Tiné^alité 

\^y{ni  -4-1)—  \./{fn)>\y/{nt)—  ]jy(  nt  —  i). 

D'ailleurs,  si  h  restait  inférieur  à  une  (pianlilc  fixe  A,  on  aurait 

L!p(w -h  i")— L^ (/;/)< 


ffl  (  //«  4-  I  ) 


Cl,  connue  le  second  membre  est  le  lermc  général  (Tinie  série  conver- 
ii^enle,  cp  sei^ait  Uni  pour  ///  infini,  ce  <pii  est  contraire  à  nos  l»ypo- 
tlièses. 

La  fonction  z>,  définie  comme  il  vient  d'être  dit,  remplit  donc  les 
conditions  (pie  nous  nous  sommes  imposées.  Nous  remarquerons  que, 
moyennant  ces  conditions,  X  étant  un  nombre  fixe  supérieur  d'aussi 
peu  (jue  Ton  veut  à  l'unité,  on  a,  pour  les  grandes  valeurs  de  ///, 

car  la  fonction 

L9(//;^)— Lo(//<)-f- r-^  (-5 ^), 

~  .  >      /        \  —  ,  \trn         m  j 

considérée  comme  fonction  de  t,  est  croissante,  d'après  nos  liy[)o- 
thèses,  à  partir  de  /  =  i ,  si  m  a  été  pris  suffisamment  grand,  lùant 
nulle  pour  /  =  i,  elle  sera  positive  pour  /  =  X,  d'où  résulte 

a.  Cela  posé,  soit  'l'(.x)  la  fonction  inverse  de  (p,  qui  est  également 
une  fonction  positive,  continue  et  croissante  d'une  variable  positive. 
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I (l.r 

Je  dis  que  F(x)  c/'o//  moins  vite  que  ./- r"  ^  ,  le  nombre  £  étant 
positif,  mais  aussi  petit  qu^on  le  veut. 

Pour  le  démontrer,  soit.x'  un  nombre  supérieur  à  .r.  Dans  la  série 
qui  représente  ¥{x')^  considérons  le  dernier  terme  qui  soit  plus 
grand  que  i,  c'est-à-dire  tel  que  ^(m)<^x' .  Son  rang-  nio  sera  le  plus 
grand  entier  contenu  dans  '\)(^x'). 

Avant  isolé  les  m^  premiers  termes  pour  en  former  un  premier 
groupe,  nous  séparerons  un  second  groupe  allant  depuis  m  =  /7^,  -h  i 
jusqu'à  la  plus  grande  valeur  de  m  (\m  satisfasse  à  l'inégalité 


o{nn<x'{i  +  ^y. 


valeur  qui  sera  désignée  par  di  ^ . 

Le  nombre  rn^  augmentant  indéfiniment  avec  x^  le  rapport  — ^  tend 

vers  l'unité,  car  l'inégalité  (4)  montre  que  ce  ra[)port  ne  saurait  de- 
meurer supérieur  à  aucun  nombre  X  plus  grand  que  i . 

Enfin  un   troisième  groupe  comprendra  ce   qui  reste   de  la  série 
depuis  le  terme  de  rang  /?/,  h-  i  jusqu'à  l'infini. 

Dans  la  combinaison  F(  .r'  )—  (  —  j     F(.x),  les  /?/„  premiers  termes 

donneront  une  somme  négative.  Quant  aux  termes  suivants,  le  terme 
en  x'""'^^  donnera 


a. 


r,.' 'Il    -f-A 


/  X'  \  "  ~  ''  '■  (  7  )  .    ,  .  /x'\ 

Remplaçons  f  —  j    =  e         '    par  la  quantité  plus  petite  i  —  khi  —  y, 

nous  voyons  qu'il  nous  reste  le  produit  de  L(  —  j  par  une  somme  de 
termes  de  la  forme  ha,„^_^_/,x''""^^. 

Considérons  d'abord  les   termes  du  deuxième  groupe.  a,„  _^/,x'"''^''' 
étant   inférieur   à    i,  la   somme   correspondante    sera    moindre   (jue 

(m,  —  /«o)*     r\  T^/     /\  .    •  , 

—  .    •  Ur  nous  pouvons  supposer  que  b  [x  )  est  supérieur  a 

Journ.  de  Malli     (4'  série),  lome  l\.  —   Kasc.   II,   iSyS.  2  ) 


l'jS  .1.     IIVUAMMU». 

sans  t|ii(>i  le  llu'orriiir  scr.iil  dôinonlrô:  ol  nous  allons  voir"  cpuMlans 
CCS  l'ondilions  II»  lappoi'l       ,-,- — ,~-  Iciul  vers  zcro. 

Dahord   il   nous  snllil  île  nous  ocruix'i'  de  ,,    ",    >  iinisciiic  -   '    Icnd 

vers  I.  (  )r  la  (inanhlo      '    — est,  a  uarlu' d  un  ocrlani  nionicnl,  plus 

«îrandc  (inc  -  ^   pnistinc  la  lonclion   \jZ>(//f)-\ esl  croissanlc.    Par 

l'in  Ç'  I  m  \ 

suite  rinlri;ral(^  c     '""'         est  plus  iirando  (\i\c  A/;/',  A  élanl,  une  con- 

slanlc  dillorrnlf  do  o.  v  {.r  )  olant  suppose  plus  j^rand  (picvr       ^""'       , 

I  '"  \  I  I  • 

Ir  rapiiitii  ,,  Icinl  hicn  vlts  zéro. 

Dans  les  ternies  du    h'oisirnie  ^l'oupe,  rt,„,4./,  f  "'"^'' est   moindre  (pic 

/ \         •   (-es   h'rnies    donnenl    donc    une   somme   inferii'urc   à 


la  somme  >  A —  z=[^/n„-{-  i  )-,  laquelle  est,   comme  la  précé- 

/^.     (  I  -h   -  ) 

dente,  de  la  forme  îl"(\r');  de  sorte  que  Ton  peut  écrire 


'i"-^m>''^<ir 


Prenons  les  lojj;arilhmcs,  divisons  ])ar  L[    -  J  et  faisons  tendre  .x' 


vers  .r,  nous  aurons 

ce  <pii,  en  intégrant,  donne  bien  (  '  ) 

(6)  F(x)<  A  x^'^  """■'', 

A  étant  fini. 


(')  Plus   exactement,  nous  voyons  que,  pour  les  valeurs   de  x   plus   i^randes 

qu'une  certaine  limite,  ou  bien  F(.r)  est  moindre  que  e^  '  ,  ou  bien  f)n  a 
Tinégalité  (5).  Ceci  suffit  manifestement  pour  (|ue  Finégalilé  (6)  soit  constam- 
ment vérifiée. 
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Par  exemple,  pour  la  fonclion 

(7)  S(x)  =  ^q-'x"\  |ryj<i 

1)1=0 

qui  est  une  moitié  du  développement  d'une  fonction  0(r)  où  l'on 

,        -liTZ  ~  I 

aurait  pose  c      '"  —  xj ,  on  a 

(en  désijj;nant  par  /■  le  module  de  -  j;  d'où 

En  appliquant  le  théorème  précédent,  on  voit  que  .f (x)  augmente 

/>  1^-  liv  L'y 

indéfiniment  moins  vite  que  ("^  '  '    '  =:=  6'^'',  ce  qui  est  bien  conforme 
aux  résultats  fournis  par  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  (^V 

7.   Envisageons  en  particulier  le  cas  où  l'on  a 

a  étant  un  nombre  positif  (juelconque. 

Les  formules  connues  pour  l'approximation  de  la  fonction  V  nous 
montrent  que  cette  expression  est  de  la  forme 


■  (  /«  4-  I  ) 


(')  Les  formules   connues  correspondant   à   Taddition    des  périodes   dans    la 
fonction  0  donnent 

i(.r)<Ae^-. 

La  limite  donnée  par  le  théorème  précédent  est  donc  un  peu  troj)  élevée,  ce  dont 
il  sera  rendu  compte  plus  loin. 


l8o  J.     UADAMARD. 

A  l'ianl  lîni,  de  sorlo  i\\\c  nous  pouvons  prendro 

Il  rlanl  uno  conslanh'. 

<];(.rVscM'a  di'  la  l'oiinc  ri.r*  et  rintô<;ralc  j  -——- dr  aura  la 
inrnu' l'ornio.   Nous  an  i\ons  donc  à  rénoncô  suivant  : 

N/  h'  cocfjîciciit  lie   r'"  csl  nioiudn'  (luc ,-■,   la    fond  ion   ci-oil 

moins  rifc  (jnc  r"'",  on  II  est  une  cciiainc  constnnic. 

8.  Au  rosli',  dans  cm»  cas  parliculici',  on  ai'i'ivcrail  à  la  nicnic  con- 
clusion [)ar  la  comparaison  dircclo  des  deux  séries 

i  hupielle,  en  verlu  des  proj)i-iélés  de  la  fonclion  \\  jx'ul  êl  re  subsliluée 

1  •  '    v     •*■'"    '\ 

dans  notre  laisonnemenl  a   >  -    -,-77    »  el 

^  (m  !)«  / 

n 

'^r(i4-//)* 

Va\  posant  -  —  ui'  et  comparant  les  parties  des  deux  séries  (pii  cor- 
respondent au.v  valeurs  de  ni  et  de  m'  comprises  entre  les  mêmes 
liiniles,  on  reconnaît  aisément  que,  [)our  a  ^  i,  on  a 

_^  r'"  - 

^  r(//ta-T-  i)   ""-         ' 
et,  p(nir  a  <;  i , 

où,  bien  entendu,  E  (  -  1  désigne  le  plus  grand  entier  contenu  dans  ;  • 
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Enfin,  si  a  est  un  nombre  entier,  on  peut  mettre  ce  résultat  en  évi- 
dence par  l'emploi  de  la  formule 


^9)  i; (£iT» = ^^X  /  --X  ^•'''•-"'■■' '•-'rfo,rfo,...rfo,._„ 

où  Fa_,  est  une  fonction  finie. 

On  peut  démontrer  cette  formule  en  partant  de  la  remarque  sui- 
vante : 

Si 

/,  (^x)  =  «0  +  «I  -^  +  •  •  •  -^  a^n-r'"  +  .  .  . 
et 

/,  (  x)  =  h^  ^h^x  + . . .  +  /;,„.x'"  -\- ... 

désignent  des  séries  entières,  la  valeur  de  la  série 

/.,  (:«7)  =  a„  />o  4-  rt,  Z>,  07  H- . . .  +  a,n  b,n  x'"  -f- . . . 
sera  donnée  par  l'intégrale  définie 

(lo)  /,(,r)  -^  ^'-    /""/,(xt^r>'9)/,(.r'-^e-«)r/0, 

u.  désignant  un  exposant  quelconque  compris  entre  o  et  i. 

D'après  cela,  supposons  la  formule  (9)  démontrée  pour  nue  certaine 
valeur  de  a.  Nous  pourrons,   dans  l'égalité  (10),  faire  /,  (  .x- )  =  «"'', 

/\(x)  —  7,  ,   \^^  avec  ix  =  Cette  égalité  prendra  J)ien  alors  la 

forme 

1  (t^tf^ = d:^r  r-T  "'"'''"■■'■ '-'<">'  '«»■-'".. 

pourvu  que  l'on  pose 

La  formule  (9)  conduit  d'ailleurs  précisément  à  l'évaluation  pré- 


l8-2  .1.     l(\l>\M\ltl). 

«^        f»i 

(imIciiiiiumiI  (>l>l(Miii»'  nom   la  série»    >    -~-t;«>  <"'"'  riiiU'iiralc  (iiii  liîJuic 

I  ,^^  [m  ])"■  ^  ' 

au  socoiul  iiHMiihiH'  csl  o\  idciiiinciil  plus  pclilc  (|ut'  f ^"  ' '"  ^  où  J\|  csl  le 
Miodulf  uiaxiuuiui  «le  F,.,. 

î).  InverscMiUMil.  on  peut  chercluT  la  loi  do  dôcMoissance  dos  coof- 
licioiits,  connaissani  la  loi  i\c  croissance  flo  la  Joncliou  [)ouilos  yrandos 
\alours  do  .r. 

Dans  son  Mémoire  prôcédommcnt  cité,  M.  Poincarc  résout  cette 
ipioslion  |)our  lo  cas  particulier  dos  fonctions  que  nous  venons  de  con- 
sidérer aux  (l(Hi\  numéros  piéiédenls,  en  inlroduisanl  une  fonction 
onlièro  auxiliaire  (  '  ), 


linlej^ralo  «'lanl  pi'iso  sui'  la  |)arli('  |M)sili\o  (\{'  Taxe  réel  ou  suivaiil  un 
chemin  ('«piivalont. 

(^n  poul  étendre  celte  uiétliodc  au  cas  le  plus  j^énéral  où,  par 
exemple  (V  élaul  une  fonclion  (pielconjjue  positive  et  indéfiniment 
croissante  avec  la  variable),  la  fonclion  F  est  supposée  croître  nmins 
vile  fpie  r'^'".  Il  faudi'a  de  mènu'  cousidéi'or  l'inléj^rale 

(ii>;)  $(x)  ==  f\'-''''''V(t.i-)dt, 

•-'il 


(M  Nous  transformons,  par  un  chanfrement  de  variable,  l'expression  de 
M.  Poincaré.  Sous  celle  nouvelle  forme,  les  fondions  (i  i  )  el(i'>,)  présentent  une 
remai(|uable  analojjie  avec  les  expressions  que  j'ai  considérées  dans  un  Mémoire 
précédent  (  fJssai  sur  l'étude  des  fonclions  données  par  leur  dévidoppenienl  de 
Taylor,  n"'  35-37).  Kn  cet  endroit,  l'intégrale  est  prise  entre  les  limites  o  et  i  : 
la  fonction  ainsi  ol)tenue  n'admet  alors  d'autres  f)oinls  singuliers  (pie  ceux  de  F, 
et  il  n'est  besoin  que  d'hvpotlièses  très  simples  sur  la  fonction  désignée  par 
V(f).  Dans  le  cas  actuel,  l'intégrale,  étant  prise  entre  o  et  oc,  est  en  général 
infinie;  mais,  toutes  les  fois  qu'elle  est  finie,  elle  représente  une  fonclion  entière, 
ainsi  qu'on  le  verrait  par  une  discussion  analogue  à  celle  que  j'ai  présentée  à 
l'endroit  cité. 
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dans  laquelle  6  est  une  fonction  de  t  telle  que  le  rapport-  soit  infini 

avec  /,  par  exemple  t\^t  ou  /'^\ 

Cette  intégrale  est  finie,  quel  (]ue  soit  x,  et  représente  une  fonction 
entière.  Il  en  résulte  immédiatement  que  les  coefficients  a,„  de  F  (a;) 
sont  plus  petits  que  les  inverses  des  cjuantités  successives 


rdi. 


Pour  voir  la  loi  de  décroissance  de  a,„,  il  suffira  donc  (Tétudicr  la 
manière  dont  varie  la  quantité  (i3)  lorsque  w  augmente  indéfini- 
ment. 

Mais  on  peut  arriver  au  même  résultat  plus  directement  par  la 
simple  considération  des  intégrales  définies  qui  fournissent  les  coeffi- 
cients lorsqu'on  donne  les  valeurs  de  la  fonction 


Si,  en  efTet,  on  prend  pour  le  contour  C  une  circonférence  de  rayon 
R,  on  voit  que  a,„  est  moindre  que 

10.   Dans  cette  expression,  le  rayon  U  est  entièrement  arbitraire. 
Faisons  R=:U(w),  en  désignant  par  U  la  fonction   inverse   de  V; 

nous  vovons  crue     \Ja,„    est  mterieur  a  ^f^ — x  • 

1  1    V      m  I  ll(m) 

i_ 

Pour  V(R)  -—  R",  ceci  donne  bien  le  résultat  obtenu  par  M.  Poin- 
caré,  et  d'après  lequel  |  \/a,„\  <^  — ^• 

On  voit  encore,  par  ce  procédé,  que,  dans  le  développement  de  c*"^. 


on  a 

e 

U, 


«;«|<{- 


i8/j  •'•    iivDVM.vun. 

et,  on  gôtUM'al,  la  srrio  (jui  (loniif  le  (It-vcloppcmciil  de 


(^l(«  iioinhri'  (les  o\|)()ii('iilirllcs  siipci'posrcs  »''liuil   (J.  )  a  ses  coofficiciUs 
plus  petits  (|ii»'  coiix  do  la  sôrio 


2< 


(LL.T.l/mV 


(  II'  noMiJ)!»'  (les  situes  L  rtaiU  ix  --  i  ). 

11.    Mais  fi'llo  iiianièie  d'opôrcf  doiiiu'  pour  d,,,  imi"   limite   lr()[) 
élevée.  Pour  obtenir  une  limite  [)lus  ap|)rocliée,  posons 


^(H) 


v(K)=/n;' 


d\\ 


et  elierclions  le  minimum  de  l'expression  (i  /()•  ^  vi(Mit,  en  pienant  la 
(léri\ée, 

t»ii  liien  (  :i  étant  la  fonction  inverse  dc'|') 

et,  poui'  celle  valeur  de  11,  Texpression  (i.Y)  devient 


*  III  ç'  I  «I  ) 


(i5  ) 


J'  III  ^  I  II 


'f(«0' 


Supposons  (pie  la  fonction  ^(x)  croisse  plus  vile  que  x'"^.  J^a  fonc- 
tion Zii  nt)  croit  moins  vite  que  m*,  de  sorte  que  Ton  a 


V 


>^'-«(p(m). 


Il  peut  arriver  que  la  fonction  '\^  augmente  plus  vile  que  n'importe 
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(juellc  puissance  de  ./;.   Dans  ce  cas,  on   pcuL  considérer  a  comme 
infiniment  petit  et  écrire 


V 


'  !  >(i-09(/»). 


Ceci  peut  être  considéré  comme  la  réciproque  du  tliéorènie  dé- 
montré au  n"  6.  On  peut  donc  dire  que,  dans  ce  cas,  ce  théorèmiî 
donne  la  véritable  relation  cherchée. 

Si  la  fonction  '^  croît  plus  lentement  que  toute  puissance  de  la  va- 
rial)le,  et  par  suite  cp  plus  vite  que  n'ijnporte  lacpielle  de  ces  [)uis- 
sances,  les  transformations  précédentes  de  Texpression  (  r"))  ne  sont 
plus  applicables. 

Si  9 (//O  est  à  croissance  moins  rapide  (pie  celle  de  e'"  ,  on  aura 


(Toù  résultera 


ou 


m  Ci'  (fft)     ^  ,  ,  s 


o{r}i)       ^  /.  -f-  I  (//Il  '  '  ^        J ' 


et|"y/a,„'  est  moindre  que -^--  C'est  le  cas  de  la  fonction  j(.r)éln- 

(liée  au  n"  6. 

h^nfin,  si  la  fonction  cp  est,  pour  les  grandes  valeurs  de  ///,  supérieure 
à    toute  fonction  de  la  forme  e'"  ,  on  peut  affirmer  en  toul  cas  (pie 

j  '\^a,J  est  inférieur  à 


En  effet  l'expression  (i  5)  peut  s'écrire 

■ (lin  —  ni\.0\  m]  -  /  L  cp  (  «i  )  dm 

Journ.  de  Math.  {.\'  série),  lome   l\    —   Fasc.  II,  iSj/i.  ^  | 


i86  J.   ii\n\M\Rn. 

(  >!•,  /'(Maiit  une  roncllon  (jiiolcoiujuo  à  dérivée  croissaiile,  on  a 

,A'"^>:/('^)^/(':). 

<:\\v  f{^ni)      /(       )  esl  de  la  lonne-y   (    ^   -h     ,^    ]•  l^n  mleiiianl  ('  ), 
il  cil  résulle 


l\n  posant  /(  iiù  —  Ij:p(m),  on  ohlienl  bien 


e  •  < 


<?)' 


1*2.  \on.s  allons  maintenant  nous  occuper  d'une  certaine  classe  de 
fonctions  cpii  jouent  un  i^rantl  rôle  dans  Tétudc  des  fonctions  (Mitières  : 
je  veux  parler  des  fonctions  de  la  forme  r.'*^'",  où  G  est  lui-même  une 
fonction  entière. 

IjC  module  (Kunc  pareille  fonction  dépendant  de  la  ]»artie  réelle  de 
(i (./;),  nous  j)résenterons  tout  d'abord  (juehpies  remar(pies  sur  la 
partie  réelle  d'une  fonction  entière. 

Soit 

(•j  ^  V{x)  ^  a„  +  «1  "P  -1-  •  •  •  -+-  «m-*'"'  4-  •  • . 

une  fonction  holomorphe  dans  un  cercle  C  ayant  pour  centre  l'origine 
et  pour  rayon  11;  P  la  partie  réelle  de  cette  fonction  au  |)oint  ./==  ll^''*^ 
de  ce  cercle.  Le  coefficient  a,n  sera  donné  par  la  forjnule 

«-'y 

Faisons  croître  R  indéfiniment  et  supposons  (|ue  P  reste  aigëhri- 


(')  Nous  négligeons  la   constante  d'intégration,  qui  donne  dans  le  résultat 
final  un  facteur  constant. 


I 

I 
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quemcnt  (ainsi  il  faut  rcmar(|ucr  qu'il  n'est  rien  supposé  sur  les  va- 
leurs négatives  de  P)  inférieur  à  R^,  où  \  est  un  certain  exposant 
])Ositif,  soit 

(17)  P<R>. 

Je  dis  que  F  est  un  polynôme  de  degré  au  plus  égal  à  \. 

Partageons,  en  effet,  la  circonférence  du  cercle  C  en  deux  parties  : 
Tune  C,,  formée  par  rensemhle  des  arcs  où  P  est  positif;  Tautre  C.j, 
comprenant  tous  les  arcs  où  cette  quantité  est  négative.  Soient  I,  Tin- 

tégrale  /  P  (^/O  considérée  le  long  de  C,  ;  L  l'intégrale  /       P  cU)  prise 

le  long  de  C^. 

Le  rapport  ~-  tendra  vers  zéro  pour  m  >  A,  d'après  les  hypothèses 

faites  sur  P;  et  il  en  sera  de  même  pour  tj^^j  car  la  différence  I,  —  L 

est  une  constante,  à  savoir  la  partie  réelle  de  2tc«o. 

Or  la  formule  (i6)  montre  que  le  module  du  coefficient  «,„  est  inf('- 

rieur  à    '    ^^^  '•  Ce  coefficient  ne  peut  donc  être  que  nul. 

En  particulier,  pour  \  =  \  ^  on  voit  que,  si  la  partie  réelle  d'une 
fonction  croît  moins  vite  que  le  module  de  la  variahle,  la  fonction  se 
réduit  à  une  simple  constante. 

15.  Nous  avons  supposé  que  l'inégalité  (17)  avait  lieu  pour  toutes 
les  valeurs  suffisamment  grandes  de  la  variable;  mais  nous  remarque- 
rons que  cette  hypothèse  n'est  point  complètement  nécessaire.  Les 
raisonnements  précédents  sont  valables  dès  que  l'on  peut  trouver  une 
suite  infinie  de  circonférences  C  dont  les  rayons  aillent  en  augmentant 
indéfiniment  et  sur  lesquelles  l'inégalité  (17)  soit  vérifiée. 

14.  Revenons  maintenant  aux  fonctions  considérées  au  n"  7.  Il 
sera  préférable  ici  d'introduire,  au  lieu  du  nombre  a,  son  inverse, 
que  nous  désignerons  par  la  lettre);,  de  sorte  que  l'on  aura,  pour  les 
grandes  valeurs  de  x 


(t8)  |F(^)|<.>"''^'". 


i88 


.1     n.\n\î^iMii). 


Siipjiosous  (jirunc^  parcilK»  rond  ion  soil  i\c  la  foiiiio  r*"'''  :  la  parlic 
n'cllc  (le  ('n^./'^  devra  rosier  alti('l)ri(|ii<'m('nl  |)lus  petite  <pie  H|./p,  el 
par  suile  la  foiuiioii  (î(^.e'i  ne  penl  èlic  (piim  poîx  nc'mie.  Va\  j»arlicii- 
iiei',  si  A  esl  plus  |)elil  (|iie  i  ,  la  l»ni(ii()n(î  doil  se  r(''(liiire  à  une  eoii- 
slaiile. 

Ainsi,  /o/sf^i/'i/nc  J'onc/iou  l''( ./' )  est  df  lu  fonnc  r'"'',  les  (-(n'IJi- 
ticufs  (If  son  (/('\('/()pf)>'//H'/i(  fie  pci/xr/tf  jxis  ((('Cfoi'lfc  j)lus  7'i/r  f/uc 

— , ,^>  à  //ioi/is  (luo  (i(./-  )  ncsoil  un  nolviiôntc. 
(/«!)*  '  ^  /      ./ 

Il  en  sérail  de  nuMne  si  V (  .v)  c\;\\\  de  la  iorine  Tl ./' W'''"'^'  (la  lellre  'Jt' 

l'oprésenlanl    un   p()l\n('»nie   cpieleonipie  );  eai"  la   niullipliealion  on  la 

division  par  un   pol\n('»nie   n'allèrent    pas  le   l'ail  e.vpiinié  j)ar  rin(''t;a- 

lilê(^iS). 

ir>.  Les  rcsullals  préeédenls  présenlenl  celte  j)artienlarilé  de  ne- 
pas  (lianiier  si  l'on  ajoute  à  la  ronction  F(.a')  un  polynôme  (juol- 
eoncpu':  aussi  jxMivent-ils  servira  dénionlrer,  du  moins  pour  les  fonc- 
tions «pii  satisfont  à  la  eondilion  (8)(n"7),  le  lln-orèjne  connu  de 
M.  Picard  (  '  )  sur  les  fonctions  cnlièies. 

( 'onsidéroiis  d'ahoi-d  une  fonction  (Mitière  I*'  dont  les  C(jeflicicnls 
MM-illent  la  condition  (8)  avec  a>  i.  Le  nond)i(î  \  sera  i)lus  petit 
(pie  I  el  il  S(^ra  impossible  (pie  I^'soil  de  la  forme  'iV'^'"',  du  moins  si  (i 
ne  se  re'duil  pas  à  une  constante.  L'(''(pjation  1^'  ~-  o  admettra  donc  un*; 
inlinité  de  racines,  et  il  en  sera  (évidemment  de  UK^me  pour  rd'cjuation 
V{.r)  --  P(.r),  où  P  est  un  polyn(^)me  quelconque. 

(Test  par  exemple  \o.  cas  de  la  fonction  J  (h'Iinie  par  r(''^alit('  (-y), 
(n"(î). 

1(>.   Supposons  maiut(Mianl  a  (pielc()U(pie,  et  soit  1''  rentier  imnK'- 

,.  .     •  <     >       r    '■    I  ■     • 

chalement  supérieur  a  -•  L  identité 

*  a 

(19)  VU)  ^-  P(x-)  -f-  a"- (./;).,'«'••' 

pourra  avoir  lien,  mais  (i  devra  (î'trenn  j)olyn()nie  de  dej,M"é  I^  an  plus. 


(')   Annales  scientifiquea  de  l'Ecole  Norniale  supérieure,  a*"  série,  t.  IX; 
1880. 
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(3i',  dans  ces  conditions,  ridentilc  (19)  ne  poul  avoir  lieii  de  deux 
façons  ditVérentcs,  car  c'est  un  fait  bien  connu   (jue  réquation 


( 20)  P,r  +  ^ï\.T)e'""  -h  l\  (./-•)  -+-  'r,  (x)^/''"' 


=  o. 


où  P,  P,,  ...,  0?,  <?,,   ...,  Cl,  G,    sont  des  polynômes,   n'admet  pas 
d'autre  solution  que  ses  solutions  banales. 

On  peut  même  ajouter  que  si  F, ,  F.,,  F3,  . . .  sont  des  fonctions  en- 
tières dont  les  coefficienls  vérifient  toujours  la  condition  (8)  et  (jui 
n'ont  chacune  qu'un  noml)re  fini  de  zéros,  la  somme  F,  -h  F^  +  F3  -f- . . . 
aura  nécessairement  un  nombre  infini  de  racines,  à  moins  que  F,, 
Fo,  ...  ne  soient  identiques  à  des  fadeurs  constants  et  à  des  poly- 
nômes près.  Cela  résulte  de  la  même  proposition  relative  à  Tt-cpia- 
tion  (20). 

17.  La  fonction  F  étant  donnée,  on  peut  résoudre  l'équation  (19) 
dès  que  l'on  connaît  le  degré  de  P(,r).  Il  suffira  pour  cela  de  dilleren- 
tier  un  nombre  de  fois  supérieur  à  ce  degré.  Le  second  membre 
prendra  la  forme  Qe^'  (où  ()  sera  un  nouveau  polynôme),  et,  par  con- 
séquent, devra  admettre  un  nombre  fini  de  racines.  Si  l'on  a  obtenu 
ces  racines,  on  connaîtra  les  polynômes  Q  et  (î,  et  la  résolution 
d'équations  linéaires  ïqyh  connaître  *i?. 

\in  faisant,  par  exemple,  P  constant,  on  pourra,  par  ce  procédé, 
reconnaître  si  l'équation 

F  =  «  -f-  'jt?f/' 

est  possible,  et  de  la  résoudre  s'il  y  a  lieu.  On  n'aura  qu'une  seule  dé- 
rivée à  prendre,  et  il  viendra 

lîln  égalant,  dans  cette  identité,  les  coefficients  de  chaque  puissance 
de  X,  on  aura  une  série  d'équations  linéaires  auxquelles  devront  satis- 
faire les  coefficients  de  <f. 

Dans  un  grand  nombre  de  cas,  on  pourra  reconnaître  immédiate- 
ment que  l'écfuation  (19)  est  impossible. 


I<)(»  .1.     H\!>AM\HI>. 

l'aisons.  par  o\(MHple, 

''(•'0=,.„l,.)=r(:i-UiMTt.,,-. 

D'apivs  los  pi'oposilions  comiuos  relalivos  à  la  fonction  \\  le  poly-, 
nùinc  (  I  (Icvrail  cli'o  du  |)ixMnior  clc^rô,  ce  (pii  csl  conlrairc  à  ce  la  il 
(pic    la    lonclion    F    croît    connue   Ij'.'jLl.rl.    Donc    les    c(pialious 

.,v"'-' — v='J^(-^')»    xr. :  -h  ks'inx  =  ^£(x),   ...    oui    louiouis    une 

r  (  I  —  .r  )  ^     '  '    1  (  I  —  a-  )  \     /  '  J 

inlinité  de  racines. 

lin  litMKMal,  pareil  fail  se  produira  lonles  les  fois  (pie  V  au^nienleia 

pliK  \  ile  (jue  r*'*  el  moins  vile  que  c*         ,  quel(jue  grand  (pie  soil  A. 

IS.  Les  considd'ralions  prt'C('dentcs  dc'Mnonlreul  le  théorèiuc  de 
M.  l'icard  i)our  toutes  les  fonctions  satisfaisant  à  la  condition  (8). 
C'est,  (Tapies  le  llu'oivnie  de  M.  Poincarc',  le  cas  de  toutes  les  fonc- 
tions (|iii  ont  un  ^•enr(^  fini. 

(  )n  peut  (''l(Midr(?  uiu^  jiartie  de  ces  conclusions  à  des  fonctions  de 
^cnre  iulini  au  nio\en  d'un  raisonnement  devenu  classi(pie  dans  cette 
th(''orie.  On  sait,  en  elTet,  que,  si  la  fonction 


F(;r) 


,,Gi») 


(pii  lia  aucun  z(''ro,  ('Mail  telle  que  Téquation  F(''t')  =  i  iradmetle  non 
plus  aucune  solution,  on  en  conclurait  iinmédialemeut  (pie  les  lui^'iues 
jtropri(''t(!'s  appartiennent  à  la  fonction 

F.(x)  =    '    G(x). 

Si,  d'ailleurs,  F  croît  moins  vite  que  e'^^-^\  on  peut  dt-duire  de  notre 
lln-oric  que  F,  croîtra  moins  vite  que  'j'(-^). 
Formons  alors  la  suite  des  fonctions 

Si  la  fonction  donncic  F  est  dépassée  par  une  fonction /,„  de  cett(; 
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suite,  il  suffira  d'appliquer  m  fois  le  raisonnement  précédent  ponr  la- 
mener  F  à  vérifier  la  condition  (8). 

Mais,  même  à  Taide  de  l'extension  précédente,  la  démonstration  ne 
s'applique  pas  à  une  fonction  quelconque;  car  on  peut  former  une 
fonction  entière  croissant  plus  vite  que  n'importe  quelle  fonction  /',„. 
On  pourra,  par  exemple,  procéder  de  la  façon  suivante  : 

Ayant  pris  une  suite  de  nombres  £,,  £25  •••5  ^hi  •••  <^I"^  tendent 
vers  zéro,  on  appellera  m^  le  plus  petit  entier  tel  que  la  racine  m,'*^™^ 
du  coefficient  de  x'"  dans  /,  (.r)  soit  plus  petite  que  £,,  puis  m,  le  plus 
petit  entier  tel  que  la  racine  mo'*"™^  du  coefficient  de  x'"^  dans  /2(''^') 
soit  plus  petite  que  z.,,  et  ainsi  de  suite. 

En  écrivant  les  termes  de/,  jusqu'au  rang  m.,  —  i,  puis  les  termes 
de /2  depuis  le  rang  m^  jusqu'au  rang  //«g  —  i,  puis  les  termes  de/., 
depuis  le  terme  de  rang  m^  jusqu'au  terme  de  rang  m,  —  i,  .  .  .,  on 
obtiendra  une  fonction  entière  qui  jouira  manifestement  des  })roprié- 
tés  demandées. 


DEUXIEME  PARTIE. 

RECHERCHE  DE  l'oRDRE  DE  GRANDEUR  DES  RACINES  ET  DU  GENRE. 

19.  Les  résultats  obtenus  dans  notre  première  Partie  permettent 
de  compléter  les  conclusions  de  M.  Poincaré,  dans  le  cas  des  fonctions 
de  genre  zéro. 

Soit,  en  effet, 

'^w=('-|)0-l)-('".i 

une  fonction  de  genre  zéro,  etcp(p)unc  fonction  positive  et  croissante 
telle  que  le  module  p^  de  Xp  soit  supérieur  ko(p).  Nous  supposerons 
de  plus  que  9(7))  soit  supérieur  à  /?"  (où  a  est  un  nombre  plus  grand 

que  1),  et  cela  de  telle  manière  que  le  rapport  ^-r  soit  croissant,  mais 
le  rapport  ~^^  décroissant. 


192  .1.    uvnvMviu). 

I.r  module  de  V  \\c  |>oul  dépasscM'  la  (|iianlil<'' 


•->     '■>">^^l'-s''.)J[ 


I  4- 


(çC-O. 


R 

I  -f-  - ,   -, 


i»ii  l\  esl  le  iiiodiHc  de  ,r 


Pour  ('valiior  I',,,  |)i('ii()iis  les  déi-ivécs  loiiarillimiciiics  (l(>s  deux 
lui'iiihrcs  dt>  r('M|uali()n  (  71^;  nous  IroiiNons 

Soil  •-{^  la  loin  lioM  iiixcix'  de  o  cl,  dans  le  second  nicnd)re,  isolons 
les  f)^  -~  '\i{\\  )  prcmicis  Icrines.  l.cnr  soninu'  sera  moindre  (|ne  .  • 
(^hiant  à  la  somme  des  teiines(Hii  reslenl,  elle  esl  inlV-rienre  à 


(ielle  dernière  (juanlilé  sévalne  à  l'aide  des  j)iocédés  em[)lo_)(''s 
«laiis  la  ihéorie  élémentaire  des  séries.  On  la  reni[)lacc  lonl  (Pahord 
|)ai°  la  scnnine 


(2;^) 


Tl/'o)  ?(^/^o)  ?(^Vo) 


(»n  /  esl  un  nondjic  (jueleon(|ue  plus  i;rand   (|nc  1.  D'ailleurs,  les  hy- 
|tollièses  relali\('s  à  la  fonelion  o  donneul 

?('Vo)>C?(/^o), 

où  (a  =  y.  —  ty  I^a  série  ('-i'3)  esl  donc  moindre  (jue 


{i-  *)Po  \:        '        __     Pa      i""'  '{i-t) 


?(/>o)       ^  ^l^f»'-"  9iPo)       t^-'-i 


p  =  0 


Le  second  fadeur  — -A, a   iiour   limilc  —, lorsfiue   t    lend 

i^  -^  —  I  ^  a.   —  I  1 
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vers  I,  de  sorte  que  la  série  (23)  peut  être  remplacée  par 
Il  vient  donc  (') 


14-  £       Po 
a— I    'f  (/>«) 

1   -h£   MK) 
"  a  —  I       R      ' 

faLF.(R) 

^   ^  +  B   4.(R) 
^  a-i        R 

T?    /  TJ  \    ^ 

J±lji^>.. 

ou 

(24) 

20.  Ainsi  le  module  de  F  ne  peut  croître  plus  vile  que  le  second 
membre  de  l'inégalité  précédente. 

Si  maintenant  nous  appliquons  les  conclusions  du  n*^  11,  en  suppo- 
sant, pour  fixer  les  idées,  que  a  soit  fini,  nous  voyons  que  la  racine 

ffjwme  (]n  coefficient  «,„  est  moindre  que  — — -'  ce  qui  peutencore 


m 


s'écrire ^        >  puisque  ^{m)  croît  moins  vite  cjue  /??**^^. 

(')La   limite   ainsi  obtenue   est    trop  élevée.    On  peut,  dans   la  plupart  des 

cas,  en  obtenir  une  plus  approchée  en  formant  un  second  groupe  avec  les  termes 

1 
de  la  série  (22)  dont  le  rang  est   compris  entre  ^'(F^)  et  2**  J;(R),    lesquels  sont 

1 
tous   plus  petits   que  — p;  puis  un  troisième  groupe  allant  du  rang  2*' t^lf^)   3" 

rang  3^  «{/(R),  les  termes  étant  alois  plus  petits  que  k-tt  •  Après   séparation  d'un 

certain  nombre  de  ces  groupes,  on  calcule  le  reste  de  la  série  comme  il  a  été  e\- 

r  •  4'(R) 

pliqué.  On  trouve  ainsi  pour  la  série  (22)     en  laissant  de  côté  le  facteur  — g— 

14-^^2^                          i        -''-si 
oc  —  I  I  2  oc  I 

les  limites h  £. h  -tt  +  tt h  £,  .... 

■2  20  o 

Pour  a  =  2,  le  coefficient  de  -'-p — ■  serait  (au  terme  i  près) 

2         b  ô 

au  lieu  de  2. 

h' 
Journ.  de  Math.  (4'  série),  lonie  IX.  —  Fasc.  II,   iSgS.  23 
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21.  Nous  allons  lUuinliMiaul  nous  occiipor  do  la  (jiicstion  inverse  cl 
cluM'clior  roinnuM»!  on  jxmiI  obtenir  la  loi  de  dislrihulion  dos  racines 
(jnanti  on  connaît  la  loi  des  coelTicienIs. 

('etie  l'cclitM'che  repose  snr  les  loi  innles  (|ne  j'ai  donnc'cs  dans  nn 
])récédenl  travail  {*),  cl  ((ni  pei'niellent  de  cal''nler  les  zéros  sneces- 
sils  d'nne  l'onction  à  l'aide  des  coellicienls  de  son  dévelo|)|)einent.  Je 
vais  tont  d'ahord  résumer  sncciinienienl  la  marche  sMi\ie  pour  arriver 
,  à  ces  formules,  en  r<Mivoyanl  pour  les  détails  au  Mémoire  dont  je\iens 
de  parle!". 

(^n  conimence  par  introduire  une  délinition,  celle  de  \\\  liniitc  siipr- 
riciiif  (rune  suite  telle  «pie 

{1^)  it,,,      «,,       ...,      //,„,      ..., 

pour  m  infini  (\qs  u  élanl  des  nombres  réels). 

(Vest  la  |)lus  petite  (pianlilé  <pii  ne  soit  ])as  dépassée,  ou  du  moins 
soit  iiirmimenl  peu  (l(''|)ass('M>  pai'  les  t(M"nies  de  la  suite  (25)  à  indices 
inlinimenl  grands;  ou  encore,  celte  limite  supérieure  /  est  le  plus  grand 
nombre  jouissant  de  celte  propriété  (pic  dans  la  suite  (2.5)  on  puisse 
trouver  une  série  indéfinie  de  termes  tendant  vers  /. 

Dans  un  grand  nombre  de  cas,  /  est  la  seule  (juantité  satisfaisant  à 
cette  dernière  condition.  Alors  /est,  pour  la  suite  (25),  une  limite, 
au  sens  ordinaire  du  mot.  Nous  exprimerons  souvent  ce  fait  en  disant 
^\no  les  termes  de  la  suite  (25)  tendent  l'é^uiièrenient  vers  /. 

La  notion  de  limite  supérieure  fournit  d'abord  une  expression  du 
ravoii  de  convergence  d'une  série  entière  quelconcpie 

(  2)  l'X-'^")  =  cia-\-  a^x  -\-...-{-  a„,.i;"'  H- 

Il  suffit,  en  effet,  de  former  la  suite 

I      I       1  -/ —  I  I  '"/■     I 

«.  b       V«2  b        -i     I  V«m  b      •••• 


(')  Essai  sur  l'élude  des  fonctions  données  par  leur  développement   de 
Taylor,  i''*'  et  1''  Parties  (ce  Journal,  4"  série,  t.  VIII;  1892). 
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Soit  /la  limite  supérieure  (supposée  finie)  de  cette  suite.  Le  rayon 
cherché  est  donné  par  la  formule  p  =  7  • 

22.  Proposons-nous  maintenant  d'exprimer  que  les  points  singu- 
liers situés  sur  le  cercle  de  rayon  p  sont  des  pôles  au  nombre  de  P 
(chaque  pôle  étant  compté  avec  son  degré  de  multiplicité). 

S'il  en  est  ainsi,  on  pourra  débarrasser  la  fonction  de  ces  pôles  en 
la  multipliant  par  un  polynôme  de  degré  P 

Çp  =  I  ■+- A'"x' -f- . . .  +  A"''x-'' 
et  la  nouvelle  série  ainsi  obtenue 

sera  convergente  dans  un  cercle  de  rayon  p'  '^  p,  de  sorte  qu'on  pourra 
écrire 


(26) 


At'>a„ 


,+...H-A^'''a„ 


-[^: 


où  0  est  de  module  inférieur  à  i  et  £  un  infiniment  petit. 

Réciproquement,  s'il  existe  des  nombres  A^",  A'-^,  . . .,  A"**  jouissant 
de  la  propriété  précédente,  la  fonction  donnée  ne  pourra  posséder  sur 
le  cercle  primitif  d'autres  points  singuliers  cjue  des  pôles,  dont  les  af- 
fîxes  seront  racines  de  l'équation 


(27) 


A''^^ 


(i>,  o-i' 


A^'''x 


o. 


Elle  admettra  bien  tous  ces  pôles  s'il  est  impossible  de  trouver  un 
polynôme  de  degré  moindre  c|ue  P  et  remf)lissant  les  mêmes  condi- 
tions. 

25.   Considérons  alors  le  déterminant  symétrique  d'ordre  p  -j-  i 


(28) 


D»,,f  = 


a,n        a. 


^irt+\  ^m+2 


''in-^-p 


a 


in-hp+ 1 


^//l-H  2  p 


\Ç)6  ,1.    nvnAAiAun. 

p  t'ianl  un  onli«M'  qiieK'on(|U(\  Nous  dôsigiicrons  pai-  /^,  la  liinilo  snpc- 
riomv  do  y  |  D,,,,,,  |  pour  un  iiiliiii  [p  rcslanl.  lixc). 

Toiil  (l'abord,  (picls  cpic  soiotit  los  j)oinls  singulicis  «le  iiolic  l'oiu- 

Im>ii  sur  son  ("(«rcK'  de  com  (M^cik^c,  /    ne  jxmiI  d('M)ass(M'  (  -  )       ,  d'api'ôs 

Cl'  ipii  a  r\c  supposé  sur  Tordre  do  grandeur  do  a,„. 

Mais,  si  lo  polvnùino  'r,.  oxislo,  nous  liouxcions  j)Our  /,.  iiiio  \aloui" 
nôccssairoMionl  nioindro  (pic  la  liniilo  préc(.''doiile.  Car  on  pouna,  dans 
la  dorni("'ro  colonno  du  di'loi'niiuanl  (28),  remplacor  los  c/  par  los  /xio 

ni(*Mn(^  indioo,  l(>s(juols  sont  inIV'riours  à  (  —7—  1    •  Il  vicntlra  donc 


2i.   luvoisonioul,  supposons  (pu*  TiiK'galilc* 
soil  vt^rifiôo  poui/>  =  i\  mais  nc^n  j)Our  aucune  valeur  moindre  do  p. 


\'A\  parlioulior,  la  (piantllé  y/|  D,„p_,  |  a  [)our  limite  sup(''rioui'e  p''. 

On  démoulro  toul  (Tabord  ((irelle  lend  régulièremcnl  vers  celle 
limil(^;  puis  on  déleiinine  les  coefficienls  A^,',',  ...,  A^Jj'  {)ar  les  (''c[ua- 
lions 

«,„+!>    +  A ;;;'«„,,,._,  -h . . .  +  A'„';v/,„     =o, 
«,«4-p-^i  -HA„;'rt„,^,,    H-...-H A;;;v/,„^,   =o, 


a„,^,p_,  +  a;;>„,^„,_,  -f- . . .  -f-  A';;rt,„^p_,  =  o. 

Si  Ton  fait  augmenter /;z  indéfiniment,  on  constate  que  A„'',  A[l  ,  ..,, 
A^)|' tondent  respectivement  vers  des  limites  A''^,  A'^^,  ...,  A"'',  les(pielles 
vérifient  les  équations  (26)  en  prenant  pour  p'  la  valeur  fournie  j)ar 

1  équation  I,,  =  -y.  ,  • 

La  fonction,  considérée  sur  le  cercle  de  rayon  p,  admet  donc  au  plus 
P  pôles,  les  racines  de  Téquation  (27).  Elle  les  admet  d'ailleuis  tous, 
sans  quoi  Tinégalité  (29)  serait  vérifiée  pour/?  <  P. 
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Soient  X  =  X', ,  ./;  =  x.^^  . .  . ,  X  =  ./;^j,  ...  les  difloroiits  pôles  de  noi  ro 
fonction,  ranges  par  ordre  de  module  croissant  (les  pôles  de  module 
égal  étant  rangés  dans  un  ordre  arbitraire);  p,,  pa,  ...,  p,,,  ...  leurs 
modules.  Les  P  premiers  de  ces  modules  seront  tous  égaux  à  p,  de 
sorte  que  Ton  aura,  pour  toutes  les  valeurs  de  p  inférieurs  à  P,  Péqua- 
tion 

25.   Considérons  maintenant  les  valeurs  de  p  supérieures  à  P.  Pour 

une  quelconque  de  ces  valeurs,  /^  sera  au  plus  égal  à  ^[r-T^TrF^ '  et  cela 

(piels  que  soient  les  points  singuliers  situés  sur  le  cercle  de  ra}  on  p  , 
ainsi  qu'on  le  voit  en  transformant  à  l'aide  des  équations  (^6)  les 
/>  —  P  -h  I  dernières  colonnes  du  déterminant  (28). 

Mais  si  ces  points  singuliers  sont  des  pôles  au  nombre  de  P',  une 
nouvelle  réduction  se  produira  pour  p  =  V  -+-  P'  ]  car  il  existera  un 
polynôme  de  degré  P  +  P', 

fP,^p.=  I  +  BC),/;  -h. .  .-f-  B'"-^''V/+'^', 

tel  que  la  série  Fa  =  Ç'F  =  Zc,„x-"'  ait  un  rayon  de  convergence  p"  su- 
périeur à  p'.  Comme  dans  le  déterminant  D,„  p_^p,  on  peut  remplacer  les 
éléments  de  la  dernière  colonne  par  les  c  de  môme  indice,  on  voit  que 

I  A  r      .  .  I 

/p^p,  ne  peut  être  supérieur  a  -yttvt^' 

Inversement,  considérant  la  suite  des  valeurs  de  p  à  partir  de 
p  =  P^  on  en  rencontrera  d'abord  un  certain  nombre  (c|ui  peuvent 
d'ailleurs  se  réduire  à  une  seule,  p  =  P)  pour  lesquelles  /^,  est  égal 


Si  après  cette  série  de  valeurs  en  survient  une,  p  =  P  -\-P\  pour 
laquelle  /^  soit  égal  à  -p-TF-7'  où  p"  est  supérieur  à  p',  cette  circon- 
stance dénotera,  comme  on  le  démontre  à  l'aide  de  raisonnements 
analogues  aux  précédents,  la  présence  de  P'  pôles  sur  le  cercle  de 
rayon  p'. 


19^^  ■'■    nvnvMAiU). 

Les  modulos  p,.^,,  . . .,  p,.,,..  sont  donc  tous  égaux  à  p',  cl,  par  suite, 
on  aura  pour  les  valeurs  de  /)  comprises  entre  V  et  P  -h  P'  iuclusive- 

UKMlt 


e'est-à-diif  l^'ipialion  (30),  tl'après  ce  (juc  nous  savons  sur  les  noni- 

l>i'«'^  /i ,  /|.,.i- 

Avant  ainsi  étudié  les  valeurs  de  /^,  jusiprà/^  _-  P  -f-  P',  on  consi- 
dérera les  \aleurs  suivantes,  et  ainsi  de  suite  indélinimenl. 

On  conslale  loul  daliord  par  ce  procédé  cpie  le  rap])ort -y-!^  ne  va 

jamais  en  diminnanl.  l^a  condilion  nécessaire  et  suffisante  pour  (pic 
notre  fonction  soit  méromorphe  dans  loul  le  plan  est  que  c(î  rapport 
aui;inenle  indélinimenl.   S'il  en  esl    ainsi,  les  raisonnements  ])réc(''- 

denls.  ap|)li(piés  aux  valeurs  de  />  pour  Icscpielles  le  rap[)ort -y^  pré- 

seule  une  croissance,  pcrmeltenl  de  calculer  les  aflixes  des  diirércnts 
pôles.  Mais  nous  n'avons  besoin,  pour  ce  qui  va  suivre,  que  des  mo- 
dules de  ces  pôles. 

A  ce  point  de  vue  nos  conclusions  peuvent  se  résumer  dans  renoncé 
suivant  : 

L'équation  (3o)  esl  gcnrrale. 

2(>.  yVyant  appris  à  calculer  les  pôles  d'une  fonction  F(x)  donnée 
par  un  développement  taylorien  quelconque,  nous  sommes  à  même  de 
résoudre  le  même  problème  pour  les  zéros  d'une  telle  fonction,  car 

ces  zéros  ne  sont  autres  que  les  pôles  de  la  fonction  • 

Le  calcul  des  coefficients  d'une  fonction  à  l'aide  des  coefficients  de 
son  inverse  n'offre  aucune  difficulté. 

Soit,  comme  précédemment,  la  fonction 

(2)  F(x)=  «0-1-  «,iC  -4-.  .  .H-  a,nX"'  -{-. .  ., 

dans  laquelle  seulement  «„  est  supposé  différent  de  zéro.  On  multipliera 
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cette  série  par  la  série 

/(.r )  =  Co  +  G ,  X-  + . . .  H-  G,„.x-'"  + . . . , 

et,  en  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  la  série  produit,  à  partir  du 
second,  on  déterminera  Cq,  G,,  ...,  etc.  Des  valeurs  ainsi  trouvées 
on  déduit  aisément  Texpression  du  déterminant  D,„_^  formé,  comme 
nous  l'avons  expliqué,  à  l'aide  des  coefficients  delà  série /(x").  On 
trouve  ainsi  pour  ce  déterminant  la  valeur 


où  Ton  a  posé 


(3i)  E,„,^  = 


(-0 


/«(/J— 1)4- 


/"/'+!) 


'in+p—i 


(^p+2  Clp^K  «1  «0  O 


«„ 


a, 


et  l'équation  (3o)  devient,  en  y  changeant  p  enp  -h  i. 


(32) 


Plp2 


=    /, 


lim  SI 


imsu 


p.  "m 


'n,p\  1 


p,,  pa,  . . .,  pp,  ...  désignant  cette  fois  les  modules  des  zéros  de  ^{x). 
Telle  est  la  formule  dont  nous  avions  besoin  de  rappeler  la  démon- 
stration et  qui  va  nous  servir  de  point  de  départ. 

27.  Supposons  que  ^{x)  soit  une  fonction  entière  et  (jue  le  coeffi- 
cient a,n  soit  moindre  que  — , — r  =  ,\  ■>  où  o(m)  est  une  fonction 
positive  indéfiniment  croissante  de  m.  Nous  admettrons  en  outre  que 

1  .  7  (  ^'i  +  0  •  1  1   ,  •  ■  ■ 

le  rapport  ^'  est  constamment  croissant,  hypothèse  toujours  lé- 

gitime, d'après  ce  qui  a  été  expliqué  aux  n°*  3-5. 

Nous  aurons  un  maximum  du  déterminant  E,„_^,  défini  par  la  for* 
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inulo^3i),  eu  vconsidérani  lous  les  lermes  coinnio  positifs  cl  rcinpla- 
(•anl   iha(|iif    coolliciciil   (f,„  par   la    valeur   concspoïKlanlc  de 
aiihi'incnl  dil  en  imai^inanl  (pio  dans  le  délcrniiiiaul 


•/.('") 


(■r-5)  A=^ 


ySp  +  ') 


y\iH  -\-p  —  \) 


y^m-hp) 


'/(;M-t-3/>) 


liP) 
I 


/(/)-t-a)  /(/>  +  «) 


7.(t)) 


7.(0      7.(0) 


7(") 


7(' 


/.(/'  +  ') 


011  convienne  de  prendre  lous  les  termes  avec  le  sij^nie  H-. 

Dans  le  délerniinanl  (33),  réléinenl  r/,_A  corrcs[)ondanl  à  la  colonne 
de  ranjjf  /  et  à  la  lij^iie  de  ran^  A  est  égal  à  zéro  si  /  —  A\>/?  +  i  et  à 

r— —  dans  le  cas  contraire.  Le  nombre  des  termes  est 

/(/)  -h  n-  A  —  0 

(/?+  2)"'-'(/>-f-i)! 


Je  dis  que  le  plus  grand  terme  est  celui  qui  correspond  à  la  diago- 
uale  principale. 

I^lleclivement  tout  autre  terme  que  celui-là  présente  au  moins  une 
i/ivcr.sio/i,  suivant  la  locution  usitée  dans  la  théorie  élémentaire  des 
déterminants.  11  contient  donc  en  facteurs  deux  éléments  «,_;;'. rt,.^  tels 
<jue  /  <C  '  5  h<C/x'.  Si  à  ce  produit  on  substitue  le  ])roduit  <'//,/,.«/,/,, 
on  obtient  un  autre  terme  du  déterminant,  et  ce  nouveau  terme  est 
plus    grand   que  le    précédent.    Ceci   résulte   de   ce   (pic   le   rapport 

'    =     '■      i -. — --  est  croissant   avec   A ,    d  ai)res   les   nyr)o- 

thèses    faites  sur  la   fonction   y.  Il  en    est  de  même   des    rapports 
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~'±^,  . . .,  -^lih-  et  par  suite  de  leur  produit  -^-  On  a  donc  bien 

^/•./■■'   -^   Oi\h-  ^ 

Le  plus  grand  terme  est  donc  celui  qui  ne  renferme  pas  d'inversion, 
c'est-à-dire  le  terme  principal. 
Il  en  résulte 


E,„,^|<(79  +  i)!(/;4-2r  ■ 


s/Sp  -+-0.. 


et 


«o|.y.(/?-M) 

Mais  le  produit  p,  p^ ...  p^^.,  est  égal  à  -y  Le  plus  grand  facteur  de  ce 

I'  _ 

produit,  à  savoir  le  dernier,  est  donc  au  moins  égal  à   t  /  j-,  c'est-à-dire, 

à  un  facteur  près  qui  tend  vers  Tunité  pour  p  infini,  au  moins  égal 
à(p(/>4-T). 

Le  raisonnement  précédent  ne  s'appliquerait  plus  si  la  fonction 
s'annulait  à  Torigine.  Mais  on  ramènerait  ce  cas  au  cas  général  en 
divisant  par  une  puissance  convenable  de  x  et  en  raisonnant  sur  la 
fonction  ainsi  débarrassée  de  ses  racines  nulles. 

Nous  avons  également  supposé  que  l'inégalité 

(34)  \a,n\< 


■/{m) 


était  vérifiée,  quel  que  soit  m.  Mais  il  suffit  manifestement  qu'elle  ait 
lieu  pour  les  grandes  valeurs  de  l'indice;  car  on  ramènerait  les  pre- 
miers coefficients  à  vérifier  la  même  inégalité  en  divisant  toute  la  série 
par  un  certain  nombre  constant,  ce  cjui  ne  changerait  pas  les  racines. 

La  condition  que  le  rapport  - — - — — ^  soit  croissant  peut  également 

n'être  vérifiée  que  pour  les  grandes  valeurs  de  m;  car  on  pourra  rem- 
placer, s'il  y  a  lieu,  les  valeurs  de  y^^n)  jusqu'à  un  certain  rang  par 
d'autres  qui  satisfassent  à  cette  condition. 

Jouvn.  de  Math.   (4°  série),  lome  IX.  —   Tasc.  II,  189.3.  ^O 
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Nous  arrivons  donc  à  celle  conclusion 


TiiKouKME.   —  5/  le  corjficicnf  (i,,,   dccroit  plus   ?>ife  y''-/,-T«;' 

/a  />"■"""  racine  a  un  ntodule  supérieur  à  (i  —  £)cp(/>),  où  £  «'sl  inlini- 
nicnl  pclil  jxmi'  /)  infini. 

lui  un  mol,  les  modules  des  racines  vont  en  croissant  plus  vite  que 
I 

/W/l       '"   1  ' 

V I  «'»  I 
Par  exemple,  les  racines  de  la  fonclion 

^x)  =  'Lq"'jc", 

considérée  au  n"  6,  croisseiiL  au  moins  aussi  vile  que  q".  Il  en  esl  de 
même  pour  les  racines  de  Téquation  j(x)  =  S\.(x),  où  A  esl  une  fonc- 
lion ralionnelle  quelconque. 

28.  \'eiioiis  mainleiianl  à  noire  ohjel  principal  et  proposons-nous 
d'éludier  le  genre  d'une  fonclion  donnée  par  son  développenienl  en 
série  enlière. 

Pour  cela,  nous  appliquerons  le  résultat  que  nous  venons  d'obtenir 
aux  fonctions,  étudiées  au  n"  7,  j)Our  lesquelles  on  a 

■/{m)  =  (miy, 
cl.  par  suite, 

o(m)  =  m". 

(fournie  précédemment,  nous  introduirons,  au  lieu  du  nombre  a,  son 

Inverse,  que  nous  désig^nerons  par  la  lettre  X. 

Nous  savons  donc  que  le  module  pp  de  la  ^"^""'^  racine  croit,  lorsque 

1 

p  augmente  indéfiniment,  plus  vite  que  p' .  Si  X  n'est  pas  entier,  et 

que  E  -h  I  soit  l'entier  immédiatement  supérieur,  la  série  V  -^^^  est 

convergente.  Nous  en  conclurons  plus  loin  que  la  fonction  est  du 
genre  E. 
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Lorsque  X  est  un  entier,  il  y  a  doute.  C'est  à  cette  hypothèse  que 
se  rattache  Texemple  dont  parle  M.  Poincaré  dans  son  Mémoire  (')  et 
relatif  à  la  fonction 

ri 


n^L^n 


Jl  faudrait,  dans  les  cas  de  cette  espèce,  étudier  directement  la  con- 
vergence de  la  série  y r  • 

Quoi   qu'il  en  soit,   nous  supposons  que,   le  coefficient  a,„  étant 
moindre  que y,  nous  désignerons  par  E -t-  i  l'entier  immédia te- 

ment  supérieur  (et  non  ég-al)  à  A,  de  sorte  cjue  la  série  V  — ^— ,  soitcer- 

taincinent  convergente.  Nous  pourrons  former,  d'après  la  méthode 
de  M.  Weierstrass,  la  fonction 

(35)  ^(^)=n(/-^)^'^^^^' 


(•)  M.  Poincaré  démontre,   non  seulement  que  «,„  est  plus  petit  que -, 

mais  que  le  produit  a,„(m!)^  tend   vers  zéro.  On  peut  même  déduire  de  sa  dé- 

1 
monstration   que  la   racine  m'^'"^  de  ce  produit  tend  vers  zéro;  car  a,„{miy-  se 

présente  comme  ni''""'  coefficient  d'une  série  entière. 

t 

Inversement,  si  la  série  /«'^""«  dea„,  (m  !)^tend  vers  zéro,  nous  savons  que  pp 
1 
est  égal  au  produit  de  p^  par  une  quantité  qui  augmente  indéfiniment.  La  série 

V*  —  est   donc   telle   que   ses  termes  soient  avec  ceux  de  la  série  harmonique 

?p 
dans  un  rapport  infiniment  petit  pour  p  infini.  Mais  une  telle  série  n'est  pas  né- 
cessairement convergente,  et  le  contraire  se  produit  précisément  dans  l'exemple 
donné  par  M.  Poincaré. 
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où  .<•,,  .V., r^,,  ...  soûl  les  rariucs  siiccc^ssivos  el  Q|.:(^)  <*sl  le  p 


lynomo 

-ï  -r. 

-  -f-  -  -h . .  . -I-  ^ 


ohleiiu  (Ml  [)r(Mianl  dans  !<•  dt^vcloppcmciil   de  —  L(i  —  z)  los  1^  pre- 
miers termes. 

La  fonclion  tlomiéc  ¥{x)  sei-a  éi^ale  au  |)roduit  de  <I>(x)  pai-  nu  lac- 
leur  delà  loiuu' r"'".  I^uis(|ue  nous  avons  déjà  déuioulié  «pie  les  po- 
Ivuùnies  de  la  l'orniule  (^  i  )  sont  de  degré  K,  lout  se  réduit  à  ('tablir 
(pie  Ci(x)  est  un  polynôme  de  degré  au  plus  égal  à  I'^. 

îiî).  Or  j(>  vais  faire  voir  qu  on  peut  drcrire,  Oi^rc  l'origine 
connue  ccnf/c,  des  cerc/cs  aussi  grands  qu'on  le  veut  sur  lesquels  la 
fonction  <I>(x')  reste  constaniinent  supérieure  à  r?~'^'    '. 

Les  rayons  de  ces  cercles  seront  déterminés  ainsi  «pTil  suil  : 

Les  modules  p^,,  daprt's  nos  hypothèses,  croissent  plus  vite  (pie  //. 
Admetlous  eu  oulre  (pie  la  quantité  p';  —  /> augmente  indéfinimeul,  ce 
(pii  peut  évidemment  se  faiieen  donnant,  s'il  y  a  lieu,  uu  petit  accrois- 
sement à  A. 

Puiscpie  p^^,  —  y9  augmente  indéfiniment,  il  existera  une  iiiliuité  (ren- 
tiers/>  pour  chacun  desquels  cette  quantité  prendra  une  valeur  plus 
petite  que  toutes  les  valeurs  suivantes.  Soit  />„  uu  tel  euli(,'r,  de  sorte 
(piou  ail  j^our  //  >  o 

(36)  ?l.n-?'„>h. 

Nous  déterminerons  U  par  la  relation 

(3;)  it^-f;..=  ^ 

de  sorte  que  l'inégalité  (36)  pourra  s'écrire 
(38)  9p^n>{h-{-^wj, 
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Pour  chaque  valeur  de  l'entier  />o,  nous  aurons  ainsi  une  valeur 
de  R;  nous  obtenons  donc  bien  une  suite  de  cercles  dont  les  rayons 
vont  en  augmentant  indéfiniment.  Je  dis  que  ces  cercles  satisfont  à  la 
condition  indiquée. 

50.  Pour  plus  de  clarté,  je  considérerai  d'abord  le  cas  où  X  est  plus 
petit  que  i  (l'égalité  étant  exclue),  de  façon  qu'on  a  E  =  o.  Les  fac- 
teurs exponentiels  disparaissant,  la  formule  (35)  se  réduit  à 

(35')  <!.(,)  =  J|(,_£ 


et,  lorsque  le  point  x  décrira  le  cercle  de  rayon  R,  le  module  de  $(.x) 
restera  supérieur  à  la  quantité 


(39)  ri(^-)nO-;; 

Nous  évaluerons  cette  expression  en  partageant  les  facteurs  qui  la 
composent  en  trois  groupes.  Le  premier  II,  comprendra  tout  ce  qui 
figure  sous  le  premier  signe  II, 


(K>  U=Û(t 


P  =  \ 


I 

p 


Le  nombre  p^  de  ces  facteurs  est,  nous  le  savons,  moindre  que 
R^  —  -,.  Le  plus  petit  est  le  dernier,  égal  à 


R                              I 
_  I  — __  I 


2R> 


par  conséquent  supérieur  à  -rcy  puisque  \  est  plus  petit  que  i . 

Si  nous  envisageons  les  autres  facteurs  du  produit  (39),  la  formule 


2o6  J.    n\i).\M.\Hn. 

(  .\S)  nous  iMoiilro  (|uo  Ton  a 


('il)  I-    — >i- 


h-W^ 


Hn^^) 


Nous  composorons  le  produit  IL  avoc  tous  les  faclours  pour  l(s<piols 
h  —  !,  est  j)lus  petit  cpic  K^.  Le  noinhi'e  de  ces  faeteuis  est  nioiudie 

(pie  l{*-f-  ^.  Le  plus  petit  est  le  premier,  au  moins  égala  i ,  > 

par  eons«''<pient  supérieur  à  — —.-  (/»  restant  fini  pour  H  infini). 

Les  fadeurs  restanls,  «pii  forment  le  produit  II,,  peuvent  se  mettre 
sous  la  forint»  i  -  //,  où  n  = ■ est  plus  petit  que  7. 

Or,  sous  e(Mte  condition,  on  voit  aisément  que  i  —  u  est  supérieur 
à  f'--".  ('Iiacun  des  facteurs  du  produit  FIj  est  donc  plus  p;rand  que  la 


valeur  correspondante  de  <?    ^      ^       <>  ou,  plus  simplement,  de  f?    ''  . 
D'après  ces  remarques,  on  voit  que  le  produit  II,  est  supérieur  à 

(  ~ÏÏJ^  )    '  ^^  (comme  2R*  croît  moins  vite  que  e^\  si  petit  que  soit  £) 

supérieur  à  c~^'"^\ 

L  ne  évaluation  semblable  s'applique  au  produit  11^. 

Quant  au  produit  Ug,  il  est  plus  grand  que  e"""**^,  où  a  est  le  reste  de 

la  série  V   -,  arrêtée  au  terme  qui  a  pour  rang  l'entier  h^  immédiate- 

ment  suj)érieur  à  U'  -h  -,.  Or  le  reste  d'une  pareille  série  est  de  l'ordre 

t-L  ^  '  .        ,  _  ^^^ 

de  h^   ''  ou  de  R'~' ,  de  sorte  que  II3  est  aussi  moindre  que  e  "  ^'. 

\ous  trouvons  donc  bien,  ainsi  que  nous  l'avons  annoncé, 

n.nar,  >r-"'"'. 
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51.  Pour  généraliser  cette  proposition  au  cas  d'un  genre  cjucl- 
conque,  nous  remarquerons  que,  pour  w<^  i,  la  quantité  (i  —  u)e^^"" 
est  supérieure  à  i  —  u^^\  C'est  ce  qui  résulte  des  deux  développe- 
ments 


/L(i-//)+Q,(./) 

(4^) 

_              «E  +  l                    „E+2 

„2:e+ii 

„3it  +  l; 

(                        E  H-  I            E  -+-  2 

2(E  +  i 

)           ■'■ 

3(E  +  0 

(43^ 

L(i-f/"')  =  -  u^^' 

,^.2(K+l) 

3 

2 

•      •      •    • 

Les  termes  de  la  série  (42)  sont  constamment  décroissants  en  va- 
leur absolue.  Le  premier  terme  de  la  série  (43)  sera  donc  (en  valeur 
absolue)  supérieur  à  Fensemble  des  E  4-  1  premiers  termes  de  la 
série  (4^);  le  deuxième  terme  de  (43)  à  la  somme  des  E  +  i  sui- 
vants, etc. 

D'après  cela,  au  lieu  des  facteurs  i  —  -. ^ ^  qui  composaient 


tout  à  riieure  les  produit  ÏIo  et  IIj,  nous  aurons  à  considérer  des  fac- 
teurs de  la  forme  i  —  — ^r^^- 

Pour  les  valeurs  de  h  inférieures  à  R^+  ^,  nous  remplacerons  — ~ti 

par  Tunité,  et  nous  trouverons  pour  le  produit  IIj  de  ces  facteurs  la 
même  évaluation  que  précédemment. 

Quant  aux  facteurs  suivants,  nous  constaterons  comme  plus  haut 
que  leur  produit  est  supérieur  à  e"^^'^ '^\  où  a'  est  le  reste  de  la  série 
-^—^^>  arrêtée  au  terme  de  rang  h^. 

Ce  reste  étant  comparable  à -g-^:^ — ,  le  produit  II.,  est  encore  supé- 


'0 
rieur  a  e        . 


k.^  - 


Au  produit  IT,  correspondra  un  produit  de  facteurs  polynômes  cl 
de  facteurs  exponentiels.  Les  premiers  sont  en  nombre  au  plus  égal 
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.].    ii\i).\Mvnn. 


;,  U>  _  '.  I^,.  plus  polit  csl  su|)('ri('iir  à ,-  —  i,  quanlilo  de  la 

V        ^\\>  ' 

l'orme    *  1  où  A  osl  fini.  L»Mir  proihiil  salisrail  donc  ciicoro  aux  {oiiclii- 
I»'  * 

sioiis  prcrciltMilos. 

Los  raclours  oxpoiionliols  sonl  rospcdivomonl  plus  i;ran(ls  (pio  los 

I  "    "*         "—\  I > 

nuanlilô-^  ^'      '  ^t"^  "^  k    ^  ^^^^  ii=  ~  osl  |)lus  niaml  cpio  i.  ^ous  diini- 
'  P/' 

inioi-onsoncorc  une  loUo  (pianlllô  on  suppriiuaiil  los  dôiioiniualoiirs  du 

j)()lvnôino  Qf..  Le  plus  ^land  lonuo  de  co  polynôme  dovienl   alois  le 

dernier  el  nous  pourrons  remplacer  tous  les  autres  par  ct'lui-là.  Nous 

IroMNonsdono  un  produit  plus  ^rand  «pie  Texpression 


p. 


<  «0 


^.p;! 


p=i  fp 


z„  êlanl  i\o  Tordre  de   //,  la  séiie  —est  divergente;  mais  sa  somme, 
lorsijn'oM  la  limile  au  terme   de  rang/),,,  n'augmente   pas  plus  vite 

.pio/>      \ 

Va\  pronanl/),,—  R^  et  substituant  dans  Tcxprcssion  (44)?  <>"  f»i'rive 
pour  celte  dernière  au  même  résultat  cpie  pour  les  précédentes. 

.">2.    Noire  proposition  auxiliaiie  est  donc  démontrée.  Sur  chacun 
des  cercles  de  rayon  U,  i'inéj^alité 

est  vérifiée. 

Comme  on  a,  d'autre  part,  ainsi  qu'il  a  été  vu  au  n"  7, 


iF(-^-)l<^'"'", 


il  vient 


F! 


l\  =  \c^-\<c^'-. 
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Dans  ces  conditions,  nous  pouvons  appliquer  à  la  fonction  /^'*'"'  les 
considérations  développées  aux  n"*  12-15,  et  nous  en  concluons  que 
i\(x)  est  un  polynôme  de  degré  K  au  plus,  de  sorte  ({ue  notre  fonc- 
lion  F  est  bien  du  ;;enre  E. 


?'' 


ôt).  iVinsi,  nous  avons  établi  que,  lorsque  le  coefficienl  a,^  est  de 
rordre  de j->  oà  À  iiesl  pas  entier,  la  fonction  I.a,„jj"^  est  du 

'^cnre  \\^  en  désignant  par  E  -h  i  l'entier  immédiatement  supé- 
rieur à  \.  La  réciproque  du  théorème  de  iNI.  Poincaré  est  donc  bien 
établie  pour  \  non  entier. 

Si  X  est  un  entier  j^  -h  i,  il  y  a  doute.  Notre  fonction  peut  être  du 
i^enrc  E  ou  du  genre  E  -h  i . 

A  cause  de  ce  cas  douteux,  les  recherches  précédentes  ne  permet  Lent 
pas  encore  de  résoudre  complètement  la  cjuestion  posée  par  INL  Poin- 
caré dans  son  Mémoire,  et  de  décider  si  le  genre  se  conserve  dans  la 
diflerenliation  ou  dans  une  combinaison  linéaire.  Nous  pouvons  seule- 
ment aflirmer  que  la  dérivée  d'une  fonction  de  genre  E  ou  la  somme 
de  deux  pareilles  fonctions  est  en  général  de  genre  \\  et  au  plus  de 
genre  E  -f- 1 . 

Le  cas  où  les  résultats  précédents  afTectent  la  foi'me  la  plus  simj)l(' 
est  celui  où,  \  étant  plus  petit  que  i ,  le  genre  est  égal  à  zéro. 

( .  est  ce  qui  arrivera,  par  exemple,  pour  — —  si  i  on  considère   celle 

(piantité  comme  fonction  àax-.  Nous  complétons  ainsi,  comme  on  le 
voit,  la  démonstration  de  la  formule 

sinj7         /  ^-\  /  Jc- 

On  sait  en  cfTet  que,  dans  les  cours  de  Calcul  intégral  (^  '  ),  on  n'arrive 
pas  à  déduire  immédiatement  cette  formule  du  théorème  de  JNL  Weier- 
strass.  Une  démonstration  sj)écialc  est  nécessaire  i)our  établir  que  le 
facteur  exponentiel  disparaît. 


(')    Voir,  par  exemple,  Picard,  Cours  d'Analyse,  t.  If,  p.  i5i. 

Journ.  de  Math.  (/|*  série),  tome  I\.  —  Fasc.  II,  1890.  '■i-'J 


•2  10  J.    uwwswwu. 

Ici,  ciMle  circonsliiiicc  iipparait  loiil  «l'ahoid,  en  siipposaiil  sciilc- 
mcnl  coiimi  1«'  dc^vcloppiMiuMil  tavloiicii  de  sin./-,  on,  |)liis  siiiiplcnu'iil 
(MU'or»',  tMi  |)ailant  «le  sa  iflalion  avec  la  fonrlloii  expoiuMiliillc. 

l/i  lonclion  rf{.r)  du  n"(>('sl  ('<;al(MiuMil  du  i;oi)i-(' z/m'o,  ainsi  (|ii<'  ses 
(•(tiuhiiiaisons  liiK-aifcs  avec  d"aiilr('s  (■ondioiis  aiialojzucs  on  des  |)ol\- 
ii(')inrs,  cic. 


TIIOISIKMK  i\MrnK. 

\IMM.IC\TION     A    I.^     lONCTION     DK     RIEMXNN. 

5i.  Dans  son  Mrmoiie  inlilulr  :  ic/ir/- (/ir  \nz(ihl dci-  Primztihh'n 
untrr  r'uior  '^o'^t'benen  (j/'ôssc  (*),  llicmaim  iililise  los  ])i-o|)rirl('s  de 
la  f'onclioii 

Ci  s)—  I  -h   >       ;. 

doiil  r»'liidi'  csl  <'llt'-iiirmc  laiiiiMK'O  à  collccruric  foiiclioii  cnlièrc  ^(.r) 
doMiii'i'  par  la  toiinule 


(V>)  H(.r)=-'  -(.r^  +  ^)_^"^^r(/)r^-os(f  loj^/ 


df, 


ou 


(\(>}  ^^{1)="^^-" 


nzrl 


l/aiialvsode  Kioniaiiii  repose  sur  ce  tail  ({ue  î(-v'),  cousidéré  couiuic 
fonclion  de  x-,  est  de  genre  zéro,  fait  qui  est  énoncé  dans  son  Mé- 
moire, mais  sans  démonstration  sulTisante. 

ÏjCs  reclierclies  précédentes  vont  nous  ])ernieLlre  de  délcrmim-r  en 
toute  rigueur  le  genre  de  H ('./;). 


(')   HiF.Mi»",   Œuvres  complètes  {VA.  Weber  el  Dedekiiid  ),  p.  i  3()  et  siiiv. 
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55.  Nous  aurons  Loul  d'ahord  à  développer  ^  en  série.  L'inléj^rale 
([ui  figure  au  second  membre  de  la  foiiiuile  ( /jii)  esl  de  la  forme 
1(-  i)"'(:„„.r2"',  où  Ton  a 

On  aura  donc,  en  considéranl  H  comme  fonclion  de  x'-, 
(48)-  Ux)=ya„,.v^''% 


où  les  coeflicienls  a  sont  donnés,  à  rexceplion  du  ])remier,  j)ar  la  roi- 
mule 

(49)  a„,^(-iy"(^  -€,„,._, 

Ô6.    llemanjuons  tout  d'abord  que  la  série  W{/)  |)eut  èlre  rempla- 
cée, à  un  facteur  fini  (  ')  près,  par  son  premier  terme  r~'^^  On  [)eiit 

('•g^alement  faire  ajjstraction  du  facteur  t  *  qui  est  plus  petit  que  i . 

D'ailleurs,  si  £  est  un  nombre  posilif,  mais  aussi  petit  qu'on  le  vou- 
dra, rinégalité 

Oog/)'"  <^''' 

(^U 


(  5o)  lo<;7<^"' 

est  vérifiée  à  partir  de  la  valeur  /  =:  /;/'^%  du  moins  pour  les  glandes 
valeurs  de  m;  car  on  a  bien,  pour  //i  suffisamment  grand, 

0  -h  £)  log/>/  <^e^"''' 


(')  (.'e  facteur  esl  même  Irès  voisin  de  i.  II  est  inférieur  à 


g -on  , 

.      <  ,  H 

I  —  e~-'^  ioo( 


■2\2  1.   HvnvMvin). 

cl  (lo   plus,  (Ml  pi'cnaiil    les   drrivrcs  des  deux    iiicinhrcs  de  riii<''i;alil('' 


}< 


iiK'ualili'  doiil  It'  |)i(MMi(M- iiKMuhi'c  csl  drcroissanl  landls  ([iic  le  second 
csl  (M'oissaiil  cl  (|iii  csl  vci'ilicc  |)()iir  1=-///^'%  si /// csl  sidlisaiiimciil 
urand. 

Si  donc,  dans  la  l'onnnlc  (^17),   nous  dcoonijjosons  l'inlc^ialc  (|iii 

niidli|)lic  ,  en  deux.  Innc  i)risc  cnlrc  les  liniiles  1  cl  />/''%  Tanlrc 
entre  ///'  '^  cl  -f-  ^,  la  seconde  sera  moindre  (luo >  c\'sl-à-(hre 

Tt  t 

inlininicnt  [)elilc  pour  ///  inlini. 

[.a   proiuicre  soi'a  nianileslenienl  iidcricurc  à 

(:.,(i  +  z)"\\n'^m)'\ 

roc  ^ 

('-""  t  '  (il. 

(l,,,  sera  donc  au  plus  (le  Tordre  (le  (-;—"  I     ^^ — "  j — 1  ce  (|ui   donne 

Il  faut  donc  prendre  ('  ) 

»  ^       '         \\  -h  î  c\o'j,/n  J 

l)"a[)rès  ce  (pii  pré'cède,  celle  formule  e\j)rinie  (îj^alenienl  la  loi  de 
croissance  des  racines  de  IV^jualion  ^(.r)  =  o,  consi(l(M'(''e  comme 
(Mpialion  en  ./;-. 

Si  Ion  consid(jre  x  comme  l'inconnue  de  I^Mpialion,  il  laul  prendre 


(  ')    La  fonclion  'v(/rt)  ainsi  définie  satisfait  manifesten)ent  au\  conditions  in- 
diquées au  n°  27. 
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la  racine  caiTt'c  i]c  Tcxpicssioii  ])i<''C(Ml(Mile  et  Ion  Iroiiv*; 


P 


(•^0  f/'-       loo. 

en  [)osanl 


e 


.">7.  Si  nous  voulions  avoir  une  liniile  sujx'iieure  des  modules  des 
racines  successives,  il  faudrait  coniniencer  par  trouver  une  limite  inlV'- 
rieure  du  module  de  a,„.  Or  on  aura  une  limite  inférieure  de  (],„  en 
j)renant  Tintégrale  entre  les  limites  ju^~^  et  m'''"'  (où  s.  el  î'  <<  î  sont 
denv  nombres  positifs  très  petits.  On  trouve  ainsi 

,  ..      — ii-e') 

ce  (pii  peut  s'écrire 

.,  (l^^)'"(log/n)"' 

'"-^  2'"  ml 

eu  réunissant  tous  les  facteurs  de  la  forme  (i  —  i)'". 

D'ailleurs  le  rapport  7^-  tend  vers  zéro;  car  dans  Tévalnalion  de 

ce  rapport  on  peut,  d'après  ce  que  nous  avons  vu,  considérer  Tinlé- 
i^rale  prise  seulement  juscju'à  la  limite  /  =  i/f'^'%  et  il  vient  alors 

. ,       .  p         (  I  +  Q-log^m 
'"'^     '"--    4m(m-i) 

Il  en  résulte  f[ue  \a,„\  est,  à  un  facteur  constant  [)i'ès,  su[)éi'ieur  à 

<  'un—y  OU   a   ^ r-— -^ --, 

-'"   -  '?/""{2m)l 

Nous  pourrons  alors  appliquer  les  raisonnements  des  n'""  H)-Î^Oen 

prenant  o(p)  —  (  ~-  ]  >  où  A'  est  une  constante  indéterminée.  On  a 


21  I  j.    lixnAMvnn. 

iri  a  —  2  —  s,  (M  Ton  Iroint' 


\^.n\< 


l.n  .i\y\)\\{\[\,\\i\  la  i-<'mIiicI ion  iii(li(|uôo  dans  la   note  i  (  |>.  21),  oiioh- 
ticnl  uni'  liniilc  nii  \)r\\  moins  ôlcvôe 


^n,  \  < 


Si  Ton  conipaio  ct'll»*  valeur  à  (M'IIc  (|ui  vicnl  (rèltc  lr<)U\«''<»  pour  r/,„, 

il    NICUl 

A' =  7, ')(;.... 

l'cllf  t'sl  la  (juanlilô  (|U0  ^^^— -    \w  sauiail  dépasser  conslaïunicnl, 

l(M'S(pu'  j)  ^'^randil  ind<'-linini<Mit. 

Les  conclusions  auxipu'llcs  nous  ai"ii\ous  soni  donc  les  suisanlcs  : 

Ij'  rappotl   '        ^     rrslo  fini  ri  s(/  liniilc  SKpriirutc,  poui-  f)  infini, 


1 
7 ,  56  ^  V| 


l'sl  conipii.sc  entre  -;rTç  ^*  7 


Ixicuiann  donne,  ciiln;  un  nuxlulc  p  cl  le  noud)i'e  p  des  racines  de 
module  |)lus  petit  (|ue  p,  la  relation  a|)j)rocliée 


»Vi) 


/j=-^(loa-^ 


>    o 


l*our  compaier  ce  1  ésultat  à  ceux  que  nous  venons  (rohlenir,  il  faut 
résoudre  celle  é(|ualion  par  rapport  à  p,  ce  qui  se  lail  aisément  par  la 
méthode  des  approximations  successives.  On  trouve  ainsi  comme  va- 
leur approchée 

de  soile  que  le  rapport  -  ~-  devrait   tendre   vers  —  (^elLc  valeur 
1  i  *         p  log/?  r>.- 
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est  comprise  cnlfc  les  deiiv  limiles  ])récé(]einiiieiii  iii(li<|iié('s,  de  soiie 
(jue  nous  ne  sommes  pas  à  même  de  d/'cider  si  le  coetfieienl  de  la 
formule  (l'.V)  (;sl  exact  ou  non. 

58.  Mais,  ainsi  que  nous  l'avons  dit  plus  haut,  ce  point  n'est  pas 
celui  sur  lequel  repose  le  raisonnement  de  Uiemami.  C'est  la  détermi- 
nation du  j^enre  de  H(.r')  qui  constitue  la  question  essentielle  et  les  re- 
cherches qui  précèdent  en  donnent  immédiatement  la  solution. 

Nous  avons,  en  effet,  constaté  que,  en  considérant  toujours  l(^'^ 
comme  fonction  de  x-,  son  développement  satisfait  à  la  coudilion  (8  ) 
avec  a  =  2  —  c,  et,  par  conséquent,  X  =  ^  -f-  £. 

Dès  lors,  les  conclusions  du  n"  .lô  nous  permettent  d'affiiiner  la 
proposition  suivante: 

La  f ourdou  H(.r)  {considérée  comme  foiic.l ion  de  j:"^  )  e.sl  de 
î^e/i/e  zéro. 

Elle  s'exprime  par  le  produit  de  facteurs  prinuiires  et  d^ine  siuq)le 
constante,  sans  aucun  facteur  exponentiel. 

(yes.1  le  résultat  que  nous  nous  proposions  d'établir. 
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Sur  l  application  des  méthodes  d'approximations  successives 
à  l'étude  de  certaines  équations  différentielles  ordinaires  ; 

Par  m.   Emile  PICARD. 


Dans  le  cinquième  Chapitre  d'un  Mémoire  sur  les  équations  aux 
dérivées  partielles  (*),  j'ai  rapidement  indiqué  comment  certaines 
méthodes  d'approximations  successives  pouvaient  être  employées 
dans  l'étude  de  quelques  équations  difterentielles  ordinaires.  11  m'a 
paru  intéressant  d'appliquer  les  mêmes  principes  à  l'étude  de  quelques 
autres  classes  d'équations  différentielles;  c'est  ce  que  je  me  propose 
de  faire  dans  ce  Mémoire.  Les  méthodes  d'approximation  dont  nous 
faisons  usage  sont  théoriquement  susceptibles  de  s'appliquer  à  toute 
équation,  mais  elles  ne  deviennent  vraiment  intéressantes  pow/-  V élude 
des  propriétés  des  fonctions  définies  par  les  équations  différen- 
tielles que  si  l'on  ne  reste  pas  dans  les  générahtés  et  si  l'on  envisage 
certaines  classes  d'équations.  Le  champ  où  l'approximation  converge 
est  alors  susceptible  d'être  agrandi;  on  verra  même  des  exemples  où 
les  approximations  seront  convergentes  pour  toute  valeur  réelle  de  la 
variable  indépendante.  Bien  des  précautions  d'ailleurs  sont  à  prendre 
dans  ces  questions  délicates;  par  cela  même  que  les  approximations 
convergent,  on  n'est  pas  assuré  qu'elles  convergent  vers  le  système 
cherché  d'intégrales  dont  on  fait  l'étude. 

(')  Mémoire  sur  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles  et  la  mé- 
thode des  approximations  successives  {Journal  de  Mathématiques,  1890). 

Journ.  de  Math.  (4*  série),  lomelX.  —  Fasc.  III,  iSgS.  20 


2l8  KMILE    PICARD. 

I.a  pins  grancle  parlio  do  ce  travail  est  consacrôo  à  une  nH'>llHKl<' 
(rappioxlinalions  pormotlant  (rohlenir  les  iiiléj^ralcs  cl'iin  sysLi'inc 
(io  //  é(jiiah()ns  du  socoud  ordre,  ces  iulégralcs  ayant  des  valeurs  don- 
nées poui"  deux  valeurs  de  la  \arial)le.  Pour  des  classes  assez  étendues 
d'écpiatious,  le  champ  crapplicaliou  de  la  uiélhode  est  heaucouj)  [)lus 
éleudu  iprou  })Ourrait  le  cioire  tout  d'abord;  il  est  uiénie  des  éijua- 
lions  pour  les(pu>lles  ou  peut  ainsi  faire  Tétude  complète  des  inté- 
grales. Parmi  les  applications,  je  citerai  la  démonslratiou,  j)our  cer- 
taines éipiations,  de  solutions  pério(li(pies.  On  pourrait  étendre  ces 
api)lications;  je  n'ai  voulu  indi(pier,  dans  ce  travail,  (pie  quehpies 
exemples,  alin  de  ne  pas  rester  unùjuement  dans  les  généralités.  Je 
compte  revenir  plus  tard  sur  ([uelques  problèmes  de  Mécani(pi<'  (pii 
me  paraissent  pouvoir  être  traités  par  cette  voie  ('). 


CllAPlTHE 

GKNKKVLITKS. 


1.    —    Phemière  méthode  d'approximations. 

I .  .le  ne  ferai  (pie  rappeler  la  première  méthode  d'approximations 
(pu>  j"ai  développée  ailleurs  en  détail  {voir,  en  particulier,  le  second 
Volume  de  mon  Traité  cl' Analyse,  \).  3oi).  Considérons  le  système 
d'écpiations 


%^=/"(-^s/.)r:a,..-,r,«)- 


(')  J'ai  donné  un  résumé  de  ce  Mémoire  {Comptes  rendus,  t.  CXV,  p.  543). 
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On  suppose  que  les  fonctions /soient  définies,  x  restant  dans  l'in- 
tervalle  (x"  —  «,  x°  H-  d)  et  j^,  restant  dans  l'intervalle  (y"  —  ^5  y]  +  ^>) 
pour  i  =  1 ,  2,  . . .,  m,  et  soit  M  la  valeur  absolue  inaxima  des  fonc- 
tions dans  ces  intervalles. 

De  plus,  les  fonctions  y  sont  telles  que 

<  a  1/'.  -  .y.  I  +  ?  l/i  -y-^  + . . .  +  >^  \y',n  -  y  m  I, 

a,  . . .,  \  étant  des  constantes  positives. 

Dans  ces  conditions,  nous  obtenons  un  système  d'intégrales  prenant 
pour  x"  les  valeurs  y\^  y\^  ...,  y^  et  déterminées  dans  l'intervalle 
(.ro  —  A,  .x'o  -t-  A),  en  désignant  par  h  la  plus  petite  des  trois  quantités 

(a)  ^ 


2.  On  peut,  du  résultat  précédent,  déduire  une  consécjuence  ap- 
plicable à  une  classe  très  étendue  d'équations.  Reprenant  le  système 
précédent,  nous  admettons  maintenant  que  les  fonctions  /  soient 
finies  et  bien  déterminées  quand  x  reste  dans  un  certain  domaine  I, 
et  quand  y,,  y.^^  . . .,  y,n  varient  entre  —  co  et  +  00.  De  plus,  les  dé- 
rivées partielles  du  premier  ordre 

^  (/, /f  =  1,2,  ...,m) 

restent,  je  le  suppose,  toujours  moindres  en  valeur  absolue  qu'un 
nombre  fixe  N,  quand  x  reste  dans  I  et  que  les  y  varient  entre 
—  ce  e^  H-  3c. 

On  pourra  prendre  ici  pour  valeur  de  a,  ...,  X  le  nombre  N. 
D'autre  part,  dans  la  détermination  du  nombre  h  du  paragraphe  pré- 
cédent, nous  n'avons  pas  ici  à  considérer  les  deux  premiers  termes  de 
la  suite  (a),  car  nous  les  avions  seulement  introduits  pour  que  les  y/ 
calculés  dans  les  diverses  approximations  restent  entre  y"  —  b  et 
y]  -f-  b,  ce  qui  est  inutile  ici  puisque  le  champ  des  j^  est  illimité.  Nous 
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pouNoiis  donc  pnMulre 

//  /'.s7  </<)//('  un  uoiubrc  fixe.  (]o  r«''siillal  iinporlaiil  inoiihc  (juc  nous 
pourrons  lonjouis  ôUmuIic  noire  syslcnic  (rinli' ivraies  de  proclic  en 
j>roolio  dans  loul  le  domaine  de  I. 

Ainsi,  lont  système  d'inlégrales  prenant  ponr  .r"  les  valeurs  lînies 

y\.  y\ >'",  veste  ceitaiiienient  fini  et  bien  déterminé  dans  tout 

rintr/\(///e  \. 

C-e  résultat,  (juoiqne  très  simple,  présente  peut-être  qnehpie  inté- 
rêt, ear  il  est  en  j^énéral  impossible  de  savoir  ee  que  deviennent  les 
intéj^nales  en  dehors  diin  champ  très  limité.  l'.n  particulier,  si  Tinter- 
Nalle  I  eontienl  tout  rinl('r%alle  ( —  ac,  -\-  x;),  les  intégrales  lesteionl 
toujours  finies. 

l^our  citer  un  e\em|)le,  picnons  TiMpialion 


g  =  P(.r)j  +  Q(.r) 


Si  Ton  suppose  que  P(-t')  et  Q(.i")  restent,  x  allant  de  —  oo  à  -f-  oc, 
toujours  moindres  qu'un  nombre  fixe,  on  peut  allirmer  (pie  toutes 
les  intégrales  de  cette  écpiation  seront  déterminées  et  resteront  finies 
pour  Tensemble  des  valeurs  réelles  de  x.  L'équation  })récédente  est, 
en  ellV't,  é(|uivalente  au  système 

d.r        -^    > 

cl  les  dérivées  partielles  des  seconds  membres  de  ces  équations  par 
ra[)port  à  j^  et  k y'  restent  moindres  qu'un  nombre  fixe. 

5.  Le  chanq)  de  convergence  de  la  série  obtenue  au  moyen  de  la 
méthode  générale  rappelée  au  n®  1  est,  en  général,  assez  limité.  11  y  a 
cependant  des  cas  de  quelque  étendue  où  le  champ  de  convergence 
sera  beaucoup  plus  étendu.  Nous  allons  citer  quelques  exemples. 
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Prenons  les  équations  (je  me  borne  à  deux  équations  uniquenicnl 
[)Our  simplifier) 


(K) 


dz  .  . 


Nous  n'allons  considérer  les  fonctions  /  et  o  que  pour  des  valeurs 
positives  de  y  et  :r. 

Supposons  qu'elles  soient  positives,  quel  cjue  soit  x^  et  croissent 
avec  y  et  z.  De  plus  les  dérivées  partielles  du  premier  ordre  de  /  par 
rapport  ky  et  r,  nécessairement  positives,  vont  en  décroissant  quand 
y  ou  z  augmente. 

Il  est  clair  d'abord  que,  dans  ces  conditions,  les  dérivées  partielles 
du  premier  ordre  de  f  resteront  toujours  moindres  qu'un  nombiN- 
fixe  et,  par  suite,  le  système  (E)  appartiendra  au  type  étudié  dans  le 
paragraphe  précédent. 

En   supposant  que 

/(.r,  0,0)     et     o(a;,  o,  o) 

ne  soient  pas  tous  deux  nuls  identiquement,  nous  avons  un  système 
d'intég;rales  y  Q\^  z  des  équations  (E),  s'annulant  pour  une  certaine 
valeur  de  x^  soit  x-  =  o.  iNous  pourrons  suivre  ces  intégrales  de  proche 
en  proche;  elles  seront  toujours  positives  et  bien  définies  pour  toute 
valeur  positive  de  r,  d'après  ce  cjui  a  été  dit  (n°  2). 

Nous  allons  montrer  qvCun  même  développement  représentera  ces 
inté grales  pour  toute  valeur  positive  de  x. 

Les  approximations  successives,  faites  en  partant  de  ^o  =  jy  =  o. 
nous  donnent  une  suite  de  fonctions  positives 

ro  =  o,      z^^  o, 


y>n 
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cl  l'on  aiiia  (''\  ulcimnonl 

.)',<.v,<...  <.>'„<••  M 
r,<r,<...  <-„<.... 

I']lal)liss()iis  (|ii('  les  approximations  successives  convei^iToiil  pour 
loul(>  Nalcur  jiositivo  de  x.  llcpieuous,  à  cel  ellet,  les  deux  iiilé^rales 
y  el  3  (lu  système  {K)  s'annulanl  pour  ./•  —  o.  Des  é(]ualions  (  1^')  el 
(l(»s  é(]ualious 

-jj  =/(,./■,  o,o), 

—  =cp(.r,  o,o), 
ou  eonelul 

el.  de  même,  d'une  manière  générale,  quel  que  soit  n, 

.)'>.X«,  ->-«• 

Il  esl  doue  manifesle  cpie  >'„  et  r„  auront  des  limites  :  il  faut  mon- 
trer que  ces  limites  sont  res[)eclivementy  et  z. 

('.onsidérons,  à  cet  effet,  un  intervalle  fini,  d'ailleurs  quelconcpie 
(o,  «),  et  les  quotients 

y  z 

(les  quotients  sont  des  fonctions  de  x^  plus  petites  que  Tunité,  et, 
(|uand  X  varie  entre  o  et  a,  il  y  a  pour  elles  un  maximum  q  plus  petit 
(jue  l'unité.  Il  ne  pourrait  y  avoir  de  difficulté  à  ce  sujet  (|ue  pour 
./  =  o.  Or,  pour  X  =  o,  l'expression 


V 


tend  vers  zéro,  puisque 

dy 


hm  —  =  lim  —j-  =  lim  T7 — ' ;  =  i 

dx 
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en  supposant  que  /(o,  o,  o)  et  9(0,0,0)  ne  soient  pas  nuls.   Nous 
avons  donc  entre  o  et  a 


Prenons  maintenant  les  quotients 


et    ': 

nous  allons  voir  qu'ils  sont  aussi  tous  deux  moindres  que  q.  Vm  ell'et, 

Or,  en  n'écrivant  plus  x  pour  abréger,  nous  avons 

./(■r,~^)-/(r.,-i)  ^  Cr-ji)/;(^..,Ci)  +  (~^---M)/;(-^.,C.) . 

Y],  et  s,  sont  respectivement  compris  entre  y  et  j-,,  puis  ;:  cl  ^,  ;  de 
même,  rj^  et  "(0  sont  respectivement  compris  entre  o  et  y^  puis  entre 
o  et  r.  De  plus, 

■']i>"^io,  'Ci>'Co- 

Par  suite 

On  en  conclut  de  suite 

/(/,-) -/(o,o)    ^^' 

et  enfin,  en  revenant  aux  équations  qui  donnent  les  dillérences  j-  —  ^, 
et  y  — y.,  et  aux  équations  analogues  en  z 


2i\  KMiLK   iM(:\nn. 

\'A\  continuant  ainsi  de  proclie  on  \)Vov\n\  on  a,  (Tune  manière  ;;(''- 
niM'alc, 


Il  en  résnllo 


»  —  j  ii-i  "      •"  Il  - 1 


(•t.  |»ar  snilo, 

liiii  r„^j>',  linir„=r. 

(".oinnic  ({  <'st  ([uclconquo,  on  %oil  (juc  A'.v  (ippio.rinuttions  st/cccs- 
\i\r.\'  romi'r^cronl  nécessaircniaU  pour  toute  t^alcur  positive  (fe  ./■. 
Les  fonctions  y  cl  3  seront  donc  rcprcscnlccs  par  les  déveloj)j)enienls 
toujours  convcrj^^ents  pour  x  positif 

z  =  Zt-\-{z,-  z,)-h  ...  -h(z„—z„_,)-h  .... 
(liions  comme  e\<'mple,  en  prenant  une  seule  é(pialion, 

;;i  =  A(..)r+B(-)^ +  <:(.'•), 

en  dcsij;nanL  par  A(^.f  ),  B(x),  C(x')  les  fondions  de  .r  positives  pour 
./•  >o,  les  deux  premières  restant  inférieures  à  un  nombre  fixe. 

i.  Reprenons  maintenant  les  équations  (l'I),  en  ne  faisant  aucune 
livpothèse  sur  les  dérivées  du  j)remier  ordre  des/ et  des  cp,  si  ce  n'est 
(pfelles  restent  comprises  entre  deux  limites  fixes.  Les  é(piations  ap- 
partiennent toujours  au  type  du  n*^  2,  et  nous  sommes  assuré  (|u'il 
existe  un  système  d'intégrales  j-  et  z  parfaitement  déterminées  pour 
toute  valeur  positive  de  x,  et  s'annulant  pour  x  =  o.  11  est  évident 
que  >'  et  r  iront  constamment  en  croissant. 

Que  pouvons-nous  dire  des  approximations  successives?  On  verra, 
comme  plus  haut, 

7,</2<  •••  <r«<-.<r, 

^,<  r,<..<r„<...<r. 
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Il  en  résulte  que  y^i  <?t  ^«  auront  nécessairement  des  limites  Y  et  Z 
et  nous  pouvons  écrire 

Y=r.  +  (r.-r.)+---+C7«-r«-.)^----. 

Pour  chaque  valeur  de  x,  ces  séries  sont  convergentes,  mais  nous 
ne  pouvons  pas  démontrer  ici  que  Y  =  jy,  Z  =  z. 

Cette  égalité  a  lieu  quand  x  est  assez  petit  :  c'est  le  théorème  gé- 
néral. Si  l'on  admet  que  les  deux  séries  qui  représentent  Y  et  Z  sont 
uniformément  convergentes  dans  un  certain  intervalle  (o,  a),  on 
peut  établir  que  Y  et  Z  coïncident  respectivement  avec  y  et  z.  Pre- 
nons, en  effet,  la  série  des  dérivées 

^     ^  dx  d.r  dx 

Elle  peut  s'écrire 

/(•^»ro,  -o)  +  [/(^, y^,  -.)  -/(^,ro,  -o)]  +••  •  • 

-^  [/(-^"^  ïn-s ,  -«-.  )  —  /C^-,  y„-2,  -,,-2,)J  + . . .  • 

La  somme  des  n  -\-  i  premiers  termes  de  cette  série  est  égale  à 

f(x,  j„,  z,). 

Elle  est  donc  convergente  et  a  pour  somme  f(x,  Y,  Z);  elle  est 
uniformément  convergente  siy„  et  z^  tendent  uniformément,  comme 
nous  l'admettons,  vers  leur  limite,  quand  x  est  compris  dans  l'inter- 
valle (o,  a).  La  série  (2) peut  donc  être  intégrée,  ou,  en  d'autres 
termes, 

^  =/(x,  Y.  Z) 

et,  de  la  même  manière, 

•    ^=^(x,  Y,  Z). 

Les  deux  fonctions  Y  et  Z  satisfont  donc  aux  équations  diilëren- 

Journ.  de  Math.  (4'  série),  tome  IX.  —  Fasc.  IIF,  iSgS.  2C) 
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tioUos  et,  coinino  ollos  s'aiiiiuloiil  [loiir  r  =  o,  on  a  nrcossairoinciil 

Y=K,  /=-. 

o.  Dos  clrconslancos  plus  curiousos  encoro  vont  so  présoiilor  dans 
\o  cas  où  les  fondions  /  et  ç,  toujours  positives,  sont  décroissantes 
avec  y  el  r.  Les  approximations  successives,  faites  en  parlant  de 
y^  =  j„  =1  o,  (ionneni  une  suite  (1(;  fonctions  posilives  de  x 

7«  '  "'1' 

(In  a  d'aljord 

\-,  =  /    /(x-,  o,  oW/.y.  ~i  =  /     9(.^',  o,  o)^/.'- 

cl  ensuite 

Il  en  résuite 

Si  nous  prenons  alors  la  valeur  de  y^  et  ^.,,  on  aura,  d'après  les  hy- 
pothèses faites, 

7.   >.V,  >/.,  -,   >-:,   >^-.. 

H  en  résulte  que  lesy  à  indices  pairs  forment  une  suite  croissante, 
et  les  y  à  indices  impairs  forment  une  suite  décroissante;  tout  terme 
de  la  seconde  suite  est  plus  grand  que  tout  terme  de  la  première. 
Nous  sommes  donc  assuré  que  les  termes  d'indice  impair 

7o      73,      Xr.,       ••• 
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ont  une  limite  que  nous  désignerons  par  Y,  et  de  même  les  termes 
d'indice  pair 

J)'*2>    y\-)    }\-! 

ont  une  limite  que  nous  appellerons  jy. 

Il  est  certain,  d'après  le  théorème  fondamental,  que  j^  et  Y  sont 
identiques  quand  x  est  suffisamment  petit. 

Si  les  deux  suites  précédentes  convergent  uniformément  vers  leurs 
limites  quand  a?  est  dans  un  intervalle  (o,  a),  il  est  facile  d'établir  (pie 
les  deux  limites  sont  égales.  Prenons,  en  effet, 

^  =  y  y  +  (7:1  -  .r ,  )  -f-  • .  •  -^  {y -lu-. .  -  y-i„-s  )  ^  •  •  • , 
j'  =  7.  +  (>%  - 7.)  +  •  •  •  +  0'2«    - y-2n-i )+.... 

D'après  notre  hypothèse,  ces  deux  séries  sont  uniformément  con- 
vergentes dans  l'intervalle  (o,  a).  Nous  allons  en  conclure  que  les 
deux  fonctions  de  x,  ainsi  représentées,  ont  des  dérivées.  Prenons, 
en  effet,  la  série  des  dérivées 

t/.i-  d.f  '  '  '  dx  '  •  ••> 

qui  se  réduit  à 

/(  .r,  7, ,  :r,  )  +  [./(-^^  J'..'  -a )  -  /(■>•,  r .  ^  - 1  )  I  +  •  •  • 

La  somme  des  n  premiers  termes  de  cette  série  est 

Elle  a  pour  limite 

f{x,  Y,  Z), 

et  elle  sera  uniformément  convergente  dans  l'intervalle  (o,  a),  puisque 
y2n-\  et  Z2n~\  tendent  uniformément  vers  leur  limite.  On  en  conclut 
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'1^^,  =/{x,  Y,  Z), 

Cl.  paroillomoiit. 

De  la  incinc  manière,  on  aura 

Par  conséquent,  nous  avons  quatre  équations  auxquelles  satisfont 
les  fonctions 

y,     --,     Y.     Z. 
(  )r,  pour  X  =  o, 

y  =z  z  =  Y  =  Z  =  O, 

et  l'on  en  conclut  de  suite,  à  cause  de  la  symétrie, 

j  =  Y,        .-  =  Z. 

Il  est  bien  probable  qu'en  général  les  limites  (y,  z)  et  (Y,  Z) 
seront  distinctes  quand  l'intervalle  sera  suffisamment  grand,  ce  qui 
tiendra,  d'après  ce  qui  précède,  à  la  convergence  non  uni/orme  des 
deux  suites  vers  leur  limite;  il  serait  désirable  d'avoir  un  exemple 
explicite  où  les  limites  seraient  difîérentes. 

I[.    —    Seconde  mbthode  d'approximations. 
6.   Prenons  d'abord  l'unique  équation 

/   V.  d'Y         ri  dy 

(0  d7^=f[^^'^.y.± 
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JSous  voulons  trouver  l'intégrale  de  cette  équation,  qui  prend 
pour  X  =  a  la  valeur  A  et  pour  x  =  b  la  valeur  B.  On  suppose  que 
la  fonction 

est  définie  et  continue  quand  x  varie  dans  un  certain  intervalle  de  lon- 
gueur h  comprenant  a  et  b,  et  que  |y  1  et  \y'  \  varient  respectivement 
entre  —  L  et  -f-  L  d'une  part,  —  L'  et  h-  L'  d'autre  part;  nous  dési- 
gnerons par  M  le  module  maximum  de  /  dans  ces  conditions.  On 
admet  de  plus  que 

\/(^'^yny\)—/(j',r,y)\<^\y-y^\  +  ?\y-y\l 

a  et  ^  étant  deux  constantes  positives  fixes,  les  y  et  y  restant  entre 
les  limites  indiquées. 

On  part  d'une  fonction  quelconque  y^  satisfaisant  aux  conditions 
précédentes,  et  l'on  forme  les  équations  successives 

I  ^\y2  _  fl  ^  ^    ^\ 
(2)  /  dj;-'  -jy^^yn  ^.^y 

) 

dx-'   ^J  \^-^»7«-n     dx    ) 

On  intègre  chaque  fois  par  la  condition  que y^y^i  •  •  -i  yn  prennent 
les  valeurs  initiale  et  finale  données. 

Pour  simplifier  l'écriture,  nous  supposerons,  comme  il  est  évidem- 
ment permis,  que 

a  =  A  =  o         et         b^  o. 

Il  s'agit  d'abord  de  savoir  si  les  y  successifs  restent,  ainsi  que  leurs 
dérivées  premières,  entre  les  limites  indiquées. 

7.  Arrêtons -nous  un  moment  sur  l'équation 

(5)  S  =  î(-), 


33o  KMll.K     l'K.VHl). 

on  aura  rinli'^^ialc  s'annulaul  pour  ./■  =  o, 

(  llioisissoiis  la  ronstaulc  V  de  telle  sorte  que  cette  exprcssiou  prenue 
la  val<Mir  !>  |)our  .r  =  h  ;  ou  a  ainsi 

y=l      '^{Z){,r-z)(iz-h  -f  --^  0{z)(h~z)fh, 

qui  représente  rintéii:rale  de  (3)  s'annulant  pour  .x*  =  o  et  prenant  la 
valeur  B  pour.r  =  h.  On  peut  trouver  une  limite  supérieure  (le|^|  el 

1   r-l  «luand  ./■  varie  entre  o  et  />.  hlerivons  y  sous  la  forme 
I  "•''  I 

La  valeur  absolue  de  la  première  intégrale,  en  désigriaul  par  M  la 
valeur  absolue  maxima  de  cp(^),  est  moindre  que 

/  ,v\M  h'- 

La  valeur  absolue  de  la  seconde  est  moindre  que 

a;  M{b  —  ,v)^ 

b  2 

Ou  a  donc,  par  conséquent, 


d  où,  enfin, 
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Passons  maintenant  à  -j-;  on  a 
dx 

égalité  qu'on  peut  écrire  sous  la  forme 

on  aura,  par  suite, 


dx 

<  Mx 

M  (6- 
■^  b          1 

-)V 

B 
6 

et,  par  suite, 

dx 

<\\h-^ 

B 
1 

8.   Revenons  maintenant  au  système  (2).  Nous  devons  évidemment 
supposer 


Bl<L. 


Nous  admettrons  de  plus  que 

(4) 


— -  +  iB|<L, 


ce  qui  a  lieu  si  h  est  assez  petit.  De  plus,  pour  que  -j-  soit  certaine- 


ment compris  entre  —  L'  et  +  L',  nous  faisons  l'hypothèse  que 


(5) 


M^; 


<L'. 


Moyennant  les  inégalités  (4)  et  (5),  nous  sommes  assuré  que  les 
fonctions  y,,  y^^  ...^y^  sont  toutes  comprises  entre  —  L  et  -t-L.  On 
doit  remarcjuer  que  ces  inégalités  seront  certainement  vérifiées  si  h, 


B 


B  et  j  sont  suffisamment  petits. 
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Il  nous  faul  malnlcnaiil  luonlnM'  (|iie  >„  lond  vers  inio  liniih^  f|uaii(l 
//  aimuienlc  iiuloliiiimcnl.  On  a 


Or,  soil  M  le  maximum  de 


dx  d.v 


nous  aurons,  d'après  le  numéro  précédent, 

L>'. -r.  I<— - 


•du-  dx 


<MA 


F. a  relation 


'/'(.v,- 1î) 


d.r-^'  '  —f\^^y-i>  dx)   f\^^y^^  dx) 


nous  niontie  que 


l.n-^,i<M(«^  +  fi6) 


717-  ~  lu- 


<Ma^ +?/>/., 


et,  do  proche  en  proche,  on  arrive  aux  inégalités 

!r,-r,-,l<M(a^-hfii.) 


«     2    //î 


<y.r  ^.r 


Si  donc  on  a 

Ci) 
la  série 


b'- 
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sera  manifestement  convergente,  et,  par  suite, y„  aura  une  limite/ 
pour  n  ■=■  3o.  Cette  fonction  y  de  x  aura  certainement  une  dérivée 
première  représentée  par  la  série 

dys  _^  [dyj.  _  dyC\  ^      ^  /'dxn  _  dr„^A  _^ 

dx         \  dx  dx  I        "  '        '    dv  dx    ) 

Il  est  aisé  de  vérifier  que  y  satisfait  à  Téquation  (i);  on  a,  en  elTel, 

r»  =j"/(-^  .)'„-„  -'^)  (■'•  "-  --)  ch 

+  '^-l,f"f[^0'..~J^yi'--^)'i^; 

en  remplaçant,  sous  les  signes  d'intégration,  dansy„_,,  la  lettre  x  par 
la  lettre  j.  Puisque  y„  et  -~  convergent  uniformément  vers  leurs 
limites  respectives  y  et  -^^  ?  on  aura 

et,  par  suite,  en  difîérentiant  deux  fois 

d'y         J  dy\     ■ 

.dP^-=f['-0'^^.)- 

Il  est  évident,  d'ailleurs,  que  JK  =  o  pour  x=:  o,  et  y  =  B  pour  x  =  b. 
La  recherche  de  V intégrale  est  donc  complètement  effectuée;  on  ne 
doit  pas  oublier  que  les  inégalités  (4),  (5)  et  (6)  sont  supposées  vé- 
rifiées. 

9.  L'analyse  précédente  peut  s'étendre  à  un  nombre  quelconque 
d'équations  de  la  forme 

d-  Vo   __    /.    /  dvx  dv,, 

dx-'    -■'■'  l-^''/"r2,  •••'7"n  ^'  •••'  -^ 


dx'     — ./"'\^-^'/<'  ^'^^  •••'/'«'   ^.^'   •••'    ,ix 
Journ.  de  Math.  (4'  série),  lome  IX.  —  Kasc.  IH,  iSgS.  3o 


a:Vi 


IMII.K     riCMU). 


Nolro  iiu'mIxxIc  (rapinoxinuilions  succossivos  porinoltra  do  (IrlcrmiiKM- 
les  iutôi;ral('s  )  ,,  )._. \',„  de  co  svstr'inc,   Icllcs  <|u\)ii  ail 


7.=^ 


Y, —  y.,  =  . .  .=  y,„— o  (  pour  ,r       o  ), 

.V,  =   l>, )•„,=;  H,„  (  pour./-  :^  //). 


("-(Miaiucs  iuôi;alil(''s  analogues  aux  iui'^alilés  (  p),  (5)  o\  (())(I('m'ouI 
c[\c  vtM'irKH's.  (  )u  su]>j>oso,  (raillcuis,  cpic 

|./*/<  •'■•.>'. .^■"".>', y,„)  -.//(■'%  - -m,  -'r  •  •  -5  -„,  )  I 

<x,'_\-,-  ::,!-4-.  ..-f-a,„j_v,„-  z,„\-h'^,\y\  —  z.\\-\-...-\-%„\y, 


/Il       III 


\'A\  gai'daul  poui"  le  loslt'  les  mumuos  nolalions  «pic  j)lus  haul,  ou  dcvia 
avoir 

-—  -I-    H,|<L, 


ot  (^ulin 


MA4- 


/>' 


(a,  -h.  .  .-h  a„,)  -  -h  ('|3,  -h  fl,  +.  . .  4-  f5,„  )/>  <  i  . 


10.  Je  dis  niaiutcnanl  que  Vi/ifé^ralc  déierniiurc  par  la  méthode 
précédente  est  unique,  c'csl-à-dirc  qu'il  n'existe  qu'un  seul  système 
(riulégrales  y ^ ,  y^^  . . .,  y,n  preuaut  les  valeurs  données  au  commence- 
ment  et  à  la  fin  de  Fintervallc  (o,  b).  Bien  entendu,  nous  ne  ])ou\ons 
considérer  cpio  des  systèmes  d'intégrales  telles  que 

i>M<i^,     \yi\<^y 

puisque  c'est  seulement  dans  un  tel  intervalle  que  nous  supposons  les/' 
définies. 

D'ailleurs,  pour  abréger,  je  supposerai  que  les  fonctions  /ont  des 
dérivées  partielles  du  premier  ordre  par  rapport  aux/,  de  telle  soitc 
que  y.^  sera  le  maximum  de 


(/=  r,  2,  ...,m); 
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pareillement  fl/t  sera  le  maximuiii  de 


(/=  I,  2,  ...,  m), 


quand  x  varie  entre  o  et  h^  lesj^  entre  —  L  et  +L  et  les  j'  entre  —  L' 
et  4-  L'. 

Supposons  maintenant  que  nous  ayons  deux  systèmes  d'intégrales 
satisfaisant  aux  mêmes  conditions  aux  limites 

y K^y-i,  •'•■,}■„,    <'i    V,,  \\,, ...,  Y,„. 

On  aura,  en  retranchant  les  équations  différentielles,  posant 
et  appliquant  le  théorème  des  accroissements  finis 

/   '■^'"i  ,  ,  /         <(i' \  I  du,,. 

^i^)    •; ■ — 

I  d-  II,,,  j  (lu  .  ,  (lu,,. 

Nous  pouvons  considérer  les  a  et  b  comme  des  fonctions  de  j:-,  et  nous 
avons  alors  un  système  d'équations  linéaires  et  homogènes,  pour  les- 
quelles un  système  d'intégrales 

s'annulent  pour  ./;  =:  o  et  pour  x  =  h. 

Nous  allons  voir  c|ue  les  u  doivent  être  identicpiement  nulles.  De  ce 
que 

I  «/,/f  I  <  y-A  <'ï  I  l^>i.h  |<  ?A  (i  =:=   I  ,   2,    .  .  .  ,   ni), 

on  conclut  que,  pour  le  système  (E)  d'équations  linéaires,  la  méthode 
des  approximations  successives  est  applicable.  Il  en  résulte  que  l'on 
peut  trouver  'ini  systèmes  d'intégrales  prenant  pour  ./;  =  o  et  ./•  :=  h 
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dos  valeurs  arbilniiremenl  données.  Avec  ces  2m  syslènies  d'inlé- 
j> raies,  nous  pouvons  former  rintégrale  générale  de  (K)el  délenni- 
ner  les  conslanles  de  façon  à  avoir  les  intégrales  s'annulanl  loules 
pour  .r  =  o  et  pour  x  =  b.  Or  ces  constantes  seront  toutes  nulles, 
puiscprelles  sont  données  par  des  équations  homogènes  du  premier 
degré,  dont  le  déterminant  n'est  pas  nul,  toutes  les  lettres  qui  forment 
ce  détcMininanl  ayant  des  valeurs  arbitraires.  Les  u  sont  donc  identi- 
(piemenl  nulles,  et  l'on  a  bien 

1 1  ^^  ^y  n    •  "  ■  >     »  w  =^  y>n  « 

comme  nous  voulions  l'établir. 


CllAriTRE  II. 


111.    —   Examen  d'une   forme  partjculièhe   d'équations. 

11.  Examinons  quelques  cas  particuliers,  où  la  forme  spéciale  des 
équations  nous  permettra  diverses  remarques  sur  la  solution  dont  nous 
nous  sommes  occupé  au  n*'  6. 

Prenons  d'abord  l'équation  très  simple 

S  =/(-./)■ 

Nous  avons  montré  (' j  que,  si  la  fonction /croît  toujours  en  même 
temps  que  y,  il  ne  pourra  y  avoir  deux  intégrales  de  celle  équation, 
continues  dans  V intervalle  {a,  b)  et  prenant  les  valeurs  A  et  H  aux 
deux  extrémités. 


(')  Chapitre  V,  n°  3,  du  Mémoire  cité. 
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Nous  avons  ensuite  fait  voir  comment  la  méthode  alternéi;  pouvait 
être  appliquée  à  l'équation  précédente.  Je  ne  veux  pas  revenir  sur  ces 
questions,  et  c'est  d'une  équation  de  même  forme,  mais  avec  des  hy- 
pothèses différentes,  que  je  veux  m'occuper  maintenant. 

Ecrivons  l'équation  sous  la  forme 

(7)  S -^/(•^''':^)  =  "' 

et  supposons  que,  x  étant  dans  un  certain  intervalle,  la  fonction  /"(./;,  y), 
définie  pour  toute  valeur  de  y,  croisse  cojistainmeiil  mrc  y  et  que 
l'on  ait  identiquement 

/(j;,0)  =  0. 

Il  est  clair  que,  dans  ces  conditions,  /{^'iY)  sera  positif  quand  y  sera 
lui-même  positif.  Nous  allons  supposer  de  plus  que  la  dérivée  toujours 
positive 

décroit  quand  y  augmente. 

Ces  hypothèses  faites,  admettons  qu'il  existe  une  intégrale  y  de 
l'équation  (7),  restant  toujours  positive  (et  non  nulle)  lorsque  x  varie 
entre  o  et  ^,  et  ne  s'annulant  pas  pour  les  valeurs  extrêmes.  Nous 
allons  montrer  que  cette  intégrale  peut  certainement  être  obtenue 
par  la  méthode  des  approximations  successives. 

Partons  à  cet  effet  de  la  fonction  y^^  satisfaisant  à  l'équation 

et  prenant  aux  limites  les  mêmes  valeurs  que  y.  Les  équations  succes- 


sives 


d^  Ko  /./  V 


T7ë^+/(-^^7.^.)  =  o 


dx 


lis  KMIl.K     l'ICAlU). 

(  v„  j>r(M»anl  les  nirmos  valeurs  (juc  r  aux  doux  liniiles)  monirciil  quo 

:  o<yi<  •••  <.v-„. 
Il  faut  moutrcM-  <|uo  y,,  a  )' pour  liiuil(\  Or  cousidéroiis  lo  ijuolioul 

.r  —  Xo 

y 

U  après  r(''(pialioii 

\'  csl  plus  j:;;rau(l  (pic  r„,  o[,  par  suite,  lo  rapport  j)I(''c<''(1(MiI  est  plus 
petit  (pie  ruuit(''  el  u'allt'iiil  pas  ce  uonihre  :  soit  q  sou  uuixiuiiiui; 
ou  a 

(  iCei  j>os('',  r(''([uah()u 
donne,  d'apr(''s  le  n°  7, 


(«) 


^/; 


^riA"'.^')-/(-'>''')K^-^>^''- 


en  renipla(;ant,  sous  les  signes  d'intégration,  dans  y  clyo-,  f  p<ii"  - 
Mais  nous  pouvons  écrire  l'inégalité 

/(::,.r)-/(^..v,)  _/;(^,^,)(,v-.»-,)    .  7-.V, 


car  ç,  >>  ^„.  Or  de  Fégalité 
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rapprochée  de  régalité  (8)  et  de  rincgalité 


ou  conclut 


'-'^<'/. 


On  aura  de  la  même  manière 


et  ainsi  indéfiniment 


-<'j^ 


De  ces  inégalités,  on  déduit 

Cette  inégalité  établit  bien  que  y,,  converge  uni foi-inénicnti^ers  y. 
C'est  ce  que  nous  voulions  établir. 

12.  Nous  avons  maintenant  à  rechercher  les  intervalles  dans  lesquels 
on  peut  être  assuré  d'avoir  une  intégrale  toujours  positive,  et  cher- 
cher en  particulier  s'il  est  possible  d'avoir  une  intégrale  s'aniuilaiil 
aux  extrémités  d'un  intervalle  sans  être  identiquement  nulle.  Nous 
avons  dit  que  la  dérivée  toujours  positive 

/;(-^.  y) 

allait  constamment  en  décroissant  quand  y  augmente,  lorsque  x  a  une 
valeur  fixe  quelconque  dans  un  certain  intervalle.  Pour  j^  =  ac,  cette 
fonction  aura  une  valeur  déterminée  ;  posons 


/;(x,  o)  =  P(x), 
/;(x,co)=(^)(x-), 
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on  aiiia 

i){.r)  pouirall  cive  '\(\cn['\(\ucmcn\  milita 

ir».    Avant  (TalltM'  plus  loin,  rappelons  un  lliéoirnio  \ncu  connu  sur 
les  ('(pialious  (linV'renlielles  linéaires, 
i'ilaul  donnée  Téipialion  linéaire 

où  la  fonction  P(r)  est  positive  el  définie  j)our  un  cliainj)  sullisani- 
nient  i;rand  de  valeurs  de  .r,  il  existe  une  (juantilé  a,  telle  (pie  dans  tout 
intervalle  (o,  a)  où  a  <  a,  une  intéj^rah^  nulle  au\  deu\  extrémités 
est  identiquement  nulle.  Pour  Tintervalle  (o,  a)  au  contraire,  il  existe 
une  intégrale  s'annulani  aux  deux  extrémités  et  (jui  n'est  pas  nulle 
idenlitpiement.  Dans  Tinlervalle  (o,  a')  la  méthode  des  approxima- 
tions successives  conduit  à  une  série  convergente. 

Si  Ton  considère  une  seconde  équation  de  même  forme 

à  ( elle  (Mjuation  correspondra  un  intervalle  (o,  ^).  Si  Ton  a 

P(.r)>Q(./;), 
on  aura  nécessairement 

li.   Ceci  posé,  revenons  à  l'équation 

Proposons-nous  de  montrer  qu'il  existe  une  intégrale  (ne  s'annu- 
lanl  pas  identiquement)  s'annulant 

[)Our  X  =  o  et  pour  ./;  =  a, 

a  étant  compris  entre  a  et  [^. 


APl>I.IG\ÏION     DES    MÉTHODES    d'aPPROXIM.VTIONS    SUCCESSIVES.        9.^1 

Celte  intégrale  va  nous  être  fournie  par  la  méthode  des  approxima- 
tions successives.  Nous  partons  d'une  fonction  arbitraire,  toujours 
positive,  s'annuiant  pour  o  et  pour  a;  nous  allons  montrer  d'abord 
(pie  la  série  des  approximations  successives  est  convergente.  Consi- 
dérons à  cet  efTet  une  quantité  positive  £  assez  grande  pour  qu'en 
posant 

/;(x,  £)==R(x-), 

la  quantité,  analogue  à  la  lettre  a  du  numéro  précédent  et  relative  à 
l'équation 

soit  supérieure  à  a;  ceci  est  possible  puiscjue  pour  £  =  ^d  la  fonction 
R(x)  se  réduit  à  Q{x). 

Ceci  posé,  cherchons  l'intégrale  de  l'équation  (E)  prenant  pour 
X-  =  o  et  pour  x  =  «  la  valeur  £.  La  méthode  des  approximations  suc- 
cessives nous  fournira  une  suite  de  fonctions  croissantes 

ro=-£,         JK,,     Jo,      ...,     y„,      .... 
Il  est  aisé  de  voir  que  cette  suite  a  une  limite.  On  a  en  effet 

-^^r^  -  -  /(•*•,  r«-.  ) -/(•^•,r«  0  =  0- 

Or 

/(.x-,  j„_,  )  -  /(x,7,_,)<  R(x)  (y„_,  - jK.-.  ), 

puisque  j„_,   et  jk„_.  sont  supérieurs  à  £.  Or  la  série  des  approxima- 
tions successives  converge  pour  l'équation  linéaire 

Il  en  est  donc  a  fortiori  de  même  pour  l'équation  (E). 

Nous  venons  de  trouver  l'intégrale  de  l'équation  (E)  prenant  pour 
ic  =  o  et  j-  =  <2  la  valeur  £,  £  étant  une  constante  suffisamment  grande. 
Nous  voulons  avoir  l'intégrale  de  l'équation  prenant  la  valeur  zéro 

Journ.  de  Malli.  (4'  série),  tome  IX.  —  Fasc.  III,  1898.  3r 
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aux  (l(Mi\  cxli'ômili's.  Or  parlons  (lune  loiulion  s'aimiilanl  aux  deux 
fxlivinitt's  cl  iiilV'riciiit'  à  s;  puiscinc  les  a|)|>ri)\imali()iis  coiiNcr^ciil 
dans  |(«  cas  (|ui  \  icnl  dclrc  cxaniinc  ci-dcssns,  elles  conNcrticnl  ncccs- 
saircincnl  encore  dans  le  cas  acinel. 

\oi/s  ohlcnons  (Idiic  ,  par  lu  nirlliodc  (d'.s  (/pproiir/Kt/io/is  surccs- 
.ç/iv'.v.  ////i'  inh'ii'ralo  s'anDitlant  poi/r  .f  -  o  cl  pom-  .r  a.  Une  oh- 
jeclion  inipoilanle  se  |)r(''senle  lonlelois  innnédialenieni  :  rnile^rale 
t|iie  lions  \enons  de  IroiiNcr  n"esl-t;lle  j)as  idenli(|nenienl  nnlle? 

Nons  allons  établir  (jnil  n'en  esl  pas  ainsi. 

Montrons  d'ahord  (ju On  j)(MiI  li'onver  nnc  lonclion  conlinne  v„ 
do  X,  sannidanl  |tonr  .r  =  o  cl  ]>onr  .r  =  a,  el  telle  (|ne  dans  l'inler- 
xalle  (o,  a  ) 

Soit  r^  nne  <|nanlilé  positive,  et  |)osons 

/,X.r,r,)     :!{,('./•). 

Nons  ])on\ons  prendre  'q  do  telle  sorte  (jiie  la  (jiiantilé  a,,  coiies- 
|)on(lanl  à  léipiation  linéaire 

soit  é^ale  à  a.  Dcsij>nons  alors  par  j,,  la  fonction  conlinne  satisfaisant 
à  cette  dernière  é([nation  entre  o  et  a  et  s'annnlanl  ponr  ces  deux 
valeurs;  de  plus,  comme  elle  n'est  déterminée  (pi'à  nn  facteur  près, 
nous  la  prenons  telle  qu'elle  ne  dépasse  pas  y].  Nons  avons  ainsi  une 
fonction  continue  parfaitement  définie,  telle  que 


^"-f-/(-^,7«)>"; 


djc 


nous  allons  la  prendre  pour  commencer  les  approximations  succes- 
sives. La  seconde  fonction  jk,  est  déterminée  par  l'équation 
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et  par  la  condition  de  s'annuler  pour  x  =  o  et  pour  x  =  a.  Il  est 
facile  de  voir  que 

Si  nous  écrivons,  en  efTet,^,  —  j-,, -i-  >,,  nous  aurons 

La  soinine  des  deux  derniers  termes  est  positive;  X  s'annulant  aux 
deux  extrémités  de  Tintervalle  (o,  a)  sera  donc  positif  dans  cet  inter- 
valle. Nous  aurons  donc  bien  rinégalité  annoncée.  Du  monu'nt  que 
/,  >r„,  on  aura 

et  ainsi  de  suite.  L'intégrale  cherchée  /  sera  donc  supérieure  à  y,^  : 
elle  ne  sera  pas  identiquement  nulle. 

En  définitive,  nous  avons  démontré  dans  ce  paragraphe  c[\ï  il  existait 
une  intégi^ale  de  l'équation 

s  annulant  pour  x  -^^  o  et  pour  x  =  a,  et  toujours  positive  dans  cet 
intervalle. 

1d.  L'intégrale  dont  il  vient  d'être  question  est  unique.  —  (]eci 
est  une  conséc[uence  de  l'analyse  du  n"  1 1 .  A  la  vérité,  Tintégrale  tou- 
jours positive  j>^,  que  nous  avons  considérée  dans  ce  numéro,  ne  s'an- 
nulait pas  aux  deux  extrémités;  le  raisonnement  subsiste  sans  modili- 
cation  si  l'intégrale  s'annule  seulement  à  une  des  extrémités,  soit  pour 

x  =  o  et  si  l'on  suppose,  déplus,  que  j~  ne  soit  pas  inlinie  pour  .r  =  o. 

Il  est  évident  d'ailleurs  que  -—  ne  sera  pas  nulle  pour  x  =  o,  car  autre- 
ment j' serait  identiquement  nulle.  Si  nousprenons  alors  le  rapport 

y  y 


t   f 


1\\  KMII.K    ncviu). 

(lu  n"  8,  ro  rapport  soi'a   |)liis  |u>lil  (jiic  l'iiuilô  inrnio  pour./-  -^  o,  car 

l 


...oV.)-/  '•»"^'^ 


0  (M  0  (Irsiiiiiaiil  (l»Mi\  ani;lt^s  aigus  dilTôriMils  de  /ôi"o  cl  di^  -  ol  Pou  a 

0-0. 

Si  rinlô^nalo  toujours  positive  y  s'annule  aux  doux  cxlréinilés  de 
l'inlorvallc,  le  raisonneuienl  doit  être  modifié,  ear  on  ne  ]1(miI  faire  les 
approximations  sueeessives  en  partant  dt;  la  fonelion  )„  salisfaisaiil  à 
ré«jualion 

On  suppose  cpie  Ton  |)aile  delà  fonetion  )'„  eonsidérée  à  la  fin  d  u 
nunKM'o  preeiMlenl.  poui'  hnjuelle 

()n  peut  de  plus  supposer  cpie  r,,*^)'  (  Xo  n'étant  déterminé  qu'à 
un  facteur  pi'cs  ). 

Nous  pouvons  afiirnicr  alors  que  Texpression 

y 

reste  Jiioiiidrc  (ju  un   nombre  q  plus  petit  (pie  l'unité,  puisque  pour 

./•  =  ()  et  ./•  --  a  la  limite  de  — ^  ne  peut  être  nulle.  Il  n'v  a  plus  alors 

(]u"à  raisonner  connue  au  n°  1 1  pourvoir  que  j'„a  nécessairement  une 
limite,  et  cette  limite  estjy.  Celte  inlé<^rale  y  est  donc  unique. 

16.  Nous  avons  supposé,  dans  tout  ce  qui  précède,  que  a  était 
distinct  des  valeurs  extrêmes  a  et  [3.  Montrons  que  Tintégrale  tend 
vers  zéro  quand  a  tend  vers  a.  Nous  allons  raisonner  comme  au  n"  J  i, 
quoique  dans   des  circonstances  un   peu  diflérentes.    Nous  pouvons 
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prendre  la  constante  i  assez  petite,  pour  que,  ayant  posé 

/;(x,  £)  =  R(.r), 
l'intervalle  a'  dans  lequel  s'applique,  pour  l'équation 

d'y        t:>  /     \ 

la  méthode  des  approximations  successives,  soit  aussi  peu  supérieur 
que  l'on  voudra  à  a.  Choisissons  alors  a  entre  a  et  a'.  D'après  le  n"  14, 
l'intégrale  y  de  notre  équation 

est  moindre  que  l'intégrale,  prenant  pour  x  =  o  et  ^  =  «  la  valeur  £, 
et  obtenue  comme  limite  des  approximations  convergentes 

^^+/(X,£)=0, 
ci- y-         f. 

et  ainsi  de  suite.  Or  on  voit  que  chacun  de  ces  y  est  de  l'ordre  de  £, 
c'est-à-dire  peut  se  mettre  sous  la  forme  du  produit  de  £  par  une  fonc- 
tion restant  finie;  notre  intégrale  y  est  donc  elle-même  de  l'ordre  de  £; 
comme  on  peut  faire  tendre  £  vers  zéro  a  mesure  que  a  se  rapproche 
de  plus  en  plus  de  a,  il  en  résulte  que  l'intégrale  y  tend  vers  zéro, 
comme  nous  l'avons  annoncé. 

Supposons  maintenant  cjue  a  tende  vers  ^.  Nous  aurons  recours 
alors  à  la  secondé  partie  du  raisonnement  du  n"  14.  Puiscjue  a  est  très 
voisin  de  ^,  nous  pouvons  prendre  la  quantité  r\  extrêmement  grande. 
Supposons  de  plus  que  le  maxinuim  de  la  fonction  y^  soit  précisément 
Tj,  ce  que  nous  pouvons  toujours  réaliser,  puisque  jv'„  n'est  déterminé 
qu'à  un  facteur  près.  Dans  ces  conditions,  notre  intégrale  atteindra 
certainement  une  valeur  supérieure  à  r\.  Comme  y]  est  aussi  grand  que 
l'on  veut,  si  a  est  suffisamment  rapproché  de  [3,  on  voit  qu'il  n'y  a  pas 
d'intégrale  continue  (outre  y—  o)  s'annulant  pour  r  —  o  et 'pour 
X  =  [3.  Pour  une  valeur  fixe  quelconque  de  x  (distincte  de  o  et  a)  la 
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Nalciir  (le  riiil(''^r;(l(>  \-  de  l\''(|uali()ii 

s'anmilanl  pour  o  ot  pour  (7,  augmente  indéfiniiiicnt  quaiul  a  tond 
vers  '^.  il  rrsulle  cneorc  de  ces  eonsidéi'alions  cpie,  |)()ur  Tinlr^i'ale  y 

eorrespondanl  à  a,  la  \aleur  de  la  drrivée  -^-  |>()ur  .c  --~  o  varie  (Tuiic 

uiauirre  eonliiuie  de  zért)  à  riuliui  (juaiul  </  varie  de  a  à  [3. 

I  7.  Dans  loul  ee  (pii  préeède.  nous  n'avous  rtudié  (jue  les  in h'i; t'aies 
reslanl  toujours  positives  (on  nulles V  Ponr  éludierd'auLres  inlégiales, 
il  est  évidemment  nécessaire  de  faire  des  hypothèses  sur  la  nature  de 
la  fonction /(x,  ^)  et  de  ses  dérivées  pour  )^  néj^alif.  Supposons  en- 
core (jue  cette  fonction,  (pii  s'annule  poui"  y  -  o,  croisse  toujours  en 
uièuie  teni|»s  (jue  )',  cl  (pie  la  dérivée 

toujours  posili\e,  ait  un  niaxinuiin  ponrj)'  =  o,  el  n'ait  ni  minimum,  ni 
antre  maximum.  On  ponrra  alors  étudier  toutes  les  intégrales  de 
Téquation.  Faisons  seulement,  ])Our  le  moment,  la  l'emarque  (pierin- 
légralc  étudiée  aux  n""*  14  et  li>,  et  (pii  s'annule  pour./-  =  o  et  pour 
ji=  a,  ne  sera  pas  nécessairement  nni(jue  si  Ton  ne  la  suppose  pas 
toujours  positive  dans  l'intervalle  (o,  a).  D'une  manière  plus  géné- 
rale, i//te  intégrale  n'est  pas  nécessaire  me  ni  dr  1er  minée  d'une  ma- 
nière unique  dans  r intervalle  (o,  a^  par  ses  imleurs  initiale  el  fi- 
nale; nous  allons  toutefois  montrer  qu'il  en  sera  nécessairement  ainsi 
dans  le  cas  où 

a  <^y.. 

Soient,  en  effet,  y  et  z  deux  intégrales  supposées  distinctes  satis- 
faisant aux  mêmes  conditions.  On  aura 

^''^y~'^    ■   f(x,y)-f{œ,z)^o 


ou 

O' - -)/r(^S  >^J  =  O' 
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X  éliinl  compris  entre  j'  et  z.  Or  on  a 

Il  en  résulte  que  l'intervalle,  partant  de  zéro,  dans  lequel  une  inté- 
grale s'annulant  aux  deux  extrémités  est  identiquement  nulle,  est  plus 
grand  pour  Téquation 

que  pour  Téquation 

Il  est  dès  lors  évident  que  les  deux  intégrales  coïncident. 

IV.  —  Extension  aux  cas  de  m  équations. 
18.  Les  résultats  précédents  s'étendent  facilement  à  m  équations 


1/5"  "^  /"'  (•^■'  r  n  72-  •  • ,  y,n)  ^-  o. 


Gomme  le  cas  où  x  n'entre  pas  dans  les  équations  est  à  la  fois  le 
plus  intéressant  et  le  plus  simple,  nous  nous  bornerons  à  ce  cas,  et 
considérerons  les  n  équations 


(il)  {  doL 


Z7,  -^  A(y,  ^,  •••,  u) 


où  les  lettres  y^  z^  . . .,  u  sont  en  nombre  m. 
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.Woifs  supposons  que  les  fonctions  f  s\tnnu/rn(  pour 


\'  =  c 


z=  u  =^0. 


Elles  cioissrnl  qmind  les  variables  y  ^  3,  ...,  u  awj^ntenlent.  De 
plus,  les  dcris'i'cs  ncccssaire/nenf  positi\cs 

dz 

(3  étimt  uni'  queleo/u/ue  i/es  lellres)  décj'oissenl  quand  les  voleurs 
absolues  des  rariables  au^nien/enf. 

Nous  aurons  à  faiic  loul  à  TluMiro  une  liypollièsc  supplômeulaire 
sur  los  dérivées  du  prcMuicr  ordre,  mais  il  nous  faul  examiner  d'abord 
un  cas  j)artieulier. 

lî).  Arrèlons-nous  sur  le  cas  bien  simple  où  les  équalions  sont  li- 
néaires. Soit 

,— j  -\-  a,y  -h  a.,z  -h. . .-}-  a„, u  --^  o, 
■j~~  -h  b,y  -h  b.,z  -h.  ..-h  b,„ u  -^  o, 

) 

•  à"-  u  j  1  I 

^~.  ^  ^r  -^  '•^-  +. . .  H-  Lu  -^  o, 

les  a,  b,  . . .,  l  sont  alors  positifs.  L'équation  en  S, 
i,  —  S'-  a.,  ...  a,,. 


b,  b,  -  S' 


1  1  /       _    S2 


-"  O, 


s'offre  quand  on  chercbe  les  intégrales  de  l'équation  précédente  de  la 

forme 

Asin(Sic),     Bsin(Sx),      ...,     Lsin(Sa?). 


Cette  équation  admet  au  moins  une  racine  positive  S^  considérons 
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la  plus  grande  de  ces  racines  que  nous  désignons  par  So-  Les  équations 
différentielles  admettent  le  système  d'intégrales 

(12)  Aosin(So.ï^),     Bosin(Sox),     ...,     L„sin(So.x^), 

et  Von  peut  démontrer  que  les  constantes  A^,  Bo,  . . .,  L^  sont  toutes 
de  même  signe. 

Montrons  cjue  dans  un  intervalle  de  longueur  moindre  que  ^>  la 

méthode  des  approximations  successives  donne  certainement  un  ré- 
sultat convergent.  Nous  allons  d'abord  établir  que  dans  un  tel  inter- 
valle tout  système  d'intégrales 

7,     z,     ...,     u 

restant  positives  (et  non  nulles)  peut  être  obtenu  par  la  méthode  des 
approximations  successives.  On  considère  les  équations  successives 

-^  -h«,7„  +  a.3o  +...4-  a,„u,,  =  o, 


et  ainsi  de  suite,  les  valeurs  initiale  et  finale  aux  extrémités  de  l'inter- 
valle étant  toujours  les  mêmes  pour  chacune  des  fonctions.  On  a  évi- 
demment 

ro<r.  <•••, 

-^0  <c  -1  <c  •  •  "I 


«o<«.  < 


jy,  ^,  . ..,  u  sont  d'ailleurs  nécessairement  aussi  supérieures  respecti- 
vement àjKo7  -0?  •  •  •)  Wo-  Les  quotients 


y-jo 


Journ.  de  Math.  (4°  série),  tome  IX.  —  Fasc.  III,  1893.  >J2 
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ivsleiil  compris  onlvc  zéro  t'I  un,  cl   Ton  peut  Irouvor  un    nombre 
7  <^  I ,  aucpiol  ils  reslonl  inloriours.  Dos  deux  syslèmcs  crc(|ualions 


+  ^7 ,/  -I-  .  .  .  +  (f,„  U  —  O, 


on  conclut 


(tu  y—  >',  )  \  X 


V—  Vi     ^  «—  //, 


'■ '—  KQ <<h 

y  —  v„        '  «  —  "„        ' 

cl  <Mi  continuani  ainsi  {\o  procln»  en  j)rocli(%  on  a 

>'  -  y„  <  yq"  ",  .  .  . ,  //  -  //„  <  //  ry"  '  ' , 

ce  (jui  élahlil  l)i(Mi  <|ne 

lim/„  =  >'•,  ....  linw/„    ~ //  (|)our  // =  oc  ). 

i]c  point  élal)li,  la  mélhodo  des  approximations  successives  réus- 
sira pour  l'iutéi^rale  (12),  et,  par  suite,  pour  lout  système  de  valeurs 
initiales  cl  linales,  puisqu'on  peut  toujours  supposer  que  celles-ci  sont 
moindres  en  valeur  al)solue  que  les  valeurs  correspondantes  de  (12). 

Kemanpjons  encore  qu'une  intégrale  est  conq)lèlement  déterminée, 
dans  rinlervalle  considéré,  par  ses  valeurs  initiale  et  finale.  Dans  le 
cas  contraire,  en  elTet,  on  aurait  une  intégrale  du  système  s'annulant 
aux  deux  extrémités  de  Finlervalle  sans  être  identiquement  nulle.  Or 
cela  est  impossible;  on  peut,  en  elFet,  obtenir  un  système  de  2.n  inté- 
fçrales  ayant  des  valeurs  initiale  et  finale  arbitraire  (en  employant  les 
approximations  successives)  :  avec  ces  intégrales  on  formera  l'inté- 
grale générale,  et  il  est  clair  que  ces  intégrales  s'annulant  aux  deux 
extrémités  de  Tintervallc  seront  identiquement  nulles,  puisque  on  aura, 
pour  déterminer  les  constantes,  un  système  de  2m  équations  linéaires 
bomogènes  à  i/ti  inconnues,  dont  le  déterminant  ne  sera  pas  nul 
puisque  toutes  les  lettres  qui  y  figurent  sont  arbitraires. 
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20.   Revenons  maintenant  au    systènne   général    (ri).    J'envisage 
Téqualion  en  S 


dy 

S^ 

àA 
du 

âz          ^ 

àA 
du 

ÔY 

df,n 

ôz 

dl 

'1  _S2 

l 

=  o. 


Cette  équation  a  au  moins  une  racine  positive,  et  c'est  sur  la  plus 
grande  que  nous  portons  notre  attention.  Cette  racine  peut  être  con- 
sidérée comme  une  fonction  dey,  z,  . . .,  //. 

Nous  supposons  quelle  atteigne  sa  valeur  niaxima  pour 


y 


u  =  o, 


et  quelle  aille  tou  jouis  en  décroissant  quand  les  valeurs  absolues 
des  variables  augmentent. 

Nous  allons  pouvoir,  sous  ces  conditions,  étendre  au  système  (i  i) 
la  plupart  des  résultats  obtenus  dans  le  cas  d'une  seule  équation.  Deux 
systèmes  (ré(|uatlons  linéaires  vont  jouer  un  rôle  essentiel  comme 
équations  de  comparaison.  Posons 


(T) 


à  ^ 

à  y 

ov 


dA 
dz 


a.,. 


àAn 

dy 


=  /.. 


<]A 

du 

àA 
du 


b,n, 


àf,n    _ 


du 


'■m'i 


quand  on  fait  dans  les  premiers  membres  y  :=  : 
gnons  de  même  parles  grandes  lettres  A,,  Ao, 
ces  dérivées  pour 

y  =  i;— ...—  w  =  -f-oc. 


= .  . .  =  w  =  o.  Dési- 
. . ,  L,„  les  valeurs  de 


2)3 
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Los  (loii\  sNslriuos  (rt''(Hiali()ns  liiiraircs  s(M(»iiI  les  sNsIriucs  à  cocl'- 
licioiils  roiislanls  fornu's  avcr  cos  cocniciciils  cl  de  niômc  loinic  (|ii(' 
r«'u\  (|iii  oui  ôlé  consiilôrôs  au  m"  lî).  An  prtMuicr  syslriiic  foniK'  avoc 

les  |)iMI|i's   liMlrcs  corrospoiul  un  i^l('^^all('  a  (  a  =  ^  )»  cl   au  second 

svstènio  t'oiiné  avec  les  grandes  Icllres  corrospoiid   un   inlciNalIt'  [ii  ; 
d'après  l(>s  lïvpolln'scs  lailcs,  on  aura 

2i.  C.oci  pose,  revenons  au  svsiènie  (ii).  Nous  voulons  nionlrer 
qu'il  existe  une  intégrale  de  cette  é([uation,  non  nulle  idcuti(jucnicnl, 
et  s'annulant  pour  .v  ^=  o  et  pour  x  =  a,  a  étant  compris  citlrr  a  cl  [4. 

Nous  allons  nous  placer  au  même  point  de  vue  que  précédcninicnl. 
Nous  parlons  de  m  fonclious  toujours  positives,  s'annulant  pour  ./  ^=  o 
cl  pour  u=rt;on  va  monlrer  d'abord  (pie  la  séiie  des  approxinia- 
lions  successives  csl  convergente.  Considérons  i\  cet  elTcl  une  «pianlilé 
j)osilive  £  et  désignons  par 

oc, ,        OC^,        •  •  't        5t,„, 

PM  h.  ••.,  K 

•  •  1        •  •  1       •  •  •  ?       •  •  ? 
A, ,       Aa,       .  .  .,       A,„ 

les  valeurs  du  Tableau  (T)  des  dérivées  pour 


7  = 


.  .=  w 


On  peut  choisir  £  assez  grand  pour  que,  S  désignant  la  plus  grande 
racine  positive  de  réquation 


(i3) 


a,  —  S-  y.2  a, 


\ 


A,„  -  S' 
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le  quotient  ^  soit  supérieur  à  «;  ceci  résulte  de  ce  que,  pour  i  très 

grand,  cette  quantité  ^  se  réduit  à  [3. 

Ceci  posé,  cherchons  les  intégrales  du  système  (i  i),  preuaiil  [)oiir 
X  =  o  et  pour  x-  =  a  la  valeur  z.  La  méthode  des  approximations  suc- 
cessives nous  fournira  une  suite  de  fonctions 

^Q  =  £,  Zq  =  £,  ...,  W„  =  £, 

y  i  1  -^n  •  •  •)  ^15 

•  •  •  )  •  •  •  •  >  •  •  •  )  •  •  •  > 

Yn  t  ^ni  •  •  •  5  ^ni 

et  toutes  ces  fonctions  sont  supérieures  à  s. 

Montrons  que  cette  suite  a  une  limite.  Prenons,  en  effet,  les  équa- 
tions dont  nous  écrivons  seulement  la  première, 

'  — /.(r«-2, -«-2,  ••-,  "«_.)  =  o, 

et  désignons  par 

les  valeurs  des  dérivées  partielles 

^,     ^,     ...,     ^ 
dy       dz  du 

pour  j^  =  r  =.  .  .=  w  =  £. 

Considérons  alors  le  système  d'équations  linéaires 

^^ -+- A-,,,  U  +  A-,.o  V+...+  A-,,^W  =  o, 

/j5\  j   ^7^ +  /f2,,  U  + A^.,  V+...4-A-2,,„W  =  o, 

> 

-^^  +  A-,„,,  U  -+-  A,„,2  V  + . . .  +  A,„.,„ W  =  o. 
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La  plus  liiaiulc  l'acino  |)osllivo  S  t\c  rt'uiialion 


Av.-S^  A... 


A 


A-..  A- . ..  -  S'  A .. 


A //M 


'^  tn  ^  *>  '  *  tn  i»i  ^  ' 


csl  inoiiulre,  d'aprôsiios  hypothèses  fondainciitalcs,  que  les  racines  de 
l'équalioii  (^i3);  elh^  csl  donc  supérieure  à  a.  Il  en  résullc  (juc  les  a[)- 
proxinialions  successives  fournies  par  les  cMpialions  (i  i)  seront  con- 
vcriiculcs,  puiscpic  Ton  a  nianifcslcnient 


}  Il     }  ii—\    "^  '  //  - 1  > 


tt.i-  II.,  i<  vv„_,, 


SI  1  on  a  pris 


.}'.  -Jo^  1^0, 


//.  —  //„—  VV, 


"Nous  ohltMUMis  donc  un  système  d'intégrales,  toujours  positives,  [)re- 
nant  pour  ,/•  =  o  et  pour  x  =  a  la  valeur  £  (£  étant  une  constante  suf- 
lisanmicnl  grande).  Si  maintenant  nous  partons  de  m  fonctions  posi- 
tives samiulant  pour  ic  =  o  et  pour  ic  =  «  et  inférieures  à  £,  les 
apj)i'o\imations  convergeront  a  fortiori,  et,  par  suite,  nous  obtenons 
un  sysièmc  àintégi'alcs 

y,     j,      ...,     a 

s'diiiiulanl  pour  ./;  =  o  cl  x  =  a. 

(  >u  doit  toutefois  se  demander  si  ces  intégrales  ne  sont  pas  idcnti(|ue- 
nienl  nulles.  11  suffit  pour  cela  (n"  14)  de  voir  (jue  Ton  peut  trouver 
des  fonctions j'„,  ;„,  . . .,  u^  positives  et  s'annulant  j)our  x  =  o  et  pour 
./•  --  a  telles  que 

(iG) 


cl-  «0 


-^/'n(yo,^o,  ■••5  «o)><>- 
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Soit,  à  cet  effet,  y]  une  quantité  positive  et  désignons  par  ♦^ 

/i  I  ,  ,  "12  5  •  •  •  1        '^iinl 

"2n  "225  •  •   •  5  '*2W5 

.   .  .  ,  •   •  •  )  •  •   •  >  •  •   •  ? 

' '  /n  I  5        ''  nii^        *  •  •  5        ' ' mm  5 

le  Tableau  des  dérivées  partielles  du  premier  ordre  des  /"pour 

y  =  Z=...=  ll  =  Ti. 

On  peut  choisir  v]  de  telle  sorte  que  la  quantité  a,,  relative  au  système 
analogue  à  (i5)  où  les  k  ont  été  remplacés  par  les  /i,  soit  précisément 
égale  à  a.  Ceci  est  évident,  puiscjuc,  pour  r\  =  o,  a,  =  a  et  que,  pour 
Yj  =  ao,  a,  =  ^.  On  prendra  alors  pour  j/^,  z^^  . . .,  a^  les  intégrales  du 
système  (X)  (voir  /oc.  c«7.)  s'annulant  pour  x  =  o  et  pour  x  =  <-/. 
Comme  ces  intégrales  ne  sont  déterminées  cju'à  un  facteur  conslant 
près,  nous  les  prenons  telles  qu'elles  ne  dépassent  pas  /]. 

Il   est  clair  que  pour  ces  fonctions  les  inégalités  (16)  sont  vérifiées, 
puisque 

//(7o5  -05  •  •  -5  ^^o)  >  /'/,<  Xû  ^-  hi,'i  :^o  +  •  •  •  -t-  /'/,,« ^'o- 

Nous  prendrons  alors,  pour  commencer  les  approximations,  les  fonc- 
tions y\^  ^0,  . . .,  Wo,  et  comme  les  y,j,  r„,  . . .,  u„  iront  certainement 
en  croissant  avec  /i,  nous  sommes  assuré  d'avoir  des  limiles  qui  ne 
seront  pas  nulles. 

22.   On  étudierait  facilement  les  cas  de 

a  =  y.         et  «  =  ^. 

Quand  a  tend  vers  a,  les  intégrales  tendent  vers  zéro,  et  quand  a  tend 
vers  ^  les  intégrales  augmentent  indéfiniment  :  je  veux  dire  cjue  pour 
une  valeur  quelconque  x- (distincte  de  o  et  (3)  les  valeurs  dey,  j,  ...,  // 
augmentent  indéfiniment  quand  a  tend  vers  ^. 


25.    Indiquons  un  exemple  d'équations  difterentielles  auxquell 


es 
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s'appliquciU   los  piiiuMpes  (jiic  nous  vcmious  (riiHlicjiicr.    Prônons  les 
(1(MJ\  (M|uations 


o(i  —  <'-•*)+  y'-  -f-  o'C  ~  ^'~~)  —  ^^ 


V 


les  a,  [4,  Y  <*•  ^  élanl  des  conslanlcs  positives. 

Les  seconds  membres  sont  des  fonctions  croissantes  dc^'  el  z  (on  se 
l)orne  à  >■  et  r  positifs);  de  ])lns  leurs  dérivées  parti<'lles  du  premier 
oi'dre  décroissent  (juand  les  valeurs  de  y  et  r  auj^inentent.  i\ous  de- 
Nons  encore  considérer  l'équation  en  S 


4_3,.-.>_s2 


or' 


La  |)lus  i^rantle  lacine  positive  S  de  celte  ('(pialion  est  une  fonction 
de  \'  ci  z.  Il  faut,  pour  a|)pli(pier  la  théorie,  (|u'elle  aille  en  di'crois- 
sanl  (|uand  les  valeuis  de  y  et  j  augmentent.  Il  serait  aisé  de  recher- 
cher les  conditions  auxquelles  doivent  satisfaire  les  constantes  pour 
(pfil  en  soit  ainsi.  iN'ous  nous  bornerons  à  remai'cpier  ([uc  l'hypothèse 
nécessaire  sera  certainement  réalisée,  si 

ay'  -  ya'  <  o, 
Py'-  a'o<(), 
ao  -  fi  7  <  o, 
jîlS'-f5'o<o. 

2i.  l*ourle  cas  d'une  seule  équation,  indiquons  un  exemple  où  l'on 
pourra  faire  aussi,  d'après  les  mêmes  principes,  l'étude  des  intégrales 
correspondant  ky  négatif,  et  qui  est  algébrique, 


d-y 
dx- 


ay 


h' 


a  et  ^  étant  des  fonctions  positives  de  x. 
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La  fonction  positive 

V  I  -H  y* 
augmente  avec  jk?  et  sa  dérivée 

àf 


va  bien  en  décroissant  en  même  temps  cjue  j'  augmente. 


V.   -   S 


UPPRESSION    DE     QUELQUES     HYPOTHESES    RESTRICTIVES. 


25.  Les  conditions  imposées  aux  fonctions  entrant  dans  les  équa- 
tions diflerentielles  sont  susceptibles  d'être  un  peu  élargies.  On  peut 
prendre,  en  quelque  sorte,  ces  fonctions  comme  fonctions  de  compa- 
raison auxquelles  on  cherchera  à  en  comparer  d'autres. 

Prenons  les  équations  (en  nous  bornant,  pour  aljréger,  au  cas  de 
deux  équations) 

Supposons  cjue  les  fonctions  positives/ et  :p  s'annulent  pour^'  =  ^  =  o 
et  soient,  comme  précédemment,  croissantes  avec  y  el  z  (nous  ne 
considérons  pour  le  moment  que  j^  et  z  positifs).  De  plus,  quand  jy 
qX  z  <C  l-,  les  dérivées  du  premier  ordre  sont  supposées  décroissantes 
dans  les  mêmes  conditions. 

On  voit  cpie  nous  faisons  seulement  dans  l'intervalle  (o,  /)  pour  les 
dérivées  du  premier  ordre  les  hypothèses  que  nous  faisions  tout  à 
l'heure  de  zéro  à  l'infini;  /  pourra  être  très  petit. 

En  outre,  nous  supposons  maintenant  qu'on  peut  trouver  deux 
fonctions  positives  ^{y-,  z)  et  ^{y,  z)  s'annulant  pour  y  =  o,  s:  —  o 
définies  pour 

7<L,         -<L, 

Journ.  de  Math.  (4°  série),  tome   IX.  —  Fasc.  III,   iSgS.  J>J 
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ol  lollos  (|iio  dans  col  inlcrvallc 

los  foiicùons  F  ol  U>  salisfalsaiil  dans  rinlervallp  (o,  L)  anx  condilions 
que  loniplissaionl  l«^s  fondions /"  de  la  Section  précédcnlc;  d(»  plus,  les 
dérivées  parllollos  du  |)iHMnior  oïdir  dos  fonclions  1^' ol  <I>  onl  rcsjx'c- 
li\(Mn(Mil  les  nirinos  v.dt'urs  pour  y'  =  c  =  o  (jiic  les  d(''ri\(''('s  de  /'et  ç>. 
Si  nous  l'onsidt'i'ons  les  deux  ô(pialions 


(i8^  " 


F(Y,Z)=o, 
a>(Y,Z)=o, 


nous  j)Ouvons  \cuv  applicjnoi'  la  iIk-oi-Îc  de  la  Scclion  pi(''C(''d('uL(',  eu 
nous  bornant  toutefois  à  rintorvalU;  (]ne  j'appell<M  a,  y)  Ici  (juc  Pin- 
tcij:ialc  s'annulani  j)our  ./•  =  o  cl  ./•  =  a, 

a  <  r/  <  Y, 

reste  inférieure  à  L. 

Nous  voulons  démontrer  (pic  les  é(jualions  (i  7  )  adnicllront  des  in- 
té<îralesnon  nulles  identiquement  s'annulant  pour  .x-  =  o  et  pour./=rt, 
la  (piaulib*  (/  satisfaisant  aux  inégalités  [)récédentcs. 

lOul  d'abord,  si  a  est  très  voisin  de  a,  nous  avons,  d'a[)rès  la  théoiie 
<le  la  Section  précédente  une  intégrale  toujours  ])ositive  s'annulant 
pour  X-  =  o  et  j:.'  =  rt  et  restant  très  voisine  de  zéro. 

Quand  a  est  quelconque  cuire  a  et  y,  la  niélhodc  des  a|)pr()xiina- 
lions  successives  nous  donne  certainement  une  limite;  cvsl  ce  (jui 
résulte  de  la  comparaison  des  systèmes  dYupiations  (17)  et  (icS).  l*uis- 
quil  va  une  limite  pour  ces  dernières  écjualions,  il  y  en  aura  une  aussi 
pour  les  premières. 

On  pourrait  craindre  que  les  valeurs  trouvées  f)our  y  ct;^  ne  fussent 
identiquement  nulles.  On  peut  démontrer  de  la  manière  suivante 
qu'il  n'en  est  rien.  Soit  a,  uu(^  quanlité  très  voisine  de  a;  on  |)ourra 
(ro//-n''2l)  détcrmin(M' deux  fonclions  >„  cl  To  s'aïuiulant  ])()nr./=:--o 
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et  X  =^  cCf,  telles  que 

;^'+/(ro,:^«)>o, 

Pour  détenniner  les  intégrales  j^  et  :r  saniiulant  pour  x  —  o  et 
.1- =  a,  on  prendra  pour  commencer  les  approximations  les  fonctions 
yo  et  Z(,  précédentes  de  o  à  a,  et  de  a,  à  «,  on  prendra  y^  =  o,  -o  =  o. 
A  la  vérité,  les  fonctions jKo  et  ^o  îiinsi  constituées  n'ont  pas  leurs  déri- 
vées continues  de  o  à  a,  mais  il  est  facile  de  se  rendre  compte  f[ue 
cela  n'a  pas  d'importance  pour  l'emploi  de  la  méthode.  On  déter- 
minera la  suite  de  fonctions  approchées,  et  dans  cette  suite  les  y^  et 
les  z^  iront  en  augmentant  constamment  avec  Tludicc  n  :  la  limite  ne 
pourra  donc  être  nulle. 

26.  Indiquons  une  équation  où  Ton  pourra  ap[)liquer  ce  qui  pré- 
cède. Nous  avons  considéré  plus  haut  l'équation 

O9)  - 

a  et  [51  étant  des  fonctions  positives  de  x. 
Considérons  maintenant  l'équation 

(20)  __+«/+  -==,  -  T  sin^j  =  o, 

y  étant  une  fonction  positive  de  x  et  telle  que,  pour  toute  valeur  de  x 
que  nous  allons  considérer, 

La  fonction 

o(7)=aj+-^p^-Ysm^y; 

où  nous  mettons  seulement  j^  en  évidence,  a  pour  dérivée 

o  {y)=  y.-\ — j  —  Y  sm- j, 


! 


2(^0  KMIl.F     IMCVUn. 

celte  dérivée  sera  toujours  m)silive  cl  par  conséiiuenl  ^{y)  >i^'^  t^" 
croissant  avec  >'.  9'(.v>  n'ira  pas  loiijoiirs  en  décroissanl  (piand  y 
variera  de  o  à  oc,  mais  il  en  sera  ainsi  dans  le  voisinai;^  de   v  rr  o, 

puisque 

o"(o')  =  —  -iY- 

IVaulre  pari,  en  posant 
on  aura 

ç(  \-)<a»(  \-v 

Kniin  on  a 

o\o)  =  <l>\o). 

Nous  pouvons  donc  ap|)li(pH'r  les  reniarcjues  précédentes,  et  Ion 
aura  cerlaineuH'ul  une  intégrale  s'annulant  pour  x  =  o  et  .r  —  a,  en 
prenant  a  dans  rinirrvalh'  d('dini  j)our  Tétpiation  ('i()V 


CHAlMTKi:  m. 

APPLICATIONS    DES    RÉSIILTATS    PRÉCl'îDENTS, 


VI.     —     (]\S    n'cNR     SEULE     ÉQUATION. 

*i7.    ileprenons  ré(pialion 

en  faisant  les  nn^^nics  hypothèses  qu'au  (Chapitre  précédent,  (les  hypo- 
thèses étaient  relatives  k  y  positif.  Si  nous  voulons  étudier  des  inté- 
grales devenant  négatives,  il  est  indispensahlc  de  couqyh'lcr ces  hypo- 
thèses.  Supposons  donc  que  Téquation  ohtenin^  en  changcani  y  en 
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—  y,  c'est-à-dire  l'équation 

^-/(•^•. -r)  =  « 

rentre  dans  le  même  type  que  l'équation  (E),  pour  y  positif. 

Toutes  ces  conditions  étant  remplies,  nous  sommes  assuré  de  [)ou- 
voir  suivre  une  intégrale  quelconque  pour  toute  valeur  de  x,  si,  bien 
entendu,  nous  supposons/(j:-,  y)  définie  et  continue  pour  toute  valeur 
réelle  de  x.  L'équation  (E)  appartient  en  effet  au  type  d'équations  au 
sujet  desquelles  nous  avons  démontré  (n**  2  )  un  théorème  général. 

Toute  intégrale  de  l'équation  (E)  deçia  nécessairement  s'an- 
nuler. —  Supposons  en  efîet  qu'une  intégrale  ne  s'annule  pas  à  partir 
de  X  =  o.  Désignons  encore  par  a  et  (3  (n"  14)  les  deux  nombres  rela- 
tifs à  X  =  o,  qui  ont  joué  un  rôle  fondamental  dans  toute  la  théorie 
du  Chapitre  précédent.  Si  l'intégrale  considérée  ne  s'annule  pas  à 
partir  de  x  =  o,  nous  aurons  une  intégrale  restant  toujours  positive 
et  dilFérente  de  zéro  dans  un  intervalle  (o,  A), 

/i   étant  supérieur  à   [3. 

On  pourra  alors  obtenir  une  intégrale,  non  identic^uemeiit  nulle, 
s'annulant  pour  ./•  =  o  et  pour  x  =  /t,  et  restant  toujours  positive  dans 
cet  intervalle,  ce  qui  est  en  contradiction  avec  les  résultats  précédem- 
ment obtenus,  puisque  c'est  seulement  dans  l'intervalle  (o,  a),  où 

a  <  a  <  fl, 

(jue  l'on  peut  déterminer  une  intégrale  s'annulant  aux  deux  extré- 
mités et  toujours  positive  dans  Tintervallc. 

(Jn  peut  encore  démontrer  de  la  manière  suivante  le  théorème  pré- 
cédent, en  remarquant  que,  si  a  est  inférieur  à  ^,  mais  en  est  très 
voisin,  rintégrale  qui  s'annule  pour  x  =  o  et  pour  x=  a  devient  très 
grande  (n°  16);  la  courbe  intégrale  cjue  nous  étudions  et  cette  seconde 
courbe  intégrale  auront  donc  au  moins  deux  points  communs,  el, 
par  suite,  nous  aurions  deux  intégrales  positives  prenant  les  mêmes 
valeurs  pour  deux  valeurs  de  x,  ce  qui  est  impossible. 


•2(>2  KMILE     1MC\H1>. 

l/iiilôi;Tal('  s'amuilaiil  uno  fois  devra  s'aniinlfi-  un»'  inrmilt'  de  l'ois, 
<>l,  comino  nous  l'avons  dit  (Tuno  inauiôro  j;LMi('Mal(',  on  [)onria  suivit' 
sa  valeur  de  proclu*  on  proche. 

La  eouihe  l'eju'éstMilée  |)ar  loule  intégrale  aura  doue  la  foi'uie  <l  une 
sinusoïde,  t'I  Ttiu  peul  dire  (|ue  l(>  pi'oMènie  de  rinléi;ralion  |)()ur 
ré(|ualion  (II)  esl  ivsolu  ,  si  Ton  (Mileiid  |>ar  là  (pi'ou  peut  suivre 
avec  |)réeision  les  valeurs  de  la  l'onelion  (juaud    r  augineule  iud('*liui- 

UliMlt  . 

îiS.  Soient  deu\  valeurs./,,  et  ,r,  de  ./(^/o  <  •^i  )•  ^^  ""  'i»l«'''valle 
eouinieiK.-anl  en  ./„  rorresj)ondent  pour  IVMjualion  (  l\)  une  longueur  fl 
el  une  longueur  a,  en  gardant   toujours  la  même  notation   générale. 

('onsi<l(''r()ns  ensuite  l'écpiation  ti'ansformée  <le  K 

Pour  cette  écpiation  en  .r',  nous  aurons,  pour  un  intervalle  einnnien- 
eant  à  ./' =  o,  une  longu«Mir  [^  el  une  longueur  a'.  Supposons  maint<'- 
iianl  (pie  les  (piaiititi's 

soient  rangées  par  ordre  croissant  de  grandeur  et  rpic  de  plus 

./;,  —  a' >./;„-+-  a. 

Nous  allons  montrer  (\uil  existe  au  moins  une  intégrale  de  Inéqua- 
tion s'annulant  pour  x  ■=  x^  et  pour  x  =  x,. 
Désignons  j)ar  A  une  arbitraire  comprise  entre 

./■,  —  fl'     et     Xf,-^  ^^. 

Il  V  aura  une  intégrale  toujours  positive  de  l'équation  (E)  s'annu- 
lant  pour  .rg  et  A;  de  uième  l'équation  (E')  admettra  une  intégrale 
toujours  positive  s'annulant  pour  a^'  =  o  et  a?'  =  x,  —  X  et,  par  suite, 
l'équation  (E)  admettra  une  intégrale  toujours  négative  s'annulant 
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pour  X  =  X',  ctx'  =  A.  Les  deux  intégrales  que  nous  venons  de  trouver 
peuvent-elles  être  la  continuation  Tune  de  l'autre.  II  faut  et  il  suffit 
que  leur  dérivée  première  ait  la  même  valeur  pour  ./;  =r=  X.  Désignons 

par  0  et  0'  les  angles  compris  entre  o  et  -  que  font  les  tangentes  au\ 

deux  courbes  au  point  .r  =  A,  y  =  o  avec  Taxe  des  ./;.  L'é(p]ation 

(21)  0-G'=o 

est  une  équation  en  A,  puisque  0  et  G'  dépendent  de  A.  Il  faut  montrer 
que  cette  équation  a  une  racine  entre  a;,  —  ^'  qXx^  h-  ^.  Or,  quand  ./• 

est  très  voisin  de  x ^  —  ^',  0'  est  voisin  de  -5  tandis  que  0  a  une  valeur 
dilTérente  de  -,  donc  0  —  0'  est  négatif  pour  cette  valeur  de  ./;;  an  con- 
traire, pour  X  voisin  de  x^  -h  [i,  0  est  voisin  de  -  tandis  que  Û'  a  une 

valeur  différente  de  -  :  la  différence  0  —  0'  sera  alors  positive.  L'équa- 
tion (21)  aura  donc  au  moins  une  racine  correspondant  à  une  valeur  A, 
telle  que 

Kst-on  assuré  que  Tintégrale  correspondante  ne  sera  pas  nulle  iden- 
tiquement? Oui,  puisque  autrement  il  faudrait  que  Ton  eût  à  la  fois 

A,  <  Xo  +  a.  A,  >  ,r,  —  a', 

ce  (jui  est  incompatible  avec  nos  hypothèses.  Nous  avons  donc  bien 
une  intégrale  non  nulle  identiquement  et  s'annulant  pour  ./•  ==  .to  et 
X  =  X",  :  cette  intégrale  ne  garde  pas  un  signe  invariable  entre  les  deux 
valeurs  extrêmes. 

29.  Occupons-nous  maintenant  d'un  cas  particulièrement  intéres- 
sant :  celui  où  la  fonction  f{x^  y)  serait  périodique  par  rapport  à  x' 
et  de  période  to.  Considérons  un  intervalle  (x„,X(,+  w).  En  suppo- 
sant remplies  les  hypothèses  du  n^  28,  nous  avons  une  intégrale  s'an- 
nulant  pour  x\  et  x^  -h  oj.  Cette  intégrale  ne  sera  pas  en  général  pério- 
dique, car  pour  x^  et  x^  -j-  w  les  dérivées  n'auront  pas  la  même  valeur. 
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l'ji  »''('ri\;inl  cclh'  condilioii,  on  aura  une  ('•(|iiali()ii  en  .r^ 

K(.r„)=(). 

A  chaciiK"  laciiic  vcoWo  (lt>  (mMIc  (Miiialion  (■oi"irsj)on(lra  une  solulion 
j)t''ri(>(li(|U(\  \(»ns  indiijiuM'ons  loiil  à  riieure  dos  ras  assoz  (''tondus  on 
il  \   a  nno  solution  |)(''i'io(h(|uo. 

.If  \<'u\  |)oui'  II'  nu>nu'ul  l'oslor  dans  lo  cas  fj-ônônd.  Soit  ./•„  uik^ 
\aloui-  arl)iliair<>.  ()u  |)iMit  considôiNM' rint(''i;i"alo. 


Si   i"ou   so  iloinic   l'auiiio  (")„(<)<'(-)„  <^  -  j  do  la  tauj^culo   avec  ()./; 

j)oni'  rintôi^^'alo  s'annulanl  on  ./•„,  oollo  inlôgralo  sora  ooniplèlcniont 
dôtorniinôo.  l*'llo  sora  d'ahord  posilivo,  dcviondra  négative  ot  s'annu- 
loia  |ioui-  la  sooondo  fois  on  ,/',  ;  soit  ©,  Tanglo,  complô  ooninio  Tin- 

(li(|uo  la  liuur<\  do  la  laui;onto  avoc  ().r(()<^0,<<  -  )•  L'anglo  0,  ost 

uuo  fonoliou  do  (•)„  ot  nous  formons  rôcjualion  on  (-)„ 

0,-0„  =  o. 

l">llo  admettra  la  racine  0o=  o,  puisque  0,  s'annule  en  même  temps 
que  00-  l^lle  peut  admollre  d'autres  racines  ou  n'en  pas  admettre,  en 

laissant  de  côté  le  cas  limite  0„  =  0,—  -,  qui  no  coiTospond  pas,  à 

proprement  parler,  à  une  intégrale.  Soit  0JJ  la  plus  petite  racine,  si  il 
y  a  des  racines  (en  dehors  de  zéro)  :  la  difTérence 

aura  un  signe  invariable  quand  0o  variera  de  zéro  à  0°.  Supposons 
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qu'elle  soit  négative  et  que  par  suite 
lorsque  Ton  a 

0o<0;;. 

Quand  .i\  variera  d'une  manière  continue  dans  un  intervalle  égal 
à  (0,  la  racine  minima  0"  variera  aussi  d'une  manière  continue  et  nous 
allons  supposer  cin  elle  n'atteigne  jamais  zéro  :  soit  h  son  minimum. 

Dans  ces  conditions,  il  est  facile  de  chercher  ce  que  devient  pour  x 
positif  et  très  grand  l'intégrale  s'annulant  pour  une  valeur  arbitraire 
Xq  et  dont  la  tangente  en  ce  point  fait  avec  l'axe  des  x  un  angle  &„  in- 
férieur à  /?.  D'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  au  second  point  de 
rencontre  x,  de  la  courbe  avec  O as-,  on  a 

0,<0o. 

Continuons  à  suivre  la  courbe;  0,  étant  inférieur  à  ©o  est  certaine- 
ment inférieur  à  h.  et,  par  suite,  pour  le  troisième  point  de  ren- 
contre X2  (à  partir  de  Xq),  on  aura  , 

0,<0,. 

On  peut  continuer  ainsi  indéfiniment;  tous  les  angles  positifs  0 
vont  aller  en  diminuant  et  ils  auront  par  suite  une  limite.  Cette 
limite  ne  pourra  être  que  zéro.  Plaçons-nous  en  effet  dans  l'hypo- 
thèse contraire,  et  soit  A'  cette  limite  différente  de  zéro;  pour  //  suffi- 
samment grand  0,^,  diffère  de  A*  d'aussi  peu  que  l'on  veut.  Or  entre 
o  et  to  il  existe  un  point  x  homologue  de  x„.  L'intégrale  s'annulant  en  x' 
et  faisant  avec  Ox  l'angle  0,j  conduira  à  un  point  suivant  avec  un 
angle  0^^  plus  petit  que  0,,,  mais  en  différant  d  une  quantité  finie;  or 
cette  branche  de  courbe  devrait  être  identique  à  celle  qui  commence 
en  x„,  et  par  suite  0,'^  devrait  être  égal  à  0„+,,  ce  qui  est,  comme  on  le 
voit,  impossible. 

Il  résulte  de  là  que  l'intégrale  considérée  tend  vers  zéro  quand  x 
augmente  indéfiniment  en  étant  positif. 

Journ.  de  Math.  (4'  série),  tome  IX.  —  Fasc.  III.  iSqS.  >J4 


On  voit  ((lie  rôqiialion  considérôo  admcl  imc  inliiulr  (riiilô^ralcs 
as\  iiiploliciuos  à  \  ==  o,  c'«>sl-à-(liro  (rinlô^ialcs  (|ui,  à  pailir  (l'une 
\aloiir  posilivetlo  .c  siilTisaninKMil  i^raiulc  (lilTèrcMil  de  r<''/o  d'aussi  jxmi 
(uron  voul.  C'.os  solutions  sonl  dilVéronlos  des  solulions  asynn)loti(iues 
de  M.  l\>inearé,  el  ne  sont  pas  susce|>lihles,  en  j;éné!al,  delà  lepié- 
senlatiou  aualvti(jue  eu  série  d'e\|)()iieuli(>lles  <pii  esl,  poui  léunnenl 
auteur,  la  déliuilion  des  solutions  asyniploliqucs. 

.">0.  Nous  avons  dit  ipic  la  reclierche  des  solutions  péiiodicpies  i-e- 
vient  à  la  résolution  d'une  équation  (jue  nous  avons  appelée 

l/éluile  des  racines  de  cette  écpuition  sera,  en  général,  exlrènieinenl 
difficile.  Je  veux  indiquer  cependant  un  cas  intéressant  où  Ton  ])()urra 
étahlir  l'existence  d'une  solution  périodique.  l{e])renons  Téqualion 

satisfaisant  aux  conditions  dps  paragraphes  précédents.  La  fonction 
/"(x,  jv)  est  périodi(pie  par  rapport  îi  x  et  de  ])ériode  to.  Supposons 
(jue 

et  que,  de  plus, 

/(•^s7)  =  -/(-^^  -y)- 

Partons  de  jj^  =  o.  Si,  comme  nous  l'admettons,  ies  nombres  a  et  [ÎJ 
relatifs  à  l'origine  comprennent  entre  eux ->  il  y  aura  une  intégrale 

de  l  équation  s  annulant  pour  x-  =  o  et  x  =  -  et  qui  ne  sera  pas  iden- 


tiquement nulle.  Je  dis  que  cette  solution  sera  une  solution  pério- 
dique. 
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Prenons,  en  effet,  la  courbe  symétrique  par  rapport  à  ./  =  -,  y  =z:o, 

de  la  branche  de  courbe  dont  nous  venons  de  parler.  Il  est  aisé  de 
voir  qu'elle  satisfera  à  l'équation  différentielle. 

En  désignant  par j-  =  9(/)  l'équation  de  la  première  branche,  on 
aura  pour  «kjuation  de  la  symétrique 

Donc 

et  nous  devons  montrer  que  l'équation 

—  o"(co  —  ./•)  +  /[.a;,  —  o(oj  —  c)]  =  o 
est  vérifiée.  Or  elle  pourra  s'écrire 

o"(to  —  :r)  -t-, /[•/",  9(w  —  c)]  =  o, 
et  enfin,  puisque  /(.r,^)  =  f(co  —  x',/), 

9"(to  —  ./■)  -h,/"!  w  —  ./:,  o(co  —  ./;)|  =  o, 
([ui  est  manifestement  vérifiée. 

51.   Indiquons  un  exemple.  Soit  l'équation 

-1-^2  -^-^ysin^.i'  +  (T  -f-  ^cos-'x)  — —  '1 


Nous  regardons  la  fonction /(x,^)  correspondante  comme  admet- 
tant la  période  211,  c'est-à-dire  que  to  =  211;  on  a  bien  en  plus 

/(•^^r)=/(2---?',7). 

L'équation  rentre  d'ailleurs  dans  la  classe  qui  nous  occupe  actuel- 
lement. Il  nous  faut  chercher  les  deux  nombres  a  et  [^  pour  recon- 
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iiaîlio  si  l'on  a 

Or  a  (^sl  le  noiii])rr  iclalifà  l\''(|iiali()ii  lincaiic 

'/'  »■  /••  ,  \ 

«'I  ^  COI  rospoiul  à  rtMiualioii  liiu'airc 

\oiis  aurons  donc  ici,  jxmi-  la  nicniicrc  (M|iiarKtn, 

ol.  ]ionr  la  so(M)ncl(', 

(■>.3)  ^'  +^ysin-.rr=o. 

Pour  Tcqualion  (22)  nous  avons  de  suilc  a=  -^;daiis  un   inlci'- 

vallo  moindre  (jue  ~  une  intép^ralc  s'annulanl  aux  deux  exIiiMuilés  esl 

idcntiqucmcnl  nulle.  Pour  l'équalion  (23)  nous  ne  pouvons  liouver 
la  valeur  exacte  de  ^  (si  ce  n'esl  sous  fornnc  de  série),  mais  nous  [)ou- 
vons  avoir  une  limite  inférieure  de  [3  et  cela  nous  sulfiia.  Si,  en  elVel, 
au  lieu  de  l'équation  (23),  on  envisage  l'équation 


djc 


1  +  ir  =  ^>' 


le  nombre  [Si  correspondant  à  l'équation  (28)  sera  plus  j^iand  que  celui 
qui  correspond  à  cette  dernière  équation.  Par  suite 

fJ>7rv'2. 
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Puisque   a=  -^-  et  [^  ^  t:  \/'a,  nous  somiucs  assuré  (juo  les  iiiéf^ali- 

tés  (21)  sont  vérifiées. 

//  existe  donc  une  intégrale  de  péiiode  -ir^  pour  l'équation  pro- 
posée, et  nous  pouvons  Tobtenir  sous  forme  de  série  convergente,  par 
notre  niétliode  d'approximations  successives. 


Vil.    —    (^AS    DE    PLUSIEURS     ÉQUATIONS. 

32.  Ce  que  nous  venons  de  dire  relativement  à  une  équation  peut 
s'étendre  à  plusieurs  équations  pour  ce  qui  concerne  les  solutions  pé- 
riodiques. Nous  supposerons,  comme  nous  l'avons  fait  |)lus  liant, 
quoique  ce  ne  soit  nullement  nécessaire,  que  la  variable  indépeiidanle 
n'entre  pas  explicitement  dans  les  équations.  Prenons  donc,  en  nous 
bornant  à  deux  équations, 

S+/(/,--)  =  o. 

£^  +  ?0'. --)  =  "• 

les  fonctions  /  et  ^  satisfaisant  aux  conditions  du  Chapitre  précédenl. 
Nous  aurons,  comme  il  a  été  explicjué  au  n"  20,  deux  nombres  a  el  [^ 
correspondant  à  ce  système  d'équations.  Si  l'on  a 

il  existera  une  intégrale  s'annulant  poui^  une  valeur  arbitraire  de  j:'o,  et 

pour  x\  H Nous  pouvons  supposer  ./"o  =  o. 

Si  maintenant  nous  faisons  l'hypothèse  que 

/(-y, -. -)  =  -/(>', --), 


21 0 
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nous  allons  ('liihlir  (jiu'  les  ('(lualions  adiiicHronl  imc  solulion   j>(''ri(>- 
(litiiH'  (le  jXM'ioiK'  (0.  ()ii  \c  voit  iK>  snil<\  puiscpril  siillil  do  |)rLMHlr('  la 

coiirlx'  sN  iurlii(|ii('  pai"  rappoii  an  poiiil  ^  ./■  :^- o,   \-     ^  :;)<'<'   'î»  ?^<>lii- 

lion  (Mit;  nous  a\ons  clôlinic  plus  lianl  pour  avoir  le  prolon^cnuMil  de 
riiil(''i;iaU\  »;l  l'on  ohtionl  i)ion  ainsi  nno  solution  [)(''rio(li(pi('. 

Ainsi  noliv  syslènu'  adincl  une  inlinih'  d'inlôgralcs  ])ério(liqut's 
avec  nno  pôriodo  arbitraire  w.  (les  solutions  |)(''riodi<pies  dôpondcnl, 
par  consôipnMU,  do  don\  conslanlos  arhilrairos  (la  socondo  conslanto 
olaiil  .'  „  ). 


."î.").    nonnons  un  ovoinpio.  Soient  les  denv  ô(juations 
,  d'Y  Ay  Hz 

\  <f>  V    I  -^-  )■-  l/|  -4- 


—  O, 


d'z 


Cy 


==-_r.     =    O 


A,  l>.  ('-,  1)  étant  (les  constantes  positives.  Conforniéinonl  à  la  ihéorio 
m'iioralo,  nous  devons  considérer  l'équation 


-S- 


li 


c 


(1  +  =-)^" 

D 


(i+.r 


{i  +  zy 


i.a  plus  <;rande  racine  positive  S  de  cette  équation  est  une  fonction 
do  )'  ol  z.  Il  faut  pour  applicjuer  la  théorie  (ju'elle  aille  en  décroissant 
tpiand  les  valeurs  de^'  et  z  (positives)  anj^nuMitent.  En  posant 


(i  +  .-r 


[^' 


nous  avons  l'équation 


A  A  — S'  Bu 


=  o. 
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La  plus  grande  racine  positive  S  doit  diminuer  quand  A  et  [t.  vont 
en  diminuant  de  un  à  zéro.  On  vérifie  de  suite  qu'il  en  est  cerlaine- 
ment  ainsi  si 

AD  -  BC  <  o. 

Les  quantités  désignées  d'une  manière  générale  par  a  et  |î  sont  ici 

\^  =  ^, 

a  —  ^> 

So  étant  la  racine  de  l'équation  précédente  correspondant  à  A  =  ix  =  i , 
c'est-à-dire  que  l'on  a 


s;;  =  A  -f-  D  +  v'(A  -f-  D)^  +  4(BC  -  AD). 

Nous  pouvons  donc  affirmer  que  les  équations  (24)  ad/nrflf/if  une 
intégrale  de  période  co,  to  élaul  arbitraire ,  mais  supérieur  à  ■^^ 

54.  Dans  ce  qui  précède,  les  fonctions /' et  '^  étaient  définies  pour 
toutes  valeurs  dey  et  2,  mais  on  peut,  dans  bien  des  cas,  appliquer  la 
théorie  quand  les  fonctions  sont  définies  seulemeni  dans  le  voisi- 
nage de  j'  :=  :?  =  o,  ou  quand  elles  jouissent  seulement  dans  ce  voisi- 
nage des  propriétés  nécessaires  pour  nos  raisonnements;  c'est  une 
remarque  que  nous  avons  déjà  faite  (Section  V)  et  qui  est  susceptible 
d'accroître  beaucoup  les  cas  où  l'on  pourra  se  servir  d(>  la  m<ibode. 
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De  l'équation  àu  =  ke"  sur  une  surface  de  Riemann  fermée  ; 
Par  m.   Emile  PICARD. 


Dans  un  Mémoire  aniévieuT  {^  Journal  de  Mathématiques;  1890), 
j'ai  montré  que  les  problèmes  fondamentaux  relatifs  à  l'équation  de 
Laplace 

(T-  u        d' Il 

ÔJC'         (Jy- 

pouvaient  être  posés  et  résolus  pour  un  grand  nombre  d'équations 
linéaires  et  non  linéaires.  En  particulier,  je  me  suis  arrêté  assez  lon- 
guement sur  l'équation 

(P  II  Ô-  Il  ,    ,,  ,   .  . 

Tï^  +  lû^-'""        <''■>")' 

OÙ  k  désigne  une  constante  positive,  équation  qui  se  présente,  comme 
on  sait,  dans  plusieurs  questions  d'Analyse  et  de  Géométrie.  On  peut 
supposer  que  le  point  (x,  j^),  au  lieu  de  rester  sur  un  plan  simple,  se 
déplace  sur  une  surface  de  Riemann.  Les  résultats  auxquels  je  suis 
arrivé  sont  complets  si  la  surface  de  Riemann  est  ouverte,  c'est-à-dire 
si  elle  a  un  bord.  J'avais  cru  pouvoir  traiter  aussi  le  cas  d'une  surface 
de  Riemann  fermée,  sans  insister,  d'ailleurs,  beaucoup  sur  ce  pro- 
blème spécial;  mais,  comme  je  l'ai  indiqué  ensuite  ('),  ce  point  de  la 


(')    Voir  la  rectification  de  la  page  aSi  {Journal  de  Mathématiques,   1890). 
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ihéorio  doinandail  à  être  ivpris.  C/osI  rôliide  de  ee  cas  qui  fail 
l'objet  des  paj;es  c|iron  va  lire.  Le  tliéorème  fondanienlal  (jue  je  me 
propose  d'êlal)lir  peut  être  ainsi  formulé  : 

Etant  (tonnée  une  surfaee  de  Riemann  à  m  feuillets,  il  existe 
une  intégrale  et  une  seule  de  l'équation 

lu  =  ke" 

jouissant  des  propriétés  sui\(intes  :  elle  est  uni  forme  et  eontinue  sur 
la  surface,  sauf  en  des  points  donnés  (),,  O^,  ...,  0„  et  aux  m  points 
à  l'infini  sur  chacun  des  feuillets.  On  suppose  que  Von  ait  dans  le 
voisinage  de  O, 

u  =  (3,log/v-f-iV, 

f,  éta/it  continue  en  (),,  et  r,  désignant  la  distance  de  {oo,y)  à  O,. 
Pour  le  point  à  l' infini  sttr  le  feuillet  de  rang  A',  imaginons  qu'on 
le  ramène  à  distance  finie  par  une  inversion  ;  en  l'appelant  alors  iy^, 
on  aura 

u  =  ajogr;^- Va, 

\\  étant  continue  en  O'^,  et  r\  désignant  la  distance  du  transfornw 
de  (x,y)  au  point  O'^. 

Les  constantes  a.  et  ^  sont  données,  et  l'on  suppose  que 

?,>-2  (  /==  r,2,  ...,/0, 

aA>       2  (/,■  =  I,  2,  ..  .,  m), 

a,  +  a2^-...-f-a,„-f-  |îi,  +  |i, +  . . .+  (^„<o. 

La  démonstration  de  ce  théorème  est  assez  délicate.  J'ai  recours  au 
procédé  alterné  employé  avec  tant  de  succès  par  M.  Schwarz  dans  ses 
belles  études  sur  l'équation  de  Laplace,  mais  les  conditions  d'applica- 
tion de  cette  méthode  sont  notablement  différentes  et  des  difficultés 
sérieuses  se  présentaient  qui  m'ont  longtemps  arrêté.  Le  point  fonda- 
mental de  la  démonstration  qui  suit  consiste  dans  celte  idée  que  l'étude 
de  l'équation 

Au  =  ke" 
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est  relativement  facile  au  point  de  vue  de  l'application  des  méthodes 
d'approximations  successives  quand  on  considère  seulement  les  inté- 
grales qui  restent  supérieures  (en  valeur  relative)  à  une  certaine  quan- 
tité fixe;  l'important  était  alors  de  montrer  qu'on  pouvait  s'arranger 
de  manière  à  réaliser  cette  condition  (  '). 

Je  commence  par  considérer  le  cas  où  la  surface  de  Riemann  se  ré- 
duit à  un  plan  simple  ;  l'examen  du  cas  général  ne  présente  plus  ensuite 
aucune  difficulté. 

Le  théorème  énoncé  plus  haut  est  d'un  grand  intérêt  pour  la  théorie 
des  fonctions  de  M.  Poincaré  (fonctions  fuchsiennes),  mais  c'est  un 
sujet  sur  lequel  je  ne  veux  pas  insister  en  ce  moment,  et  pour  lequel 
je  renverrai  seulement  aux  quelques  indications  que  j'ai  données  dans 
mon  Mémoire  cité  (Ghap.  TV,  n°  7). 


1.  —   Cas  du  plj 


AN    SIMPLE. 


1.  Nous  commencerons  par  démontrer  deux  lemmes  fondamen- 
taux. Le  premier  seul  exigera  une  démonstration  un  peu  délicate. 
Soient  u  ei  p  deux  intégrales  de  l'équation 

continues  à  l'intérieur  d'un  cercle  C  de  rayon  R  ayant  l'origine  pour 
centre.  En  posant 

Il  —  i=  h, 
on  a  la  relation 

Portons  donc  notre  attention  sur  les  équations  de  la  forme 

(i)  Ah  =  A(x,y)le'-il 

A(x,y)  étant  une  fonction  positive  dans  C,  et  supposons  qu'on  ait 

(')  J'ai  communiqué  à  l'Académie  des  Sciences  {Comptes  rendus,   6  mars 
1898)  les  points  principaux  du  présent  travail. 


2^6  EMILE    PICAUD, 

toujours  dans  co  (ioinaino 

A(.r,r)>Ao. 

/.„  olant  uiio  couslanlo.  Lue  iulôjj^ralc  de  r('(|ualion  (i)  conlinuo  dans 
C  est  délorniinée  par  ses  valeurs  sur  C;  ceci  revient  à  dire  ({u'uno  inlé- 
p:rale  continue  de  l'équation  (i)  s'annulant  sur  la  courbe  C  est  idenli- 
queniont  mille  à  rinliMieur,  proposition  dont  la  démonstration  est 
l>i(Mi  facile,  ('eci  j)osé,  supposons  (pie  la  valeur  absolue  de  notre  inlc- 
tjrale  /i  sur  C  soil  au  plus  égale  à  un  nombre  INl  ;  nous  voulons  trouver 
une  limite  de  la  valeur  absolue  de  /j  à  Tintérieur  de  C  pour  un  point 
situé  à  une  tlislance  U  de  Toriglne  (U  <C  l^- 

Si  nous  désignons  par  H  l'intégrale  de(0  prenant  sur  (^  la  valeur 
M,  la  fonction  II  sera  positive  dans  (]  et  Ton  aura  poui'  tout  point  de 
lairc^ 

Soit  de  même  H'  l'intégrale  de  (  i)  ])renanl  sur  C  la  valeur  —  M,  la 
fonction  H' sera  négative  dans  (],  et  Ton  aura  pour  tout  point  de  Taire 

A>11'. 

Si  nous  trouvons  une  limite  supérieure  de  H  et  de  |H'|,  nous  aurons 
une  limite  de  |  // 1,  comme  nous  le  désirons. 

Dans  celte  recbercbe,  nous  pouvons  substituer  à  l'équation  (ij 
l'équation 

(2)  .      l/l=ko{c''-l). 

Si  H,  désigne  l'intégrale  de  (i)  prenant  la  valeur  +  M  sur  C,  et  si  Ha 
désigne  l'intégrale  de  (2)  prenant  la  même  valeur  sur  C,  on  aura 

ll.<]l,. 

Pour  démontrer  ce  point  essentiel,  il  suffit  de  rcmar(|uer  que,  s'il 
n'en  était  pas  ainsi,  on  pourrait  se  placer  (en  fractionnant,  s'il  est  né- 
cessaire, Taire  en  plusieurs  autres)  dans  Thypotbèse 

H,  ^  IL         (à  l'intérieur  d'une  courbe  F), 
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H,  et  Hj  prenant  les  mêmes  valeurs  sur  F.  Supposant,  uniquement 
pour  simplifier,  que  F  coïncide  avec  la  circonférence  C,  on  aurait 

H.(x^y)  =  M-jrj^A(^,-^)(e"''^'^'-i)G(^,-/],.r,j^)r/^r/r,, 

et  ces  deux  égalités  sont  contradictoires  avec 

H.>H,, 

puisque  on  a,  par  hypothèse,  A(^,  y])>  Ao- 

2.  Ces  diverses  remarques  faites,  nous  avons  donc  à  considérer 
réquation 

A/i  =  k^Çe"—  i) 

et  à  étudier  l'intégrale  de  celte  équation  prenant  sur  C  la  valeur  posi- 
tive M.  Nous  sommes  ramené  ici  à  une  équation  à  une  seule  variable, 
puisque  dansFéquation  et  dans  les  données  tout  est  symétrique  autour 
de  l'origine.  En  posant 

on  a  l'équation 

/  ■>  (l' Il  dh         1/1, 

Il  existe  une  intégrale  de  cette  équation  prenant  pour  /•  =  R  et  pour 
/'  =  —  R  la  valeur  M,  et  continue  de  —  R  à  -h  R.  Cette  intégrale  se 
présente  sous  la  forme  d'une  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
de  r^.  Désignons  par  M^  la  valeur  de  notre  intégrale  pour  /•  =  o;  on 
pourra  calculer  de  proche  en  proche  les  coefficients  du  développement. 
Ce  développement  sera  de  la  forme 
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los  a  ('laiil  dojî  polynômes  en  c^'  el  c^*-  —  1  à  coefficients  positifs,  conte- 
nant en  faclenr  r^'  —  1.  Ponr  une  valenr  donnée  de  Ai,  (^diU'érenle  de 
zéro),  le  domaine  île  convergence  de  celte  série  dépendra  de  la  (pian- 
lité  positive  M„.  il  ne  ponrra  (jne  diminuer  quand  M„  augmente;  il 
est,  d'ailleurs,  facile  de  voir  que  la  séiie  ne  convergera  pas  pour  toute 
valeur  de  /•.  On  s'en  convaincia  en  conq)aranl  Téipialiou  (3)  à  ré([ua- 
lion 

(4)    7-77  =  it.fio{r''  —  \)        (fi.  étant  une  constante  inférieure  à  -  | 

iM  en  cherchani  linlégrale  de  cette  éipiation  telle  (pie 

/i.„  =  M„,         l^^^j/j^  =  o         (pour  /•  =  o). 

I^es  cocflicienls  dans  ce  second  développement  sont  moindres  (pie 
dans  le  ])remier,  comme  on  le  reconnaît  de  suite.  D'ailleurs,  le  dé- 
veloppement provenant  de  (4)  ne  converge  pas  pour  toute  valeur 
de  /•;  il  eu  est  donc  de  même  pour  celui  qui  nous  intéresse. 

Kevenons  maintenant  au  développement  de  h,  en  y  faisant  succes- 
sivement /•  =  U  et  r  =  R'(R'<  R).  En  appelant  M  et  M' les  valeurs 
corresj)ondantes  de  h,  on  aura 

n 

M  =M„^^'R'Vc>'.._,)4-a,ir'-f-.... 

H  est  visible,  comme  nous  le  savions  déjà,  que 

M'<M, 

mais  on  peut  aller  plus  loin,  et  c'est  pour  nous  un  point  capital.  Je 
dis  qu'on  pourra  trouver  un  nombre  q  inférieur  à  un,  tel  que 

M'<M^. 
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En  effet,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  M„  ne  devra  pas  dé- 
passer une  certaine  valeur  finie  et  qui  est  précisément  celle  pour  la- 
quelle la  série  qui  représente  M  commence  à  diverger.  Pour  cette  va- 
leur limite  de  M^  il  n'y  a  pour  notre  inégalité  aucune  difficulté,  puisque 
alors  M  est  infini,  tandis  que  M'  est  fini.  C'est  la  valeur  limite  M^  =  0 
qui  seule  pourrait  donner  naissance  à  une  difficulté,  car  alors 
M  :=  M'  =  o  ;  mais  il  suffit  de  reg'arder  les  développements  de  M  et  M'. 
Dans  chaque  terme  M,,  est  en  facteur,  et,  ce  facteur  supprimé,  il  ap- 
paraît sans  doute  possible  que  le  quotient 

M" 

est,  même  pour  Mq  =  o,  inférieur  à  un  nombre  moindre  que  l'unité. 
Tout  ceci  suppose,  bien  entendu, 

ko  7^0. 

Le  nombre  q,  plus  petit  que  un,  dépend  de  A^,  et  tend  nécessaire- 
ment vers  un,  quand  k^  tend  vers  zéro. 

5.  On  étudiera  de  la  même  manière  l'intégrale  de  l'équation  (2) 
prenant  sur  C  la  valeur  —  M,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  l'inté- 
grale de  l'équation 

lh  =  k,{i-c-'), 

prenant  sur  C  la  valeur  -+-  M.  Sur  le  cercle  C'  de  rayon  R',  cette  inté- 
grale prend  une  valeur  M',  et  l'on  a 

M<M^,, 

y,  étant  un  nombre  fixe  inférieur  à  l'unité. 

4.  Les  considérations  que  nous  venons  de  développer  nous  per- 
mettent d'énoncer  le  premier  lemme  que  nous  avons  en  vue.  Repre- 
nons les  deux  intégrales  m  et  ç  du  n°  1 ,  telles  que 

I  M  —  t^]  <<  M         (sur  la  circonférence  C). 


aSo  ÉMILK    iMCxnn. 

Supposons  do  plus  quo  //  rf  v  rcstrnf,  à  r intérieur  di'  l'airr,  ,su- 
prrirurs  {en  valeur  rcladi'r)  à  un  nombre  fixe  (1.  Dans  ri'ujualion 
le  coefiicIcMil 

A  (./',>')         ou         Av'' 

roslora  alors  coiiainounMil  su[)('Miour  à  une  conslaulc  lixc  A„.  Tous  les 
raisonuouiouts  fails  |)lus  haut  Irouveronl  donc  leur  a|»|)rKalion.  Ou 
osl  ainsi  couiiuil  à  rouonré  suivant,  (jui  suppose  esseuticllcincut 
A-  ^  o  : 

Étant  (/o///ir  une  eon.stante  (i,  on  peut  trou\'er  un  nombre  y  plus 
petit  tjue  riinitr,  tel  (jue  Von  ait  rine^alitt' 

\u  —  v\<^Mf/  (sur  la  eireourérence  (]'), 

C'  étant  une  cireon/érenee  de  rayon  R  <  R,  eorwentrif/iw  à  ('. 

Telle  esl  rinéj^alilé  fondamentale  pour  iu)tre  objet,  relianl  les 
maxima  de  |  //  —  ^'|  sur  G  cl  sur  ('/.  Ou  ne  doit  pas  oublier  (]ue  cet 
énoncé  ne  vise  cpie  les  intép;rales  u  et  v  telles  <jue 

//>(;,  r>(l, 

ces  iué^'alités  étant  prises  en  valeur  i-elative.  Nous  avons  supposé  que 
ces  inégalilés  ont  lieu  à  Tintérieur  de  Taire  limitée  paF-  G  ;  on  peut 
supposer  dans  Ténoneé  (pTclIcs  ont  lieu  seulemeul  sui-  la  circonfé- 
rence, car  alors  il  y  aura  un  nombre  (»'<<  (i  au-dessous  du([uel  les  in- 
tég-rales  ne  descendront  pas  dans  Taire,  et,  par  suite,  on  ])eut  faiie 
correspondre  à  G  un  nombre  q  <^\ . 

5.  On  peut,  sans  introduire  aucune  idée  nouvelle,  étcndi-e  ce  théo- 
rème à  des  intép^ralcs  de  Técpialion 

^u  =  Ay?", 

ayant  à  Tori^àne  un  point  singulier  logarithmi(}ue.  Su[)posons  (pie, 
dans  le  voisinage  de  l'origine  O,  la  fonction  u  puisse  se  mettre  sous  la 
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lormn 

piog/--i-i',  p>-2, 

la  loïK'lioii  1'  ('laiil  ('oiiliiiiic  on  O.  Mous  aurons  |)oui-  v  rô(|uali<)ii 

el,  comme  je  Tai  monlré  {loc.   rit.)^  on  [)(nil  éliidier  celle  é(|ualion 
avec  la  même  facililé  ([ue  l'éqnalion  iniliale,  pourvu  (|ue  [iJ  ^   -  2. 

T(^us  les  raisonnemenis  lails  plus  liaul  pourroul  se  i"é[)élei'  ici,  avec 
|)eu  (le  uiodiliealioMs,  el  les  couelusious  ue  seront  pas  uiodiliées.  An 
lieu  (le  r(''<pialiou  {  -2),  nous  aurous  à  e()nsi(l(''rei'  ici  ime  ('(pialiou  de  la 
loiiue 

/»„  ('lanl  toujours  uuc  eousianic,  el,  an  lieu  de  Técpialiou  (  T>,  nous 
aurons 

Les  inlé^rales  de  celle  é{jnalion,  conliuues  pour  /•  -  o,  auront  nu 
développement  de  la  forme 

\  et  [JL étant  des  entiers  positifs,  el  tons  les  exposants  X[i  -h  [ji  étant  po- 
sitifs ('  ).  Il  n'y  a  rien  à  changer  alors  à  la  marche  des  raisonnements 
faits  ci-dessus,  et  noit.s  entons  c/fcorc  ici  le  Icutnte  fondnDiciilal  rnonr/t 
nu  iimnrro  pi'ccédcnl .  Il  est  relatif  aux  iulégi-jdes  //  ayant  eu  ()  Tiuliui 
logarithmique  correspondant  au  coelTicient  [i,  et  prenant  sur  la  circon- 
férence (]  des  valeuT's  su])(''rieui'es  à  (1,  en  désiguant  |>ai-  (  ï  inic  con- 
stante dornuk'. 

(>.  l*assons  an  second  Icunue  cpii  est  immédial.  (-ousidérani  im 
contour  fermé  <|uelcoiUjue    C,  ayant  à  son  intérieur  les   points  O,, 


(')  \  air  \)o\\v  ce  poiiil  mes  Noies  :  Sitr  la  Jornic  des  iiiléL;ri(l('s  des  i'(itiu- 
tions  dijférenliidles  du  second  ordre  d(ins  le  voisinage  de  eerlaiiis  /loi/i/s  c/i- 
lù/ites  {Co/npies  re/tdus,  l.  LXXW'll;  iSjS). 

Journ.  de  Math.  {\'  série),  lonii;   IX.  —  Isisr.  III,    iSi),}.  >(> 
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O^. 0„,  j'eiivisaii<^  riMpialioii 

(Ml  (lôsiiiiiiml  |)ar/', ,  r.,,  . .  .,  /■„  les  dislaiiros  du  poini  (./•,  y)  aii\  poiiils 

(),,<>. o„. 

Los  t'Diislantcs  ^,,  ^o,  ...,  [3„  sont  supposées  salisfaiic  aii\  iiir^a- 
lilrs 

Soil  t  UN  uouihi'c  posilil  li\('  aussi  j)chl  «pTou  voudra.  Si  les  valeurs 
diiue  iulé^rale  \-  couliuue  à  Tiulérieur  d(î  (l  sont,  sur  ce  eouLour,  in- 
férieures à  un  ii()ud)re  eouveiiahle  II,  o/i  aura,  à  riuh'ru'ui-  de  Vahc, 

»'  =  t^'  —  y], 

i'  (Icsi^iiaiil  la  fonction  liarnionitjac  (jui  prend  sui-  i\  les  nx-nies 
valeurs  (juc  r,  el  y]  (h'si i:;nanl  une  fonction  positive  (jui  est  infé- 
rieure à  i. 

I*(>nr  (h'moulrei' ce  liMunie,  il  sulTit  de  poser 

f 

e  --  r'  -f-  X. 
Ou  aura 

(^)  \\^.hr\^r;:..rl"e^'e:'. 

La  fonclion  A  csl  nulle  sur  C;  elle  est  donc  néji^ative  à  riutéiicîur  de 
l'aire  que  liniile  C.  Si,  d'autre  part,  v'  est  moindre  cpu^  H  sur  (^,  il  en 
sera  de  uuMue  pour  rinl«''rieur  de  l'aire;  on  })eul  doue  prendre  If  suffi- 
sanunent  jx'lit  (eu  valeur  relative)  pour  que  c"'  soil  aussi  petit  (pTou 
voudra  dans  l'aire.  La  fonction  \  qui  satisfait  à  ré(juation  (5),  et  (jui 
s'annule  sur  le  contour,  sera  donc  elle-même  aussi  petite  qu'on  vou- 
dra, et  Ton  aura  bien,  H  étant  pris  convenablement, 

-X<£, 

i  étant  une  ((uantité  positive  donnée  à  l'avance. 

7.   Nous  pouvons  maintenant  aborder  la  démonstration  du   lliéo- 
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rème  fondamental.  On  veut  démontrer  l'existence  d'une  solution  de 
l'équation 

^u  =  ke", 

fonction  bien  déterminée  de  a?  et  y,  et  en  général  continue,  sauf  en 
certains  points  donnes  O,,  O^,  . . .,  O,^  et  au  point  à  Tinfini.  On  sup- 
pose que  dans  le  voisinage  de  O,  la  fonction  puisse  se  mettre  sous  la 
forme 

^,- log/v 4- p,  (/r^i,  2,  ...,  n), 

^/  étant  une  constante  donnée,  /■/  désignant  la  distance  du  point  (x,  y) 
au  point  0/  et  la  fonction  c/  étant  continue  en  O,. 

Pour  le  point  à  l'infini,  on  suppose  que,  en  posant  /  =  v'-^'^  -^Y'i 
la  fonction  se  mette  sous  la  forme 

—  a  logz'  H-  V, 

V  étant  continue  à  l'infini  et  a  désignant  une  constante  donnée.  Nous 
faisons  les  hypothèses 

f;,>-2  (/::=   1,2,    ...,   n), 

a  ]>  2 


et,  déplus. 


a  -+-^,4-  Po+..  .+  [3„  <o. 


8.  Nous  prenons  deux  cercles  concentriques  C  et  C  de  rayons  R 
et  R'(R  >>R'),  contenant  à  leur  intérieur  les  points  O,,  O2,  . . .,  O^. 

Toutes  les  fonctions  u  et  v  que  nous  allons  considérer  satisfont  à 
l'équation 

Au  ^  ke". 

Indiquons  d'abord  la  marche  générale  de  la  démonstration.  Nous 
allons  partir  d'une  première  fonction  w,,  définie  dans  C,  avant  les 
singularités  données  en  O,,  Oo,  . . .,  0„  et  prenant  sur  C  des  valeurs 
comprises  entre  deux  constantes  G  etH(H«<G).  Cette  fonctions, 
prend  certaines  valeurs  sur  C;  on  forme  une  fonction  p,  définie  à 
l'extérieur  de  C,  ayant  la  singularité  donnée  à  l'infini  et  prenant  sur 
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C  les  mêmes  valeurs  (|iie  //,.  (liMle  l'onelioii  r,  piciul  eeilaiiies  Naleurs 
siirC;  on  foriue  alors  ime  ronclion  /r,,  dérmie  dans  Cl,  ayanl  aux 
points  O  les  sini^ulai  iirs  (lonnéos  ol  |)r(Mianl  sni'  i]  les  valeurs  de  r,. 
On  conlinue  ainsi  indclininicnl ,  ee  <|ni  donne  les  deux  suites 

'/.'      '^-      •••,      tfn 


,\ous  allons  t''l((hlii'  (jur  u„  et  e„  tciidnil  rcspccllKCinciit  vers  des 
lii)iit('s  u  cl  K\  \  l'aide  de  ces  deux  limiL(;s,  Texistenee  de  la  ronclion 
eherelii'e  se  lron\era  étahlie.  l'.n  j)osant 

//,  =r^  %  lo-/-,  4-  fl,  iojrr,  -h. . .  H-  fl„  lo-r,,  -f-  Ll ,, 

la  fonelion  II,  satisfait  à  r«''(|iialit)n 

AU,  =.:A-/f/f  ...rj-e"-. 

\\\\c  prend  sur  (-  des  valiMU's  e<)ni|)ris<'s  enli'C 

(j  —  |i,  lo-/-,  -  ...  -  |^«loi;/-„     et      II        [Î5,  \iYj^i\  '-...-  pjoo/-,,. 

D'a[)rès  le  second  lemme,  en  désignanl  par  V,  la  loncLion  liarnio- 
nique  conlinue  dans  C,  prenant  sur  C  les  valeurs  données  au  début 
(comprises  entre  G  cl  II),  et  en  déslj^nanl  par  p,,  p^,  . . .,  p„  les  fonc- 
tions harmoniques  continues  dans  C  prenant  rcspeclivernenl  sur  celte 
courbe  les  valeurs  loi>r,,  log/-.,,,  .  ..,  log/'„,  on  aiu'a 

U,  =  V,  -  f;,p,  --  fJ,p2       ...  -  jîJ«p„  -  Y], 

la  fonction  positiver]  étant  moindre  qu'un  nond)re  £  doimé  à  Tavance, 
si  (  I  et  par  suite  iï  ont  été  pris  assez  petits.  Il  est  facile  d'avoir  expli- 
citement des  expressions  de  p,,  p^,  .  . .,  p„.  En  désignant  par  «,  la  dis- 
tance de  O,  à  Torigine,  et  en  appelant  G',  le  conjugué  de  G,  par  rap- 
port au  cercle  C,  on  a,  pour  un  point  arbitraire  M,  la  fonelion 
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Avec  cette  expression,  on  voit  de  suite  que  la  fonction  m,,  suf  la  cir- 
conférence C',  aura  les  valeurs 

^'.  +  ?.  log-  ^  +  f^.  log"  ^  +  •  •  •  -^-  %i  log-  "H-  -  "^l'  -^  '^' 

V'j  et  /]'  désignant  les  valeurs  de  Y,  et  v]  sur  la  circonférence  C'  ;  quant 
à  0,  elle  représente  une  fonction  dont  la  valeur  absolue  est  moindre 
que  tel  nombre  que  l'on  voudra  si  le  rayon  R  est  assez  grand  et  si  le 

rapport  ^  est  suffisamment  voisin  de  l'unité. 

On  a  maintenant  à  considérer  la  fonction  p,  définie  à  l'extérieur 
de  C,  devenant  infinie  au  point  à  l'infini,  comme 

-  alog/-, 

et  prenant  sur  C  les  mômes  valeurs  que  a, .  Pour  obtenir  la  fonction  r, , 
on  n'a  qu'à  faire  une  inversion  qui  ramènera  à  distance  finie  le  point 
à  l'infini.  En  appliquant  une  nouvelle  fois  le  même  lemme,  on  dé- 
montre sans  aucune  peine  que  la  fonction  v^  sur  la  circonférence  C 
est  de  la  forme 

(E)  YXa  +  fJ,  +  f5,  +  . . .+  p„)  log-^'  +  A, 

X  désignant  une  expression  dont  la  valeur  absolue  est  inférieure  à  un 
nombre  aussi  petit  qu'on  voudra  donné  à  l'avance,  si  l'on  a  pris  G  et 
H  suffisamment  petits  en  valeur  relative  (G  ^  H),  et  si,  d'ailleurs, 
comme  il  a  été  dit  plus  haut,    R    et  R'  sont  suffisamment   grands, 

R' 

5-  étant  assez  voisin  de  l'unité.  La  fonction  V'|  reste  comprise  entre  G 

et  H. 
Puisque 

a-h  (3,  +  |3,-f-...4-^„<o 

R' 

et  que -rT  <C  J?  on   conclut  de  l'expression  (E)  que  la  fonction  Wo  sur 

la  circonférence  C  est  supérieure  à  H.  Ceci  csl  évident  puisque 

V  ;  >  H 
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taiulis  (jiio  X  so  Irouve  ôlre  aussi  pclil  (ju'oii  voul.  y\insi,  ou  a 

if..  >»  Il  (sur  la  circoulcrouro  (-)• 

î).  Nous  vcuous  (le  voir  (|uo  u.,  sur  la  circoulV'rcMU'c  C]  csl,  supérieure 
à  II;  ello  pourra  soit  rosier  eniro  II  ol  (i,  soil  dépasser  (1.  Si  u.,  rosie 
eonipris  eulre  II  el  (1,  on  pourra  refaire,  eu  ])arlaul  de  //._,  sur  (],  lous 
les  raisouutMiienIs  pnW'édenls  cl  Ton  arrivera  à 

Si  u-i  ue  resie  pas  toujours  inférieur  à  (i,  la  même  conclusion  subsiste 
a  fortiori;  la  raison  en  est  fpie,  si  Ton  a  deux  intéj;rales  conliuues  a 

et  (•  de  l'équation 

Aw  =  ke" 

satislaisaul  sur  (]  à  l'inéc^alilé  // ^  <',  elles  satisferont  à  la  même  inc- 
Ljaiité  à  V intcriciw  de  C. 

Nous  concluons  de  tout  ce  qui  vient  (rêtre  dit  que 

//,,      u.,      ...,      Un,      ••• 

sont  sLiprrirurcs  à  H  siii-  la  rirroiifcrcnrn  C. 

(le  point  acquis,  il  en  résulte  <ju'on  ])eul  fixer  une  certaine  con- 
stante H'  à  laquelle  les  v  resteront  toujours  supérieures  sur  la  circon- 
férence (Ji';  à  ce  nombre  H'  on  peut  faire  correspondre  un  nombre  q 
plus  petit  (pie  Funilé  (d'après  le  premier  lemme).  Il  est  facile  main- 
tenant <le  démontrer  Texistence  d'une  limite  ])our  les  u  et  les  p.  On  a 

I  w.,  —  u.,  }  sur  C  <^  //  X  î  ]  r^  —  <'(  I  sur  (]'  j , 

d'après  le  premier  lemme.  Il  est,  d'ailleurs,  immédiatement  visible 

(jue 

î  (.'2  —  r,  j  sur  C  <i\u.,—  uA  sur  C. 
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On  aura  donc 

i  "3  —  ^^2 1  ^uï'  ^^  <C  7  X  I  i  w-j  —  ^1  !  sur  C  \. 

En  désignant  donc  par  g-  le  maximum  de 

\  Uo—  «,  I  sur  C, 
on  aura 

1^3-  w,  îsurC<  «•.^, 

et,  par  suite,  de  proche  en  proche, 

|««+.  —  ".,  |sur  C<^-.^"-'; 

la  convergence  des  w  vers  une  limite  et,  par  suite,  celle  des  r  résultent 
de  suite  de  ces  inégalités. 

Nous  avons  donc  une  limite  a  définie  dans  C,  et  une  limite  r  définie 
à  Textérieur  de  C  Ces  fonctions  satisfont  à  l'équation  proposée,  et 
elles  ont  les  singularités  demandées.  D'ailleurs 

u  =^  ç>  sur  C  et  sur   G'. 

Les  deux  fonctions  coïncident  alors  dans  la  couronne  comprise  entre 
C  et  C.  Ai^'cc  ces  deux  fonctions,  nous  obtenons  donc  V intégrale  de 
l'équation 

\u  =  ke" 

satisfaisant  aux  conditions  énoncées  dans  le  n"  7. 

II.    —     G\S    d'une    surface    de    RiEMAiNN. 

10.   Nous  avons  fait,  dans  ce  qui  précède,  l'étude  de  l'écjuation 

^u  =  ke" 
sur  le  plan  simple  de  Gauchy.  Il  n'y  a  aucune  difficulté  à  étendre  nos 
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ctnuliisions  au  ras  (runo  siirfaco  de  Kieniami  à  ///  rciiillcis.  Le  |)r()- 
l)l(''iii('  est  alors  \c  suivani  : 

Tioincr  riiitc'irale <li'  rctlc  ('(jualiDn  nnifitnnc  cl  conliiiiit' sur  hi 
smfarc,  sauf  l'u  des  points  donnes  O,,  O.,,  ...,  ()„  et  au.r  m  points 
à  l' in  fini  sur  rlunun  des  feui/lets. 

()ii  siipnoso  (juc  1  On  ait  dans  le  xoisinai;»'  de  (  >, 

u  ^  %Uv^ri-h  V,; 

wy  êlanl  conliniic  en  G,  ot  /•,  ilrsiunant  la  distance  (j-'^y)  à  O/.  Pour 
le  ])oinl  à  l'inlini  sur  le  feuillet  de  raui;  A,  imaginons  qu'on  le  ramène 
à  dislanee  linie  par  une  inversion;  en  1  aj)|)elanl  alors  O'^,  on  aura 

//  =  ajo-/-;  -+-  \^, 

Vyi  élanl  continue  eu  O^,  et  r^  icprcsentanl  la  dislance  du  transforme 
de  (.r,  )  )  au  point  ()\. 

Les  constantes  a  et  ^  sont  données,  et  Ion  su[)pose  que 

?.>"  2  {i  =^i,-2,...,n), 

a,>       -1  (A- =  1,2,  ..  .,mj, 

a,  -^  a,-i-..  .-+-  a,„-h  ^,  ^  ^2  4-...4-  ?„<(). 

11.  La  démonstration  se  fera,  pour  ainsi  dire,  sans  modification. 
On  aura  seulement  à  tracer  d'abord  m  grandes  circonférences  C,, 
C.j.  . . .,  C,„  isolant  les  points  à  Tinfini  sur  chacun  des  m  feuillets.  On 
commencera  alors  par  déterminer  une  intégrale  prenant  des  valeurs 
données  sur  Co,  . . .,  C,„  et  devenant  infinie  de  la  manière  indiquée  en 
O,,  O.^,  , . ,,  0„  et  au  point  à  linlini  sur  le  premier  feuillet.  Nos  deux 
lemmes  trouvent  encore  leur  application;  il  faut  seulement  modifier 
un  peu  l'énoncé  du  second  lemme  (n"6).  Désignons  par  o  une  fonction 
harmonique  uniforme  sur  la  surface  de  Kiemann,  et  ayant  seulement 
des  infinis  logarithmiques  en  O,,  O^,  . . .,  0„  et  au  point  à  l'infini  sur 
le  premier  feuillet;  les  coefficients  correspondants  à  O,,  O^,  ...,  0„ 


À 
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sont  [i,,  l^lo,  ••■>  [3,,  et  celui  qui  correspond  au  point  à  l'infini  est  par  cela 
même  déterminé.  Au  lieu  de  l'équation  du  n"  B,  c'est  à  l'équation 

Av  =  krf .  c" 

que  l'on  appliquera  le  lemme  mentionné.  On  passera  de  proche  en 
proche  aux  différents  feuillets  en  faisant  disparaître  successivement  les 
bords  C,,  Co,  ...,  C,„  et  Ton  arrivera  finalement  à  la  fonction  cher- 
cliée.  \otre  démonstration  est  alors  complètement  effectuée. 

12.   L'existence  d'une  intégrale  de  l'équation 

(G)  \u  =  ke" 

satisfaisant  aux  conditions  du  n"  10  est  complètement  établie  par 
l'analyse  cjui  précède.  Nous  voulons  montrer  que  cette  intégrale  est 
unique. 

Soient  donc  u  et  c  deux  intégrales  continues  pour  tout  point  (.c,  y), 
sauf  aux  points  O,,  O2,  . . .,  0„  et  aux  points  à  l'infini  sur  les  feuillets, 
où  elles  deviennent  infinies  de  la  manière  indiquée.  En  posant 

u  —  V  '=z  h , 
nous  avons 

(j)  l/f  =  ke'\e''-\). 

.le  vais,  en  premier  lieu,  montrer  qu'il  est  impossible  que  l'on  ait  sur 
toute  la  surface  de  liiemann 

/i>o. 

Faisons  d'abord  une  remarque  préliminaire.  Soit  u  une  intégrale  de 
l'équation  (6),  se  mettant  dans  le  voisinage  de  l'origine  sous  la  forme 

// =  |3log/'+ U  {r  =  \/x^-hy'^), 

U  étant  continue  en  O,  et  la  constante  ^  étant  supérieure  à  —  2.  On 
aura 

AU  =  A7^e^ 

Journ.  de  Math.  (4*  série),  tome  IX.  —  Fasc.  III,  1898.  J'y 
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Los  (Icrivéos  parliollos -r- ol -r— P*'i"''<"i'  n  «'Ir*'  pas  conliimcs  en  (), 
•  O^v       ()y  '  '  ' 

mais  il  rôsullo  aisément  de  leurs  expi'cssions  sous  forme  trinlé}; raies 

(loul)les,  (|u'elles  pourroiil,  dans  le  voisinage  de  Torigine,  se  mellrc 

sons  la  forme 

M  leslanl  lini  (juaud  /•  lend  sers  /('l'o. 

(leci  posé,  décrivons  autour  de  (),,  O^,,  . . .,  i)„  des  cercles  de  petit 
ravon  et  considérons,  d'anlre  pari,  des  eircoiderences  de  très  ^laiid 
rayon  isolant  les  points  à  Tinlini  sur  les  feuillets.  On  aura,  (raj)r('s 
l'étpialion  (-j). 

(8)  (  \\lnl.r<iy  =  h  j'  i\'\r"-  \)(f.V((v, 

linlégrale  double  ('laiil  clcnduc  à  laii»*  limilér  par  les  cirionléienees 
précédenles;  mais 

l'intégrale  curviligne  dans  l»;  second  membre  étant  une  somme  d'inté- 
urales  prises  le  long  des  dilTérentcs  circonférences.  Or,  si  l'on  consi- 
dère le  cercle  de  rayon  (),,  et  (|u'on  apj)clle  p  son  rayon,  on  auia, 
(i  api'és  la  remarcjue  faite  plus  baut, 

an  ' 

M  leslant  linie;  l'intégrale  curviligne  tendia  donc  vers  zéro  avec  p, 
puisque  ^-i-2]>o.  On  reconnaît  pareillement  qu'il  en  est  de  même 
|)()nr  les  cercles  de  rayon  grandissant  indéfiniment,  et  Téqualioii  (8) 
dcxienl  ainsi 


f  ff'''(r''  —  I  )  (l./:  dy  =  o. 


l'inlégrale  doul)le  étant  étendue  à  la  surface  de  Kiemann  tout  entière. 
Mais  cette  égalité  est  impossible  si  Ton  suppose,  comme  uous  l'avons 
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dil,  que  l'on  ait  sur  toute  la  surface 

à  moins  que  A  ne  soit  identiquement  nulle. 

Il  résulte  de  là  que  la  différence  11  —  r  doit  changer  de  signe.  La 
surface  se  trouve  donc  partagée  en  plusieurs  régions  (deux  au  moins) 
par  la  courbe 

u  —  V  ^=^  o. 

Soit  K  une  des  régions  où  la  différence  /*  soit,  par  exemple,  j)ositive. 
La  fonction  h.  s'annulera  sur  la  courbe  limitant  R,  et  l'équation  (7) 
donne  alors 

h{x,y)  =  -J'p,e^i^>-^^(e'^i>r,  _  ,)G(^,  y^, ./;,  y)  dl  dri, 

Cïï  étant  la  fonction  de  Green,  relative  au  point  (x,y),  et  l'intégrale 
double  étant  étendue  à  la  région  R.  Cette  relation  est  impossible, 
puisque  le  premier  membre  est  positif,  tandis  que  le  second  membre 
est  visiblement  négatif.  Cette  contradiction  achève  la  démonstration 
du  théorème. 


I 
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Couiinentairc  an. v  principes  de  la    riierinodynaïuicpic   ('); 
Par  m.   p.   DUHKM 


DEUXIEME  PARTIE. 

LE    PIUNCIPE    DE    SADI    CARNOT    ET    DE    R.    CLAUSID.^. 


CHAPITRE  I. 

LE     CYCLE    DE     CARNOT    ET    LES    MODIFICATIONS    RÉVERSIBLES. 

1.  Les  modifications  virtuelles.  — ^  Revenons  craboid  à  la  notion 
de  modification  virtuelle  pour  la  préciser  mieux  que  nous  ne  Tavons 
fait  au  cours  de  la  première  Partie. 

Imaginons  un  système  qui  se  trouve  dans  un  étal  donné,  ainsi  que 
les  corps  étrangers  à  ce  système.  On  connaîtra  Tétat  de  ce  système, 
son  mouvement  et  les  actions  extérieures  qui  agissent  sur  lui,  si  1  on 
connaît  les  valeurs  des  paramètres 

a,     ^,      ...,     X,     «,     b,      ...,     / 

et  des  quantités 

d%       d^  dl 

dt       dt  dt 


(1)   Voir  t.  VIII,  p.  ^69. 
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Pour  coniiailit'  les  l'orcos  (TiiUMlit'  (|tii  ai^lsseiil  sur  le  sysli'ino  ri 
los  coofliiiculs  taloriruiucs  du  sNslôinc,  il  laul,  eu  oulro,  roiinaîlrc  la 
vaIcMir  (lo  charuiip  des  (|uantilcs 

d*%       d*^  dn 

Tïï^  '    7/7^  '     *  "  '     ~dT^  ' 

Lintiu'oii  l'UNisa^c  non  plus  uiu*  iiuxlificalion  réelle  (Tuii  système, 
uiais  nue  luodiliealioii  virtuelle,  Tordre  dans  le(|uel  se  succèdent  les 
divers  èlals  du  système  n'exisle  (jue  dans  notre  entendement  et  non 
|)i)inl  dans  le  temps;  les  quantités  a,  [î,  ,..,  X  ne  peuvent  plus  être 
eoiisid^'ièes  comme  des  fondions  du  temps.  On  ne  peut  donc  plus 
parler   des   (piantiW's 


rh 

r/3 

dl 

Trr 

.77'      • 

■■'     TTi 

r/^a 

./^fi 

dn 

.//*' 

M^'    ■ 

•■'    777^ 

Il  semble  donc(ju'il  ne  soit  plus  permis  de  parler  de  forces  d'inertie 
ou  de  coellicients  caloriPupies  pour  un  système  qui  subit  nn<*  modifi- 
cation virtuelle. 

ICn  réalité,  on  peut  conserver  à  ces  mots  une  signification. 

Dans  les  formules  (jui  définissent  les  forces  d'inertie  et  les  coeffi- 
cients calorifi(|ues  d'un  système  en  voie  de  transformation  réelle,  rem- 
l^laçons  les  (pianlitc's 

r/a  d'i  dl 

d/.'        dï'        '  '    '      7/i' 


j)ar  des  j»randeurs 


d-a       (P^  d^  '/. 

dr-  '    df^'    '"'71? 


quelconques,  assujetties  seulement  aux  restrictions  que   la  définition 
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même  du  système  peut  imposer  aux  quantités 


(Ix 

d'^ 

d\ 

7/r 

dt'     ■■ 

■  '     dt' 

cr-oL 

d^^ 

d'i 

dt'' 

dc-  '    ■ 

'    di'^  ' 

nous  aurons  de  nouvelles  expressions  (jui  représenteront,  par  déli- 
nition,  les  forces  d'inertie  et  les  coefficients  calorifiques  du  sysième  au 
cours  d'une  modification  virtuelle;  nous  pourrons  alors  parler  du 
travail  effectué  par  les  forces  d'inertie  et  de  la  quantité  de  rha- 
leur  dégagée  par  le  système  au  cours  d'une  modification  viilucllc 

Les  quantités  w,  t',  . .  .,  w  doivent  varier  d'une  manière  continue  au 
cours  de  la  transformation  virtuelle;  au  contraire,  les  quanlifés  u\ 
( ',  . .  .^w'  peuvent  présenter  des  discontinuités. 

2.  Des  cycles.  —  Rappelons  la  définition  d'un  cycle  fermé,  déjà 
indiquée  dans  la  première  Partie  de  ce  travail  (Chap.  II,  n"  1  ). 

Imaginons  qu'un  système  parte  d'un  état  initial  défini  |)ai'  des  va- 
leurs 

des  paramètres 

a,      ^,      ...,      A,     rt,      h,      ....      l\ 

son  mouvement  initial  est  défini  par  les  valeurs 

(les  vitesses 

//,      r,      ...,      o. 

Ce  système  subit  une  série  de  modifications  ri'elh's  ou  virlui'Ucs 
durant  lesquelles  les  paramètres 

a,      p,      ...,      A,      a,      h,      ...,      l 
et  les  vitesses 

u,      t,      ...,     *v 

varient  d'une  manière  continue. 


2l)(\  V.     lUIlKM. 

Il  |)ai-\i(Mil  à  un  clal  liiiiil  dans  lc(|U('l  les  (juaiiliU's  vai'iahlcs 
a.      {i,      ...,      X.      (/,      A,      .    .,      /,      //,      i-,      ...,      \v 
oui  (les  \altMiis 

y-,'      [i. X,,      <{,,      />,,      ...,      /,,      //,,      i',,      ...,      (r,. 

Si  les  unaiiliU's 

'-..      ? >,.      ^M      ^'.r      ••••      /,.      //,.      *■ ,      <«^ 

^oiil  rt's|)i'(li\('iiii'iil  Cigales  aii\  (jiiaiililés 

3t„.         ?, A,.         '/,n         /^O'         •••1         A.«         //«.         »'«,         •••,         "^07 

on   (lil    (|ut'   le  sNslt'iiic  a   (It'ciil    iiii  r\rlr  fcniu'  ou   siiuplcuicnl  un 
rych- . 

Si  loulcs  les  uH»(li(irali<)Us  (|ui  coiuiyoscul  un  cycle  sont  des  luodili- 
•  •alions  r(''e|les,  îe  cvclc  esl  lui-uirtuf  rrcl:  si  loules  les  niodificalions 
<]ui  coinposenl  un  cycle,  ou  seulenieni  une  paiiie  d'enli'e  elles,  sont 
\ii'luell('s,  le  cycle  esl  lui-même  virtuel. 

.">.  Un  rvclc  réel  peut  SI'  icproduirc  indèfiiiimcnl.  —  C'est  ici  1(^ 
lieu  d'énoncer  une  hyjtollièse  (jui  joue  un  rôle  fondamental  dans  la 
conslifulion  de  la  Tliermodynamicjue  : 

llvi'OTiiKSK.  —  Soft  S  un  .système  cl  soit  21  Vonseinblc  des  corps 
cfra/i^crs  àccsystlntic.  ]nia<^inons  deux  intervalles  de  temps  égaux, 
f/un  compris  entre  les  instants  /^  et  /,,  Vautre  compris  entre  les 
instants  /|,  et  t\.  Supposons  les  conditions  suivantes  réalisées  : 

i"  En  deux  instants  correspondants  quelconques  des  intervalles 
i  tffJt)  et  (t[^.,  t\),  le  .système  L  est  dans  le  même  état. 

■j.^  Aux  instants  t„  et  t'^.  Le  système  S  est  dans  le  même  état  et 
animé  des  mêmes  vitesses. 

Nous  admettrons  que,  dans  ces  conditions,  en  deux  insta/its  cor- 
respondants quelconques  des  intervalles  (t^,t,)  et  (t'^,t\),  le  sys- 
tè/ne  S  esl  dans  le  même  état. 


i 
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Cette  hypothèse  peut  s'énoncer  sous  une  forme  moins  précise  peut- 
être,  mais  plus  brève,  en  disant  que  : 

La  modification  subie  par  le  système  S  dans  l'intervalle  de  temps 
(to,t,)  est  déterminée  si  l'on  connaît  :  i°  l'état  des  corps  exté- 
rieurs 2  à  tout  instant  de  l'intervalle  (t^,  /,);  2°  l'état  et  les  vitesses 
du  système  S  à  l'instant  /„. 

Nous  ajouterons  qu'à  l'instant  /„  l'état  des  systèmes  S  et  S  peut  être 
défini  seulement  aux  variables  près  qui  fixent  la  position  absolue  dans 
l'espace  de  l'ensemble  de  ces  deux  systèmes. 

Considérons  un  cycle  fermé  réellement,  décrit  par  le  système  S. 
Pendant  le  parcours  de  ce  cycle  fermé,  les  corps  extérieurs  S  ont 
passé  par  une  suite  d'états.  A  la  fin  de  ce  cycle,  le  système  S  a  repris 
le  même  état  et  les  mêmes  vitesses  qu'au  début.  Lorsque  ce  cycle  a 
achevé  d'être  décrit,  faisons  reprendre  de  nouveau  aux  corps  2  la  suite 
d'états  par  laquelle  ils  ont  passé  durant  le  parcours  de  ce  cycle.  D'après 
l'hypothèse  précédente,  le  système  S  décrira  de  nouveau  le  cycle. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Un  cycle  fermé  réel  peut  être  indéfiniment  reproduit  identique 
à  lui-même   pourvu   que  l'on  puisse   disposer  arbitrairement   des 

CORPS    EXTÉRIEURS    AU    SYSTÈME, 

4.  Modifications  adiahatiques,  exothermiques,  endothermiques . 
—  Considérons  un  système  qui  subit  une  modification  infiniment 
petite,  réelle  ou  virtuelle,  sous  l'influence  de  certains  autres  systèmes. 
Par  l'effet  de  cette  transformation,  le  système  dégage  une  quantité  de 
chaleur  é/Q;  les  forces  d'inertie  (T"  Partie,  Chap.  III,  n**  5)  effec- 
tuent un  travail  d'z.  Si  la  quantité 

(i)  d^=dq-  ^d-. 

est  égale  à  o,  la  modification  infiniment  petite  considérée  est  dite 
adiabatique. 

Une  modification  finie  est  dite  adiabatique  si  toutes  les  modifica- 
tions infiniment  petites  qui  la  composent  sont  adiahatiques. 

Jour  II.  de  Math.  {!^'  série),  tome  IX.  —  Fasc.  III,  1893.  -JO 
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Posons 

(^  olaiil  la  (jnaiililô  do  chalour  dégagée  dans  une  niodilîcalion  el  t  le 
lia\ail  des  forces  d'inertie  durant  celle  niodilicatlon. 

Nons  donnerons  à  la  qnanlilé  Q  le  nom  iV('//'t'f  ca/oj'i/if/i/c  lodil  dr 
la  t)iodi fication. 

Nous  voyons  sans  peine  que  Tellel  calorifique  lolal  d'une  niodilîca- 
lion adial)ali(|ue  esl  toujours  égal  à  o.  l.a  réciproque  de  celte  propo- 
sition n'est  pas  exacte.  I^'elVel  calorilnjuc  total  d'une  modification 
finit»  peut  être  éi;al  à  o,  sans  que  TelTet  calorifique  de  chacune  des 
modilications  élémentaires  qui  composent  cette  iiiodilicali<ni  fniic 
soit  égal  à  o,  et,  partant,  sans  (jue  la  modification  finie  soit  adiaha- 
tique. 

Selon  (pie  reflet  calorifupie  total  d  une  modilication  sera  positif, 
nul  ou  Ui'galif,  la  modilication  sera  dite  exothermique,  uthcrniique 
ou  endothertnique. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  s'applique  aussi  bien  aux  modifications 
\iituelles  (pi'aux  modifications  réelles;  pour  une  modification  réel  le 
infiniment  petite,  nous  avons 

di  —  —  d(l, 

(L  étant  la  force  vive  du  système.  L'effet  calorifique  total  d'une  modi- 
fication finie  et  réelle  est  donc  défini  par  l'égalité 

{--bis)  ^=0-^^(t.-te), 

€^0  étant  la  valeur  de  la  force  vive  du  système  au  début  de  la  modifi- 
cation et  QL,  la  valeur  de  la  même  force  vive  à  la  fin  de  la  modifica- 
tion. 

Considérons  un  cycle. 

L'efTel  calorifique  de  chacune  des  modifications  élémentaires  qui 
constituent  ce  cycle  est  défini  par  l'égalité 

d^=  dQ  —   rr  d'Z, 
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qui  peut  encore  s'écrire  [V^  Partie,  Chap.  IIÏ,  Égalité  (i6)| 

Ed^=  dc^  —  EdlJ. 

En  intégrant  celte  égalité  pour  le  cycle  tout  entier,  et  en  remar- 
quant que  l'énergie  interne  U  du  système  reprend,  à  la  fin  du  cycle, 
la  même  valeur  qu'au  commencement,  nous  trouvons 

(3)  E^=c^. 

Ueffet  calorifique  total  d'un  cycle  fermé,  réel  ou  virtuel,  est 
équivalent  au  travail  total  effectué,  durant  le  parcours  du  cycle, 
par  toutes  les  actions  extérieures  qui  agissent  sur  le  système. 

Ce  théorème  nous  sera  utile  au  Chapitre  suivant. 

5.  Modifications  isothermiques.  Cycle  de  Carnot.  —  On  peut 
fort  bien  imaginer  qu'un  système,  en  chacun  des  états  qu'il  traverse 
au  cours  d'une  modification,  ait,  en  tous  ses  points,  la  même  tempé- 
rature 2r,  lue  sur  un  thermomètre  quelconque;  cette  température 
peut  d'ailleurs  varier  de  l'un  des  états  traversés  dans  cette  modifica- 
tion à  l'état  suivant. 

Lorsque  la  température  est  la  même  non  seulement  en  tous  les 
points  du  système  pris  dans  chacun  des  états  dont  la  suite  constitue 
une  modification  réelle  ou  virtuelle,  mais  encore  dans  tous  les  états  de 
cette  suite,  la  modification  est  dite  isothermique. 

Imaginons  un  cycle  soumis  aux  conditions  suivantes  : 

i**  Ce  cycle  est  composé  exclusivement  de  modifications  adiaba- 
tiques  et  de  modifications  isbthermiques  ; 

2**  Les  modifications  isothermiques  qui  figurent  dans  ce  cycle  sont 
toutes  relatives  à  deux  températures  différentes,  &  et  &',  £r'  étant  supé- 
rieur à  1j. 

Un  tel  cycle  se  nomme  cycle  de  Carnot  décrit  entre  les  tempéra- 
tures ^  et  ^' . 

D'après  cette  définition,  un  cycle  de  Carnot  peut  être  réel  ou  vir- 
tuel. 


3oo  1'.   m  II  KM. 

Si  un  mémo  syslrmo  dôcril  siiccossivomonl  |)lusI(Mirs  cycles  do 
(^arnol,  idoiiti(iuos  ou  non,  mais  oulro  los  mômos  lompôialuros  Sr 
et  S',  il  est  évident,  d'après  la  délinition  précédente,  que  ronsojuhio 
de  ces  cycles  peut  ôlro  regardé  comme  un  cycle  de  (iarnot  unicpio, 
décrit  entre  les  températures  ^  et  S'. 

Soient  C,,  C^,  ...,  C„  ces  cycles  do  (^arnot  successifs.  Soit  F  lo 
cycle  de  Carnot  formé  par  leur  ensemble. 

Soient  ^,,  ;^2,  ...,;^„  reffet  calorifi(]ue  total  des  modilicalions 
|uoduites  à  la  tomju'raturo  Sr  dans  chacun  dos  cycles  C,,  i].,-,  ■  •  v  ^'«i 
soit  -/  l'eflet  calorirK[ue  total  des  modilications  produites  à  la  tempé- 
rature ^  dans  le  cycle  F. 

Soient,  de  nuMue,  .5',,  ■^'.,,  ...,  ^'„  reflet  calorilique  total  des  modi- 
licalions produites  à  la  tem|)ératuro  2r'  dans  chacun  dos  cycles  C, , 
Cl,  . . .,  C^/^  soit  y'  TelTot  calorilique  total  des  modilications  produites 
à  la  température  ^'  dans  le  cycle  F. 

\ous  aurons  évidemment 

I  y,  =  t.  -^  i,-h...-+-i„, 

6.  Modifications  simultanées  indépendantes.  Généralisation  du 
cycle  de  Carnot.  —  Soit  un  système  complexe  a,  formé  par  un  cer- 
tain système  S  et  par  des  corps  2  étrangers  à  ce  système.  Ce  sys- 
tème (T  est  isolé  dans  l'espace.  Pendant  le  temps  compris  entre  les 
instants  t^,  /,,  le  système  S  éprouve  une  certaine  modification  M. 

Soit,  de  même,  un  système  complexe  a',  formé  par  un  certain  sys- 
tème S'  et  par  des  corps  2'  étrangers  à  ce  système.  Ce  système  <s'  est 
isolé  dans  Fespace.  Pendant  le  temps  compris  entre  les  instants  /j,,  /', , 
le  système  S'  éprouve  une  modification  M'. 

Supposons  que  Ton  ait 

t.- t,=  t\-t'^. 

Imaginons  maintenant  qu'à  un  instant  quelconque  Tq,  on  place, 
dans  Fespace,  le  système  a  dans  Fétat  et  avec  les  vitesses  qu'il  présen- 
tait à  Finstant  /q,  le  système  1'  dans  Fétat  et  avec  les  vitesses  qu'il  pré- 
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sentait  à  Tinstant  t^^  ces  deux  systèmes  a,  a'  étant  infiniment  éloignés 
l'un  de  l'autre. 

Nous  admettrons  l'hypothèse  suivante  : 

Hypothèse.  —  Chacun  des  deux  syslèmes  a,  a'  se  modifiera 
comme  s'il  était  isolé  dans  l'espace. 

Si  l'on  combine  cette  hypothèse  avec  l'hypothèse  énoncée  au  n**  3^ 
on  voit  sans  peine  que,  dans  un  intervalle  de  temps 

T,        '^o  ^^^  t^         «0  =^  ^(         *()5 

le  système  S  éprouvera  précisément  la  modification  M  et  le  sys- 
tème S' la  modification  M'. 

Nous  dirons  alors  que  les  modifications  M  et  M'  sont  effectuées 
d'une  manière  simultanée  et  indépendante. 

On  voit  sans  peine,  en  vertu  des  principes  posés  dans  la  première 
Partie  de  ce  travail,  que  la  quantité  de  chaleur  dégagée  par  le  système 
complexe  (S,  S')  pendant  l'intervalle  de  temps  (To,t, )  est  la  somme 
de  la  quantité  de  chaleur  dégagée  par  le  système  S  subissant,  en  l'ab- 
sence du  sytème  ct',  la  modification  M,  et  de  la  cpiantité  de  chaleur  dé- 
gagée par  le  système  S'  subissant,  en  l'absence  du  système  a,  la  modi- 
fication M'.  Des  propositions  analogues  peuvent  s'énoncer  du  travail 
effectué  parles  actions  que  le  système  (S,  S')  subit  de  la  part  des  corps 
étrangers  (S,  2')  ;  du  travail  des  forces  d'inertie  appliquées  au  sys- 
tème (S,  S');  enfin  de  l'effet  calorifique  total  de  l'ensemble  des  deux 
modifications  M,  M'. 

Si  deux  cycles  fermés  C,  C,  sont  décrits  simultanément  et  d'une 
manière  indépendante  par  deux  systèmes  S  et  S,,  le  système  (S,  S,  ) 
décrit  évidemment  un  cycle  fermé. 

Supposons  que  les  deux  cycles  C  et  G,  soient  deux  cycles  de  Carnot 
décrits  entre  les  mêmes  températures  2r  et  3t'.  Si  l'isotherme  décrite 
par  le  système  S  à  la  température  â  et  l'isotherme  décrite  par  le  sys- 
tème S,  à  la  même  température  &  sont  simultanées;  si,  de  même,  les 
isothermes  que  les  systèmes  S  et  S,  décrivent  à  la  température  S'  sont 
simultanées,  le  système  (S,  S,),  lui  aussi,  décrira  un  cycle  de  Carnot 
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tMilro  les  lempôialures  Sr  el  ^'.  En  dehors  do  ce  cas,  le  c}clc  fermé 
(l«H-ril  par  le  système  (S,  S,)  ne  sera  pas,  en  général,  un  cycle  de 
(^arnot. 

Néanmoins,  />«/•  une  extension  du  mot  cycle  de  Cainot,  nous  con- 
viendrotis  de  dire  qu'un  système  complexe  (S,  ^r^,)  décrit  un  cycle 
de  Carnot  F  entre  les  températures  ^  et  S',  si  les  deux  systèmes 
infiniuicnl  éloigni'-s  S,  S,,  dont  il  se  compose,  déclinent,  entre  les 
mêmes  températures  Sr,  &',  deux  cycles  de  Carnot  simultanés  et 
indépendants  C,  (.],. 

Soient  ^,  ^,  les  valeurs  de  retlel  calorifique  total  des  niodifica- 
lions  décrites  à  la  température  S  dans  chacun  des  deux  cycles  G,  C,. 
Soient,  de  même,  ^',  ^',,  les  valeurs  de  IVlTel  calorifique  total  des  mo- 
dilications  décrites  à  la  température  &'  daiis  chacun  des  deux  cycles 

c:,c,. 

Par  délinitiou,  ncuis  dirons  cpu*  la  ([uantité 

("A  y.  =  '^-^^^ 

est  retVel  calorifique  total  des  modifications  produit(îs  à  la  tempéra- 
ture r  dans  le  cycle  F;  et  que  la  quantité 

(w>/.v)  7:=t^  i\ 

est  TelVet  calorifique  total  des  modifications  produites  à  la  tempéra- 
ture 2r'  dans  le  cycle  F. 

Naturellement,  le  nom  de  cycle  de  Carnot  décrit  entre  les  tempéra- 
tures 2r,  2i'  s'étendrait  également  à  l'ensemble  de  n  cycles  de  Carnot 
simultanés,  indépendants,  décrits  entre  les  températures  &  et  S'. 

7.  Des  modifications  qui  sont  une  suite  d'états  d'équilibre.  — 
Lorsqu'un  système  est  en  équilibre  dans  un  certain  état,  il  persiste 
indéfiniment  dans  cet  état,  il  ne  se  transforme  pas,  il  semble  donc 
qu'on  ne  peut,  sans  contradiction,  parler  de  modification  j^éelle 
formée  par  une  suite  d'étals  d'équilibre;  en  réalité,  on  peut  donner 
à  ces  mots  un  sens  logique. 

Un  état  du  système  est  défini,  rappelons-le,  par  la  connaissance  des 
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quantités 

a,     fJ,      ...,     >.,     a,     h,      ...,     /, 

fh.       d'^  dl 

dl.'     It'      ■■■'     ~dl' 

Considérons  un  système  qui  subit  une  transformation  réelle.  A  un 
instant  /  de  cette  transformation,  ce  système  est  dans  un  état  bien  dé- 
terminé; les  paramètres  analogues  à  a,  [3;  ...,  Tv,  a,  b^  ...,  /,  qui 
définissent  les  propriétés  des  corps  étrangers  qui  agissent  sur  le  sys- 
tème, ont  également  des  valeurs  bien  déterminées.  Imaginons  qu'à 
partir  de  l'instant  /,  on  maintienne  invariables  ces  dernières  valeurs, 
en  sorte  que  les  propriétés  des  corps  étrangers  au  système  demeu- 
rent indéfiniment  ce  qu'elles  sont  à  l'instant  t.  Si,  par  suite  de  cette 
opération,  le  système  persiste,  lui  aussi,  dans  l'état  qu'il  présentait  à 
l'instant  t,  nous  dirons  qu'à  cet  instant  t,  il  était  en  équilibre  sons 
l'action  des  corps  étrangers  en  présence  desquels  il  se  trouvait. 

Or  il  serait  évidemment  impossible  que  les  valeurs  prises  par  les 
quantités 

a,      f},      ...,     X,     a,      b,      ...,      /, 

f/a         d^  dl 

dl        dt  dt 

à  l'instant  t  conviennent  encore  à  ces  quantités  pour  tout  instant  posté- 
rieur à  /,  si  l'on  n'avait 

dl.  f/3  d\ 

dt  ^  dt  '  dt 

Ainsi,  pour  qu'un  certain  état  d'un  système  qui  subit  une  transfor- 
mation réelle  puisse  être  dit  état  d'équilibre  de  ce  système,  il  est 
nécessaire,  mais  non  suffisant,  que  toutes  les  vitesses  des  divers  points 
du  système  soient  nulles  dans  cet  état. 

De  cette  proposition  se  conclut  cette  autre  : 

Considérons  un  système  qui  subit  une  modification  réelle  ;  peut-il 
se  faire  que  l'état  présenté  par  ce  système  à  chaque  instant  puisse  être 
regardé  comme  susceptible  de  devenir  un  état  d'équilibre  du  système 
sous  l'action  des  corps  étrangers  en  présence  desquels  il  se  trouve,  si 
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ces  derniers  conservaienl  indéliniinonl  les  propriôlés  (jifils  |)()ssèdenl 
au  mémo  instant?  Pour  cola,  il  est  nôcossairo,  mais  non  suffisant,  (|no 
Ton  ail,  pondant  toute  la  durée  de  celle  modilication, 

ou,  on  d'autres  termes, 

a  =  const.,  [i  =  const.,  ...,         X  =  const. 

(lolto  proposition  peut  s'énoncer  abrévialivemenl  de  la  manière 
suivanto  : 

Pottr  qu'unr  niodi/icdlion  frcllc  soi/  une  succession  d'états  d'é- 
/juililffc,  il  est  ucccssaii'c,  mais  non  sujjisaiit,  que  tous  les  points 
du  système  gardent  i/nc  position  invariable  dans  l'espace  pendant 
toute  la  durée  de  cette  modification. 

Or  esl-il  absurde  dadmellre  Texislence  d'une  modilication  durant 
laquelle  tous  les  points  du  système  gardent  une  position  invariable? 
évidemment  non;  on  est  parfois  amené,  en  Physique,  à  imaginer  de 
semldables  modifications.  Prenons,  par  exemple,  un  récipient  renfer- 
mant un  mélange  d'hydrogène  et  de  chlore;  la  combinaison  se  pro- 
duit; une  modilication,  un  changement  d'état  a  lieu;  cependant,  on 
peut  fort  bien  admettre  que  la  matière  qui  remplissait  chacun  des 
éléments  de  volume  du  récipient  au  début  de  la  combinaison  est  de- 
meurée dans  le  même  élément  de  volume  pendant  toute  la  durée  de  la 
modification. 

Les  réserves  que  nous  venons  de  faire  ne  portent  que  sur  les  modifi- 
cations réelles;  au  cours  d'une  modification  virtuelle,  les  valeurs  de 
a,  [i,  . . .,  X,  ne  peuvent  être  regardées  comme  des  fonctions  du  temps, 
en  sorte  que  le  raisonnement  précédent  ne  s'applique  plus.  Il  est  bien 
vrai  que  si  une  modification  virtuelle  est  une  suite  d'états  d'équilibre, 
on  doit  avoir,  pendant  toute  la  modification, 

u=^o,         V  =z  o,  ....         iv^o; 
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mais,  comme  on  n'a  pas 

_  ch  _  t/p  _  dl 

dt  dt  dt 

CCS  égalités    n'cmpcchent   nullement    les  quantités  a,   [3,  ...,  A,  de 
changer  de  valeur  au  cours  d'une  telle  modification. 

D'ailleurs,  il  est  évident  qu'une  succession  quelconque,  mais  con- 
tinue, d'états  d'équilibre  d'un  système  peut  toujours  être  envisagée 
comme  formant  une  modification  virtuelle  de  ce  système. 

8.  Des  inodificalions  réversibles.  —  Nous  arrivons  maintenant  à 
Tune  des  notions  les  plus  importantes  et  en  môme  temps  les  plus  déli- 
cates à  définir  de  toute  la  Thermodynamique  :  la  notion  de  transfor- 
mation réversible . 

Considérons,  pour  un  même  système,  deux  transformations  réelles 
ou  virtuelles  S  et  S'^,  douées  des  propriétés  suivantes  : 

1**  Chacun  des  états  E  de  la  transformation  S  correspond  à  un  et  un 
'seul  état  E,  de  la  transformation  S,  ; 

2"  Durant  les  transformations  S  et  S,,  le  système  parcourt  dans  le 
même  ordre  les  états  cpii  se  correspondent;  en  particulier,  l'état  initial 
de  la  transformation  S  correspond  à  l'état  initial  de  la  transforma- 
tion S,  ;  l'état  final  de  la  transformation  S  correspond  à  l'état  final  de 
la  transformation  S,  ; 

3"  A  deux  états  E,  E',  infiniment  voisins  en  la  modification  S,  cor- 
respondent deux  étatgE,,  E'^  infiniment  voisins  en  la  modification  S,  ; 

4**  Deux  états  correspondants  E  et  E,  présentent  les  propriétés  sui- 
vantes : 

a.  Les  paramètres  a,  [5l,  ...,  X,  «,  b^  ...,  /,  qui  déterminent  les 
{)ropriétés  du  système  dans  l'état  E,  sont  infiniment  voisins  des  para- 
mètres a,,  ^,,  ...,  X,,  «,,  ^,,  ...,  /,,  qui  déterminent  les  propriétés 
du  système  dans  l'état  E,. 

,      T  .    ,     dx     d^  d\   /  \  •    1  f 

b.  Les  quantités-^»  -77,  •  •  •>  -^  (  ou  ?/,  c,  . . .,  ^v),  qui  déterminent 

les  vitesses  réelles  (ou  virtuelles)  du  système  dans  l'état  E,  diffèrent 

.     ^    .  ,  .    ,     da,     dQ,  ^^1  /  \  • 

infiniment  peu  des  quantités  --j-i  -j-->  •  •  •?  -j-  (ou  //,,  p,,  . . .,  w^,),  qui 
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(létonuiiuMil  los^ilosscsrôollos(ou  virliicUos)  du  syslcmc  dans  Télal  1^,. 

('.    Los  (iiianlili's -^,  >  -^j  "''-jjiK.^^^  // ,  r  ,  . . .,  (V  ),  (jui  (lotormi- 

lUMil  les  atcolrralioiis  (^réollcs  ou  viilucUos)  du  syslème  dans  l'ôlal  K, 

ddlorcMil  lunuinionl   pou  dos   (juaulilos  -.^j    ~->    •••?    -7^  (ou   w,, 

o,,  ...,  ir,),  qui  iléliMiniuonl  los  accôlôralioiis  rôollos  (ou  virtuelles) 
du  syslème  dans  rôlat  1*^,. 

d.  Les  paramètres  analoj^uos  à  a,  [3,  ...,  X,  a,  b,  ...,/,  (|ui  déter- 
iniiuMil  les  propriôlos  des  corps  extérieurs  agissant  sur  le  système, 
pendant  (pi'il  se  trouve  dans  Tolat  1%  dilTèrent  infiniment  peu  des  pa- 
ramètres analogues  à  a,,  ^,,  ...,  X,,  a^,  If,,  ...,  /,,  qui  déterminent 
los  ]U"(q)riélés  dos  corps  extérieurs  agissant  sur  le  système  pendant 
<pril  so  trouve  dans  l'état  1^,. 

De  ces  conditions  relatives  aux  doux  états  E  et  E,,  il  résulte  que  Li 
force  vive,  les  actions  extérieures,  los  forces  d'inertie,  les  coefficients 
calori(i(jnes  ont  des  valeurs  infiniment  peu  diflërentes  pour  le  sys- 
tème pris  dans  l'état  E  ou  dans  l'état  E, . 

Les  deux  transformations  S  et  S,,  dont  nous  venons  de  fixer  les 
]UY)[)riétés,  constituent  deux  IransforDiations  iufuiiineni  voisines. 
\ous  donnerons  le  nom  de  transfornialion  variable  cViine  manière 
confinue  k  une  suite  de  transformations  dont  chacune  est  infiniment 
voisine  de  celle  qui  la  précède  et  de  celle  qui  la  suit. 

Soit  2  une  transformation  réelle  ou  virtuelle  d'un  système,  cette 
transformation  jouissant  des  propriétés  suivantes  : 

i"*  Dans  chacun  des  états  qui  la  constituent,  1(3  système  est  en  équi- 
libre sous  l'action  des  corps  extérieurs  en  présence  desquels  il  se 
trouve  -, 

2"  Si  la  modification  est  virtuelle,  les  cjuantités  11,  p,  .. .,  w  et  w', 
o',  . . .,  w',  sont  supposées  nulles  dans  tout  son  parcours; 

3°  Soient  (A)  l'état  initial  et(B)  l'état  final  de  la  transformation  S  ; 
de  (A)  à  (B),  on  peut  passer  par  une  transformation  variable  d'une 
manière  continue,  réalisable  sous  chacune  de  ses  formes,  et  ayant 
pour  forme  limite  la  transformation  réelle  ou  virtuelle  Z; 

4°  De  (B)  en  (A),  on  peut  passer  par  une  transformation  S'  va- 
riable d'une  manière  continue,  l'éalisable  sous  chacune  de  ses  formes. 
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et  ayant  pour  forme  limite  la  transformation  réelle  ou  virliiclle  (juc 
l'on  obtient  en  parcourant  la  suite  d'états  d'équilibre  2,  en  ordre  in- 
verse, de  (B)  en  (A). 

Une  semblable  transformation  2  se  nomme  une  Ir  ans  formation 
réversible. 

Une  transformation  réversible  est-elle  réalisable?  Une  transforma- 
tion réversible  étant  une  succession  d'états  d'équilibre,  nous  savons 
qu'il  sera  impossible  de  la  réaliser,  sauf  peut-être  dans  un  cas  parti- 
culier que  nous  avons  précisé  au  numéro  précédent.  Ainsi,  en  gé- 
néral, une  transformation  réversible  est  une  transformation  pure- 
ment virtuelle. 

On  pourrait  même  se  demander  s'il  est  possible  de  constituer  des 
modifications  virtuelles  qui  soient  réversibles;  à  cette  question,  nous 
répondrons  en  admettant  l'iiypothèse  suivante  : 

Hypothèse  fondamentale.  —  Il  existe  des  systèmes  pour  lesquels 
toute  modification,  réelle  ou  virtuelle,  qui  est  une  suite  continue 
d'états  d'équilibre,  est  une  modification  réversible. 

Nous  n'étudierons  que  les  systèmes  qui  jouissent  de  cette  pro- 
priété. 

Il  faut  bien  se  garder  de  croire  que  ces  systèines-là  existent  seuls 
dans  la  nature;  il  est  aisé  de  prouver  le  contraire;  les  cycles  à' hysté- 
résis magnétique,  par  exemple,  sont  des  modifications  non  réversi- 
bles, bien  que  ce  soient  des  suites  continues  d'états  d'équilibre. 

Etablissons  quelques  propriétés  des  modifications  réversibles  qui 
nous  seront  utiles  par  la  suite. 

Si  une  modification  réversible  est  réelle,  comme  elle  est  une  succes- 
sion d'états  d'équilibre,  on  a,  pendant  toute  la  durée  de  cette  modifi- 
cation, 

Tt=''^        ^.=^'        •••'        ^  =  °' 
on  a  donc  aussi 

f/-a  _  d-'^  __  d'\  _ 

ItF  ~^^        ~dt^~^^^         ""'        Ht^       ^* 
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Si  une  modilîralioi)  réversible  esl  virLuelle,  par  (KHlnilion,  on  a,  à 
ihatjne  iiistanl, 

//  =  O,  1'  =r  o,  . .  .,  V\'  =  (>, 

Ainsi,  ri  ans  une  modipcalioit  /•('•i'rrsih/c,  ivrllc  ou  virtuelle,  la 
force  vi\-e  et  les  forces  irinertie  sont  coustannneut  nulles. 

Soient  A,  H,  . . .,  L,  a.,  \)i>,  . . .,  4;  les  aelions  extérieures  auxquelles 
le  système  est  soumis  pendant  qu'il  se  trouve  dans  un  des  étals  qui 
eonslilneni  la  modifiealion  réversible  H.  Si  le  système  parcourt  cette 
moditiealion  de  Télat  (A)  à  l'état  (B),  les  actions  extérieures  elTectue- 
ront  un  travail 


0  _  r""  (  A  Sa  -+-  B  §3  -H . . .  4-  L  §X  H-  .i>  Sa  -h  iiî>  S/>  + . . .  +  -C  §0 ■ 


Si  le  svstènic  parcotirl  la  même  modification  de  (B)  en  (A),  les 
actions  extéiieures  elVectueront  un  travail 

0'==   /      (ASaH- Bo|3 -h.  ..-I- LoA  +  A  oa  + ift,ô^ -h... +  J^ô/). 

Les  deux  intégrales  sont  prises  le  long  du  même  trajet  S,  en  sorte 

(jue  Ton  a  évidemment 

Ç)  +  (d'=o. 

Or,  d'aj)rès  la  définition  d'une  transformation  variable  d'une  ma- 
nière continue,  le  travail  G,  effectué  par  les  actions  extérieures  pendant 
que  le  système  parcourt  la  modification  réelle  S,  conduite  de  l'état  (A) 
à  l'état  (B),  a  0  pour  limite  lorsque  la  modification  S  tend  vers  la 
modification  réversible  2;  le  travail  g',  effectué  par  les  actions  exté- 
rieures pendant  que  le  système  parcourt  la  modification  réelle  S',  con- 
duite de  l'état  (B)  à  l'état  (A),  a  0' pour  limite  lorsque  la  modification 
S'  tend  vers  la  modification  réversible  2  renversée. 

Nous  obtenons  donc  la  proposition  suivante  : 

S  et  S'  étant  deux  modifications  réelles  variables  d'une  manière 
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continue,  inverses  V une  de  Vautre,  qui  ont  pour  limite  commune 
une  certaine  modification  réversible'L,  les  travaux  s  et^' ^  effectués 
par  les  actions  extérieures  pendant  que  le  système  subit  ces  modi- 
fications, tendent  vers  des  limites  égales  et  de  signe  contraire 
lorsque  les  modifications  S  et  S'  tendent  vers  la  modifiication  S. 

11  suffit,  dans  le  raisonnement  préccdenl,  de  remplacer  les  actions 
extérieures 

A,     B,      ...,     L,     .L,     on,      ...,     4:^ 

par  les  coefficients  calorifiques 

Ra,     Rp,     ...,     R).,     <•(!„,     Si^,     ...,     êii\ 

les  mots  :  travail  des  actions  extérieures,  par  les  mots  :  quantité  de 
chaleur  dégagée  par  le  système,  pour  obtenir  la  proposition  sui- 
vante : 

Les  quantités  de  chaleur  Q  et  Q',  dégagées  par  le  système  pen- 
dant qu'il  subit  les  modifications  S  et  S',  tendent  vers  des  limites 
égales  et  de  signe  contraire  lorsque  les  modifications  S  et  S' ten- 
dent vers  la  modification  réversible  S. 

Nous  terminerons  ces  généralités  sur  les  modifications  réversibles 
par  renoncé  de  deux  hypothèses  qui  nous  seront,  par  la  suite,  d'un 
grand  usage. 

Première  hypothèse.  —  Si  une  transformation  réversible  2  est 
isothermique,  elle  peut  être  regardée  comme  la  limite  commune  de 
deux  transformations  S  et  S',  inverses  l'une  de  l'autre,  variables 
d'une  manière  continue,  constamment  réelles  et  constamment  iso- 
thermiques. 

Seconde  hypothèse.  —  Si  une  modification  réversibleli  est  adia- 
batique,  elle  peut  être  regardée  comme  la  lim,ite  com,mune  de  deux 
transformations  S  et  S',  inverses  l'une  de  l'autre,  variables  d'une 
manière  continue,  constamment  réelles  et  constamment  adiaba- 
tiques. 
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CHA1MTI{I':  II. 

I.i:    TllkoUKMK    DE    CAHNOT    ET    L.V    TEMPÉIIATIUE    AnSOLUE. 

1.  Lis  /typo/hcscs  (fc  Clausiifs  r/  de  Sif  W.  Thoitison.  —  Soient 
A,  l),  ...,  L,  ri,,  ni),  ..  .,  !^  les  forces  et  les  inlliiences  extérieures  (|ui 
agissent  sur  un  système  pris  dans  Tun  des  étals  dont  la  suite  constitue 
un  evi'ie  (le  ('aniol.  Pendaul  une  des  modillealious  élénuMilaii'es 

r/a,      (fp,      ...,     ^A,     (la,     d/),      ...,     (fl 

en  les(|uelles  le  cycle  peut   se  décomposer,  ces  actions  efl'ectuenl  un 
travail 

dç.  =  AdoL  -h  1  W/j3  -^.  .  .-^  \j d\  -+-  A,  da  H-  i)î)  dl)  -h ...  H-  4^ r// ; 

peudaul  !••  parcours  du  cycle  entier,  elles  cfTcctucnt  un  travail 

C^  —  /  (  A  dy.  -h  n  d[^,  -h . . .  -I-  L  r A  -f-  c\.  da  -\- -iSi}  dh  -h . . . -+-  -^dl), 

rinlégrale  sV'tendant  au  cycle  entier. 

(]e  travail  G  peut  être  positif,  nul  ou  négatif. 

Les  cycles  de  Carnot  pour  lesquels  G  est  nul  et  les  cycles  de  Carnot 
pour  lescpiels  5  est  négatif  sont  l'objet  de  deux  hypothèses  dont  Tune 
est  due  à  Clausius  et  Fautre  à  Sir  \\  .  Thomson. 

Hypothèse  de  Clausius.  —  Si  un  système  décrit  un  cycle  de 
Carnot  béel  entre  les  températures  &  et  ,V  (S'  étant  supérieur  à  S"); 
si  les  actions  extérieures  auxquelles  ce  système  est  soumis  effec- 
tuent, dans  le  parcours  du  cycle,  un  travail  total  égal  à  o,  il  n'est 
pas  possible  que  la  modification  isothermique  produite  à  la  tempé- 
rature r  soit  endothermique,  ni  que  la  modification  isothermique 
produitr  à  la  température  ^'  soit  exothermique. 

Hypothèse  de  Sir  W.  Thomson.  —  Si  un  système  décrit  un  cycle 
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de  Carnot  réel  entre  les  températures  ^  et  &'  (&'  étajit  supérieur 
«2r);  si  les  actions  extérieures  auxquelles  le  système  est  soumis 
effectuent,  clans  le  parcours  du  cycle,  un  travail  total  négatif,  il 
est  impossible  que  la  modification  isothermique  produite  à  la  tem- 
pérature S  soit  endothermique . 

Ce  n'est  pas  ici  le  lieu  d'indiquer  de  quelle  manière  Clausius  et  Sir 
W.  Tliomson  ont  clé  amenés  à  énoncer  ces  hypothèses,  ni  de  rap- 
peler les  discussions  soutenues  par  Clausius  contre  les  physiciens  qui 
en  niaient  l'exactitude.  Dans  les  Traités  classiques  de  Thermodyna- 
mique, on  donne  ordinairement  ces  deux  hypothèses  comme  équiva- 
lentes et  comme  également  capables  de  servir  de  base  à  la  démonstra- 
tion de  Carnot;  pour  nous,  nous  les  regarderons  comme  distinctes  et 
les  emploierons  toutes  deux  dans  notre  exposé. 

2.  Addition  aux  hypothèses  de  Clausius  et  de  Sir  W.  Thomson .. 
—  A  ces  deux  hypothèses,  nous  allons  faire  une  addition  essentielle, 
que  nous  énoncerons  de  la  manière  suivante  ; 

Hypothèse  additionnelle.  —  Si  un  cycle  de  Carnot,  décrit  entre 
les  températures  S  et  ^'  (^'  étant  supérieur  à  S),  est  réel  et  n'est  pas 
réversible;  si,  dans  le  parcours  de  ce  cycle,  les  actions  extérieures 
effectuent  un  travail  nul  ou  négatif,  la  modification  isothermique 
produite  à  la  température  £r  ne  peut  pas  être  atJiermique. 

Combinée  avec  les  hypothèses  de  Clausius  et  de  Sir  W.  Thomson, 
cette  hypothèse  additionnelle  fournit  la  proposition  suivante  : 

Parmi  tous  les  cycles  de  Carnot,  décrits  entre  les  températures  ~ 
et  2r'  Çz'  étant  supérieur  à  £r),  qui  sont  réels  et  non  réversibles, 
considérons  ceux  durant  le  parcours  desquels  les  actions  extérieures 
effectuent  un  travail  nul  ou  négatif;  pour  tous  ces  cycles,  la  modi- 
fication isothermique  produite  à  la  température  3^  est  exother- 
mique. 

Les  hypothèses  que  nous  venons  d'énoncer  ne  sont  pas  susceptibles 
d'une  vérification  expérimentale  directe.    Combinées  avec  d'autres 


3i  2  r.    ni  iiKM. 

Iiv[)ollièsos,  plus  DU  moins  luunlucusos,  oUcs  loniuMil  lo  poinl  de 
(lôpaii  dos  tlu'orios  dont  les  consé(|uonros  ôloignôos  peuvent  seules 
être  soumises  au  eontrùle  de  rexpérienee.  Une  remarcpic  analogue 
s'applicpierait  d'ailleurs  à  picstpie  loules  les  hypothèses  «pie  Ton  ren- 
contfe  eu  l^hysitpie. 

5.  Diicrscs  esprrrs  de  cycles  de  (\ii-nol.  —-  l^'euous  tous  les 
cNeles  de  (^-arnol  \iilucls  (pie  Ton  peut  coneevoir;  paiiui  ees  cyeles, 
eherehons  à  dislini;uer  tous  ceux  dont  les  propriétés  sont  eompatihlcs 
iliinc  part  avec  le  principe  de  la  conservation  de  rJùiergie,  d'autre 
pari  avec  les  trois  hypothèses  que  nous  venons  d'indiquer. 

Parmi  tous  les  cycles  de  Garnol  ainsi  dislingues  se  trouveront  assu- 
rément tous  ceux  qui  sont  réalisables  et  non  réversibles.  Les  pro- 
priétés qui  appartiennent  à  tous  les  cycles  ainsi  distingués  appartien- 
dront en  particulier  à  tous  les  cycles  réalisables  et  non  réversibles. 

Jusquà  /iou\('l  ordre,  nous  excluons  de  nos  recherches  les  cycles 
de  Carnot  réels,  non  réeersihles,  décrits  enlic  les  lenipéraiures  5- 
(•/  ^',  correspondant  à  un  travail  positif  des  actions  extérieures,  et 
pour  lesquels  V effet  thermique  produit  à  la  température  ^  est  égal 
à  (). 

Soient  toujours  3"  et  r'  les  deux  tem[)ératures  entre  lesquelles  est 
décrit  un  cycle  de  Carnot,  2;'  étant  supérieur  à  ^.  Soient  ^  l'cfTet  calo- 
rifiqu<*  total  de  la  modification  isothermique  produite  à  la  tempé- 
rature 2r  et  ^'  Tcfiel  calorifique  total  de  la  modification  isother- 
mique produite  à  la  température  &'.  Les  modifications,  autres  que  ces 
deux-là,  dont  se  compose  le  cycle  sont  adiabatiques,  en  sorte  que 
reffet  calorifique  total  du  cycle  se  réduit  à  (^+  9'). 

Les  actions  extérieures  auxquelles  le  système  est  soumis  effectuent, 
pendant  le  parcours  du  cycle,  un  travail  total  G. 

Le  principe  de  la  conservation  de  FLuergie  nous  donne  |  Chap.  I, 
égalité  (3)] 

(i)  (^  =  K(>^-f- ^'). 
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Do  là,  les  proprié  lés  siih^antes  : 

1°  Si  le  Iravail  C  est  nuJ,  les  deux  quantités  ^  et  V  sont  de  signe 
eonti-aire  et  de  niènie  valeur  absolue; 

•?"  Si  le  travail  S  est  positif  ,  il  y  a  au  moins  V une  des  deux  quan- 
tités ^et  !^'  qui  est  positive,  et,  s'il  n'y  en  a  qu'une,  elle  est  la  plus 
tivande  en  valeur  absolue; 

3"  Si  le  travail  F  est  négatif,  il  y  a  au  moins  l'une  des  deux 
quantités  '^el  ^  qui  est  négative,  et,  s'il  n'y  en  a  qu'une,  elle  est  la 
plus  grande  en  valeur  absolue. 

Ces  propositions  résultent  de  Tapplication  aux  cycles  de  Carnot 
considérés  du  principe  de  la  conservation  de  rÉnergic. 

Appliquons-leur  maintenant  les  deux  hypothèses  de  Clausius  et  de 
Sir  W.  Thomson,  énoncées  au  n"  1,  et  Thypothèse  additionnelle, 
énoncée  au  n*'  2.  Nous  serons  conduit  à  la  conclusion  suivante  : 

Si  le  travail  externe  est  nul  ou  négatif,  la  cpiantité  !^  est  assurément 
positive;  si  le  travail  externe  est  positif,  la  quantité  ^  est  positive  ou 
négative,  mais  n'est  assurément  pas  nulle. 

De  ces  propositions  il  est  aisé  de  conclure  c|ue  tout  cycle  de  Carnot 
réalisable  qui  n'est  pas  uniquement  une  succession  d'états  d'équiUbre 
rentre  dans  l'une  des  catégories  de  la  classification  suivante  : 

1°  Le  travail  c  effectué  par  les  actions  extérieures  est  nul;  :^est  po- 
sitif; ^  est  négatif  et  égal  à  :^en  valeur  absolue; 

1^  Le  travail  (?  eftectué  par  les  actions  extérieures  est  négatif;  3  est 
positif;  9'  est  négatif  et  supérieur  à  ^en  valeur  absokie  ; 

3°  Le  travail  5  effectué  par  les  actions  extérieures  est  positif,  trois 
cas  peuvent  alors  se  distinguer  : 

a.  ^est  positif;  ^'  est  positif  ou  nul  ; 

b.  ^est  positif;  ^  est  négatif  et  inférieur  à  ^en  valeur  absolue: 

c.  ^est  négatif;  ^  est  positif  et  supérieur  à  ^en  valeur  absolue. 
Cette  classification  est  résumée  dans  le  Tableau  suivant  : 

Cycles  de  premier   genre  :  (?  =  o ^>  o  ^'  <  o 

Cycles  de  deuxième  genre  :G-<o ^>-o  ^<o 

.    Espèce  a.  .  .  .      [^  >  o  ^  ^  o 

Cycles  de  troisième  genre  :  C  >  o  .'   Espèce  b.  .  .  .      ^>  o  ^'  -<  o 

'   Espèce  c  .  .  .  .      ^  <  o  •5.'  >  o 
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Proposons-nous  iiiaiiilciianl  do  coinparci"  les  Nalcurs  (|ii('  |H('ii(l. 
pour  ces  dlITciiMils  cvclcs,  le  rapport 

'"--^ 

(^-+-  ^)  t'Iaiil  mil  pour  les  cyclos  de  premier  genre,  négalif  [)()ur  les 
cycles  de  tleuxième  genre,  posilif  pour  les  cycles  de  Iroisième  genre, 
ainsi  (pie  le  montre  Téipiation  (2),  on  voit  cpie  le  rapport  p  a,  [)()ur 
les  di\ erses  catégories  de  cycles,  le  signe  sui\anl  : 

Cycles  lie  pieinior  genre p^^o 

Cycles  (le  deuxiènie  genre p<o 

;  Kspèce  a p  >  o 

Cycles  de  troisi(^'nie  genre  }  Kspèce  /> p  ]>  o 

'  Kspèce  c p  <  o 

i.  Tlicoiî'Dic  de  Carnot.  —  L'inspection  du  Tahleau  pnVédenI 
nous  montre  d'abord  (jue  le  rapport  p  est  })lus  petit  pour  un  cycle 
(pielcoïKpie  de  Iroisiî'me  genre  et  d'esp(^'cc  c  (jue  pour  un  cycle  (juel- 
coïKjue  de  [)reinier  genre,  et  aussi  que  pour  un  cycle  c|uclcoii(pi<'  de 
lroisi(^*me  genre  et  d'espèce  a  ou  d'espi^'cc  h. 

Nous  allons  dt'inontrer  mainlenanl  (]ue,  .S7  /'o/i  considère  dcu.v 
cycles  de  Carnot,  décrits  entre  les  mêmes  températures  S  et  'b' ,  run 
de  troisième  genre  et  d'espèce  c,  Vautre  de  deuxième  genre,  le 
rapport  p  11  est  assurément  pas  plus  grand  pour  le  premier  que 
pour  le  second,  ces  cycles  étant  supposés,  bien  entendu,  soumis  au 
principe  de  la  conservation  de  rÉncrgic  et  aux  trois  bypothèses  précé- 
demment énoncées. 

Une  démonstration  rigoureuse  de  ce  théorème  exige  cjue  nous  distin- 
guions diflerents  cas. 

Soient  C,  le  premier  cycle  et  Co  le  second  cycle.  Soient  T,,  T2  les 
durées  de  ces  deux  cycles;  nous  commencerons  par  distinguer  deux 
cas  selon  que  les  périodes  T,,  T.,  sont  ou  ne  sont  pas  commensurables. 

T 

i"  Le  rapport  ~  est  comme n sur ahle. 

Nous  poserons 

"^  Il  '-'•1 
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a,,  [L.,  étant  deux  nombres  entiers  que  nous  pouvons  supposer  pre- 
miers entre  eux. 

Soient  G,,  i^,,  '^\,  p,  les  quantités  analogues  à  5,  ^,  !^,  p,  qui  cor- 
respondent au  cycle  C,;  soient  (Ko,  i^.,,  i^',,  p,  les  quantités  analogues 
à  5,  '^,  ^',  p,  qui  correspondent  au  cycle  G^.  Nous  savons  que  Ton  a 

S.<o,  ^2>o,  ^l<o. 

Nous  distinguerons  deux  cas  secondaires,  selon  que  les  quantités  (?, 
et  I  Co  I  sont  ou  ne  sont  pas  commensurables. 

A.  Le  rapport  -U^-  est  commeiisuvable . 
Nous  poserons 


te 


(3) 


Cs.2  i      /«2 


m,,  ma  étant  deux  nombres  entiers  que  nous  pouvons  supposer  pre- 
miers entre  eux. 
Posons 

j  N,r=//;,;j.,, 

(     No=  TJlnlL.,. 


(4) 


Considérons  N,  cycles  identiques  au  cycle  C,,  décrits  simultané- 
ment et  d'une  manière  indépendante.  Leur  ensemble  formera  un  cycle 
de  Carnot  unique  y,,  dont  la  durée  sera  T,,  qui  sera  décrit  entre  les 
températures  S"  et  £r',  et  pour  lequel  les  quantités  analogues  à  e^,  ^,  ^ 
auront  les  valeurs  [Chap.  I,  égalités  (5)  et  (5  bis)] 

N,G,,     N,^,,     N,'^;. 

Le  cycle  y,  peut  être  reproduit  p..>  fois  de  suite  (Chap.  I,  u"  5). 
Ces  ti,,  cycles  y,  successifs  pourront  être  considérés  comme  un  cycle 
de  Carnot  unique  F,,  décrit  entre  les  températures  Sr,  £r',  de  durée 

(•3)  0.  =  M-.T,, 


;)!()  1».    Dlliioi. 

v\  pour  lo(HU'l  les  ((iiaiililrs  anal()f;iit's  à  0":,  o,  ^'  aiiroiil  pour  valtMirs 

a.X.C,,      [J.2^,^,,      [^:.N,^',- 

Cousit  Icrt  MIS.  iraulrc  pari,  N_,  cn  des  id  en  iKpu's  au  cn  de  (].^,  dc-ciils 
siinultanénuMil  cl  d  iin(>  nianiric  ludi'poiulaiilo.  Leur  cusimuMc  l'or- 
nicra  un  c'\  clc  de  (  lainol  uui(|u*'  Y:;'  dc'cril  cnli'c  les  IcuipcMahiics  !r 
cl  r';  de  duit'u'  T^,  cl  poui"  lc(pud  les  (pianlih's  aiialoi;iies  à  o  ,  o  ,  ^'  au- 
l'onl  les  valeurs 

N,(.„    N,^„     N,^;. 

L  '  cvcle  Y^,  peut  èlre  rejiroduil  u,  fois  de  suile.  (les  [x,  e_)cies  y^ 
successifs  pourroul  èlre  cousidérés  coniuie  uu  CNcle  (1(;  (laniol  uui(juc 
r.,,  déeril  euli'e  les  lempéi'alures  !r  cl  2:',  de  durée 

(  T)  hf'.s)  0o  =  [J-iT., 

el  pour  lequel  les  (piaulih's  aualo^ues  à  {^,  :^,  ^'  auroul  poui'  \alein's 

a.N.o,,      IJ-.N,:^,,      [J-t^'l',- 

Les  égalilés  ("i),  (  ^)  ol  (5  his)  uous  ap|)reuueul  cpie  la  diu'ée  f),  du 
(■\cle  r,  est  éi;ale  à  la  durée  &.,  du  cycle  W,  ;  ou  peu!  doue  supposer 
(pie  l'on  décrive  ces  deux  cycles  siuuillauéuieut  el  d'une  manière  in- 
dépendante. Leur  ensemble  formera  un  nouveau  cycle  d(^  (larnol 
/•('('/ r,  décrit  entre  les  températures  &  et  S;',  et  pour  le(juel  les  quan- 
tités analogues  à  (?,  ^,  ^'  auroul  pour  valeui's 

i'ji  vertu  des  égalités  (4),  ces  égalités  peuvent  s'écrire 
(G)  '.^  l  =  [J.,  [x,(m.^,  +  m,  ^,), 
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En  vertu  de  régalité  (3),  la  première  des  égalilés  (())  devient 


l^e  cycle  F  est  donc  un  cycle  J'ée/,  non  rrvcrsihlc,  de  premier 
genre.  D'après  Thypothèse  de  Clausius,  indiquée  au  n*'  1,  et  riiy[)0- 
llièse  complémentaire,  énoncée  au  n"  2,  la  (juantité  ^  doit  èlre  [)osi- 
live;  en  vertu  de  la  deuxième  égalité  (G),  cette  dernière  coiulilioi) 
devient 

m.j  ^,  H-  /^^^o>  o 
ou  l)ien 


/«, 

Cr, 

m. y 

~  K^d 

G, 

1  S) 
1  <1 

r>':'' 

G, 
^1 

<!• 

Mais  on  a,  d'après  l'égalité  (3), 


On  a  donc 


ou  J)ien 


D'autre  part,  Tégalité  (i)  donne 
L'inégalité  précédente  devient  donc 

-?,  "^  ^2 


ou 


(7)  p.<?.- 


il 8  p.   m  HEM. 

I>.    f.c  rapport     J    est  incoinDicDsiirablc. 

Soioiil  n^^.  nt.^  deux  iioinhros  (Miliors,  premiers  eiilfe  eux,    Icis  (jiic 
Ton  ait 


K^) 


//tj 


m. 


i  ('lanl  une  ([iiaiilil(*'  posilive  (|iie  Ton  jxMil    jn'eiidi-e  aussi   |)elile  ((ue 
Ion  veul. 

(lonslruisons  le  c\cle  V  eoninie  dans  le  cas  précédent. 

\«nis  aurons  encore,  pour  ce  cycle, 


La  |»!eniière  éi^alilé  (()),  jointe  à  Tégalité  (8),  donne; 
f  =  —  £///,  [Jt.,  'J-.,^ \' 

c  ("tant  négatif,  le  cycle  F  est  un  cycle  de  (Jiarnot  /vV'/,  /lo/i  n'ViT- 
sihlo,  de  deuxième  genre.  L'hypothèse  de  Sir  W.  Thomson,  énoncée 
au  n"  1,  et  l'hypothèse  additionnelle,  énoncée  au  n"  2,  nous  a|)])ren- 
nent  que  la  cpiantité  d  est  forcément  positive,  condition  (pii  s'écrit, 
•Ml  vertu  de  la  deuxième  ég^aUté  (6), 

on  hien 

/n,     ,^,^^  m^ 

WÂ  ^  %  ' 

Mais  régahté  (8)  donne 


on  a  donc 


G,  I  G,l  Si 

3).   I      ^ 


£  est  une  quantité  positive  qui  peut  être  prise  aussi  petite  que  Ton 
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veut.  L'inégalité  précédente  exige  donc  que  l'on  ait 


1     > 


(s,  I 

I    ri)        I      =  (5) 

OU  bien 

L'égalité  (i)  donnant  d'ailleurs 


on  voit  que  Ton  a 


3)      _,      <3)  '  j)      _i      S)  ' 


OU 


T, 
2"  /v(^'  rapport  ^  est  incommensurable . 

Imaginons  que  le  cycle  C^  soit  l'une  des  formes  d'un  cycle  de  Car- 
not  So,  variable  d'une  manière  continue,  toujours  réel  et  constam- 
ment décrit  entre  les  températures  £:  et^'  ;  évidemment,  on  a  toujours 
le  droit  de  faire  cette  supposition. 

Lorsque  le  cycle  B^  varie  d'une  manière  continue,  sa  durée  T^  de- 
meure constante  ou  varie  d'une  manière  continue;  évidemment,  on  a 
toujours  le  droit  de  choisir  les  variations  du  cycle  C^  de  telle  manière 
que  sa  durée  To  ne  demeure  pas  constante. 

Lorsque  le  cycle  So  varie  d'une  manière  continue,  les  quantités  Po, 
i^o,  i^'2  varient  d'une  manière  continue;  comme  pour  le  cycle  particu- 
lier Co  aucune  de  ces  trois  quantités  n'est  égale  à  ^éro,  nous  pouvons 
toujours  limiter  les  variations  du  cycle  S2,  de  part  et  d'autre  de  la 
forme  Gj,  de  telle  sorte  que  nous  ayons  constamment 

p2<'o,      '^.2<o,      ^;<o. 

Le  cycle  83  sera  alors   constamment  un   cycle  de  second  genre. 


[\20  I'.     nilIKM. 


I)»'  plus,  lanl  (|iie  le  cycle  C.  vai-icni  (riinc  maiiirrc  coiilimic,  le  rap- 
poii  p.,  variera  d'une  niauicrc  coiilinuc. 

(  >i'  MOUS  savons  (|uc,  si  l'on  considciv  un  des  cncIcs  Co  dont  la 
duriM'  'i\,  esl  l'ounucnsuiahlc  a\('c  la  durée  T,  du  escle  (1,,  ou  aura 

Ce  ipu^  nous  venons  de  dire  démontre  (|ue  Ton  aura,  pour  Icuiles  les 
formes  du  evcle  Cj,  el  eu  paiMieulier  pour  la  foi'iue  (].,, 

(lo)  ?.^?,. 

N/  donc  on  ronsidrrc  dcu.r  cycles  de  Catnot,  iccis  cl  non  rcKcr- 
sihh's,  tous  dcn.r  dt'crits  en  tic  les  nicnics  Icinpi-rdlnics,  l'nn  de 
pf'cmi<'r  genre  et  d'espèce  c,  l'autre  n'appartenant  pas  au  premier 
ticnre  et  à  respèce  c,  le  rapport  p  relatif  au  premier  est  au  pin.s 
égal  au  rapport  p  relatif  au  second. 

(le  ihéorèuie  peut  encore  s'énoncer  de  la  tuauière  suivante  : 

('ousidérons  tous  les  cycles  de  Carnot,  i-éels  et  non.  rè\ersil)les, 
décrits  entre  les  mêmes  températures 'h.,  £?'. 

I.c  rappoi't  p  relatif  à  ceux  qui  sont  de  troisième  genre  et  d'es- 
pèce c  admet  une  limite  supérieure  A,  essentiellement  négative. 

Le  rapport  p  relatif  à  ceux  qui  ne  sont  pas  de  troisième  genre  et 
d'espèce  c  admet  une  limite  inférieure  A',  essentiellement  négative. 

On  a 

A<A. 

C'est  la  première  forme  du  théorème  de  Carnot.  L'emploi  des  nio- 
dilicalions  réversibles  va  nous  permettre  de  donner  à  ce  théorème  une 
forme  plus  précise. 

o.  Théorème  de  Carnot  {suite).  Emploi  des  modifications  réver- 
sibles. —  Nous  allons  démontrer  en  premier  lieu  que 

A  =  A'. 
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Deux  Icmpôratiircs  S:  el  ^' ,  celle  tlernière  plus  élevée  que  la  [)!•('- 
niière,  étant  données,  imaginons  (|uc  l'on  puisse  tonjours  trouver 
un  système  admettant  rpiatre  modifications  réversibles  (|ui  jouissent 
des  pro[)riétés  suivantes  : 

La  première  est  nne  modification  réversible  isotliermicpie  H,.,  cor- 
respondant à  la  tem[)éralure  S:'  et  conduisant  le  système  de  Télat  i  à 
l'état  2. 

[^a  deuxième  est  une  modification  réversii)le  adiabaticjue  Z^iti  ^'<^i'" 
(basant  le  système  de  Tétat  2,  où  il  a  la  température  S:' ,  à  Tétat  3,  où 
il  a  la  température  2r. 

La  troisième  est  nne  modification  réversible  isotbermique  Z3.,  cor- 
respondant à  la  température  ^  et  conduisant  le  système  de  Fétat  3  à 
Tétat  /j. 

La  quatrième  est  une  modification  réversible  adial)ati(pic  Z., ,,  ra- 
menant le  système  dcFétat  \  à  Tétat  i. 

Nous  aurons  ainsi  constitué  un  cycle  de  Carnot  réversible,  décrit 
entre  les  températures  S"  et  &'. 

llelativcment  à  ce  cycle,  nous  ferons  encore  Tliypothèse  suivante  : 
Il  est  possible  de  le  choisir  de  manière  que  la  modification  X;,.,  ne 
soit  pas  atheitnique. 

D'après  Tune  des  deux  bypolbèses  indiquées  à  la  fin  du  Gliap.  I,  n^'H, 
il  existe  une  modification  isotbermique  réelle  S, 2,  })renant  le  système 
dans  l'état  i  avec  des  vitesses  égales  à  zéro,  l'amenant  à  l'état  2  avec 
des  vitesses  égales  à  zéro,  variable  d'une  manière  continue  et  ayant 
ponr  limite  la  modification  H,^.  11  existe  de  même  nne  modifica- 
tion isolbermique  réelle  S^,,  prenant  le  système  dans  l'état  2  avec 
des  vitesses  égales  à  zéro,  Tamenant  à  l'état  i  avec  des  vitesses  égales 
à  zéro,  variable  d'une  manière  continue  et  ayant  pour  limite  la  modi- 
fication 2^2 , . 

La  modification  isotbermique  X:(.,,  les  modifications  adiabatiques 
X23,  S/H  donnent  lieu  à  des  observations  analogues. 

L'ensemble  des  modifications 

S  S         S         S 

^.12;        '■''^rn       '~^s;i       -^ '•  i 

forme  un  cycle  de  Carnot  réel,  décrit  entre  les  températures  S:  et  i', 
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'^oo  r.   nniKM. 

v;iiial»l('  iVuwc  miuiirrc  coiiliiUH'.  cl  axiiiil  |ioiir  liiiiilc  le  cycle 


De  iiirinc,  rciistMiihlc  des  modilical ions 

s,„    s,„    s,,,    s,, 

(orme   un  CNcItMlr  (larnol  ivcl.  drcril  cnli'c  les  Icniprialincs  fr  cl  Tr', 
varialilc  dnnc  inanici'c  conlinnc.  cl  aNanI  |)()ni'  liniilc  le  c\clc 

V  V  N'  V 

-^\.n       — 3j'«       — 2  1'       — '(*• 

Soient  /,.,  •/:,..  les  (|iianlilcs  de  clialenr  (Iéj;a}iées  par  les  inodili- 
calions  rcversil)Ii's  l,o,  I3 ,  ;  les  niodiliealioiis  i^an  ^m  dci;a^-civ)nl 
i(>s[)eelivenienl  <les  (jnanlilés  de  cljaleni-  /l.|= — /jji  /.i— ~/,:i.' 
en  sorle  ([ne,  pour  eliaenn  des  den\  r\clcs 

/v        V        V        y     \      ,.i      /v        V        V        V     \ 

la  (|uanlil(''  analoi^iu'  à  p  a  la  même  valenr 

Soient  ^,2,  ^3i  Il's  circls  thermiques  des  nnxiiliealions  Si^,  S.,,. 
Pour  le  cycle  (S, 2,  S^.,,  S.,,,,  S-,,)  la  (juantilé  analogue  à  p  a  pour 
valeur 

"'  ~'  3~, 

Soient  ^o,,  ^.,:t  les  efl'ets  thermiques  des  modifications  S^,,  S53. 
Pour  le  cycle  (S, 3,  S.,2,  Sa,,  S,.,),  la  (juantiti-  analoj^aie  à  p  a  pour 
valeur 

Par  hypothèse,  la  modification  S.,,,  n'est  pas  athermique.  Suppo- 
sons, pour  fixer  les  idées,  y^,  négatif.  Les  modifications  S.,,,  et  S,,,., 
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pourront  être  prises  assez  voisines  des  iiioditicatioiis  Z;,,  et  Z^.,  pour 
que  ^.,,  ait  le  même  signe  que  y.,,,  et  que  ^j.,  ait  le  même  signe 
que  -/j3.  Nous  aurons  alors 

en  sorte  que  p,  se  rapportera  certainement  à  un  cycle  de  troisième 
genre  et  d'espèce  c  et  po  à  un  cycle  ([ui  n'est  pas  de  troisième  genre  et 
d'espèce  c. 

Le  théorème  démontré  au  numéro  précédent  nous  donneia 

Mais,  d'autre  part,  lorsque  les  deux  cycles 
tendent  respectivement  vers  les  cycles 

/V  V  V  V        \         Pi         /V  V  V  V       \ 

V  —  I  U'   — 2:n  — :!  1  ?   — H  y        ^^        V  ■"  1  :!  ?    — :i  J  ••  — 2  1  7   — '  I  '.  /  5 

les  deux  rapports  p,,  p^  tendent  vers  la  limite  commune  /•,  Comme 
les  c{uantités  A  et  A'  ne  varient  pas  lorsque  les  températures  &  et  xs' 
sont  maintenues  invariables,  cela  ne  peut  avoir  lieu  que  si  l'on  a 

(lo)      .  A  =  A', 

comme  nous  l'avions  annoncé. 

Nous  voyons  en  outre  que,  si  un  cycle  de  Carnot  réversible  est  dé- 
crit entre  les  températures '3  et  S'  {^'  étant  supérieur  à  2r);  ,S7,  de 
plus,  risotJiermique  décrite  à  la  température  £t  n'est  pas  atlier- 
mique^  le  rapport 

a,  pour  ce  cycle,  la  valeur  A. 

Que  devient  le  rapport  p  pour  un  cycle  de  Carnot  réversible  décrit 
•  entre  les  températures  Sr  et  3;',  si  l'isothermique  relative  à  la  tempé- 
rature ^  est  athermique? 


,VJ   I  r.      Itl   11  KM. 

I  icsii;  HO  us  piii'  ( .,  (•('(■  V  (le  ;  nous  ii\  oiis,  par  li\  |»ol  lirsc, 

^,  =o. 

Soil  ('.,  lin  aiilrc  cncIc  de  (laniol  rc\iM"sil>l(',  drciil  ciilic  les  l('m|)(''- 
laliirt's  .r  cl  'z  .  c[  poiii'  Icciiicl  I"isolli('i'mi(|ii('  rclaliNc  à  la  l('m|)(''ra- 
tiM'O  .c"  iTcsl  j)as  alliiM'iiiicuic.  Ponr  cf  cncIc,  nous  ani'ons,  daprrs  la 
jM'oi^osilioii  prtH'cdcnIc, 

^î+J^î  A 

Les  d(Mi\  cNclcsC,  cl  (  ^,  pciiMMil  clrc  coiisid  (Ti's  coiinnc  \irliicls. 
On  |MMil  donc  lonjonrs  supposer  cpills  soient  (h'crils  sinnillant'mcnl 
ilunc  inanicic  indcpcndanic.  Leur  (Misciid)lc  lornuM'a  nn  nouNcaii 
cvclo  {\c  (larnol  rc'xcrsihlo  dccril  cnlro  les  lcinp('MaUir(\s  ^  cl  S'.  1/iso- 
lliennupu»  dccrile  à  la  lempéralniM»  r  correspondra  à  nn  ellel  llicr- 
nii(nie  ^.,,  en  sorlc  (pTcllc  ne  scM-a  pas  allicrniiipie.  L'isollici'nii(pi<'  d(''- 
Ciile  à  la  lenipéralnre  z'  correspondra  à  un  ell'el  iherniicpie  (^',  -h  ^.,). 
IVaprès  le  lliéorènK^  pi"(''ct''denl,  on  ani'a.  ponr  ce  cycle, 

Olte  éi;alilê  ne  sera  coni])alil)l(^  avec  la  précéd(Milc  (pie  si  Ton  a 


Doii  celle  proposilion  : 

Si  un  cvcir  de  Cai'iiol  ivicrsibh'  csl  dccril  entre  les  lentpéraliires 
r  cl  z'  (r'  étant  supérieur  à  r),  et  si  Ici  modification  isothcrniique 
décrite  à  la  lenipérature  z  est  athermique,  la  modification  isotlier- 
niiquc  produite  à  la  température  z  est  aussi  athermique. 

Dans  ce  cas,  le  lapport 

perd  loul  sens. 

Nous  allons  déinoulrcr  inainlenanl,  que, /7o^//"  aucun  cycle  réali- 


I 
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sable  et  non  réversible  décrit  entre  les  tempérai  m'es  ir  et  z',  le  rap- 
port 

s. 

ne  peut  atteindre  la  valeur  A. 

La  valeur  A  étant  essentiellement  négative,  le  rapport  p  ne  peut 
atteindre  la  valeur  A,  à  moins  que  le  cycle  n'appartienne  soit  au 
deuxième  genre,  soit  au  troisième  genre  et  à  l'espèce  c.  Supposons 
que,  pour  un  cycle  C,  (nous  admettrons,  pour  fixer  les  idées,  qu'il 
soit  de  deuxième  genre),  on  ait 

ou  bien,  puisque  Tégalité  (i)  permet  de  remplacer  (^,  +  :^',)  par  E^,, 
(it)  Es,=:A;^,. 

Nous  avons  vu  que  l'existence  de  cycles  réversibles  et  réels  n'était 
nullement  absurde.  Admettons  donc  que  Ton  ait  constitué  un  cycle 
de  Carnot  Co,  réversible,  réel,  décrit  entre  les  mêmes  températures  2r, 
^'  que  le  cycle  C,,  et  pour  lequel  la  quantité  So  ne  soit  pas  égale  à  zéro. 

La  quantité  Go  sera,  dès  lors,  positive  ou  négative;  nous  pouvons 
toujours  la  supposer  positive,  car,  si  elle  était  nég"ative,  il  suffirait  de 
réaliser  le  cercle  réversible  Cj  en  sens  contraire  pour  qu'elle  devînt 
positive. 

En  faisant  varier  d'une  manière  continue  le  cycle  de  Carnot  C^,, 
sans  changer  ni  sa  réversibilité,  ni  les  températures  entre  lesquelles  il 
est  décrit,  nous  pourrons  toujours  l'amener  à  satisfaire  aux  conditions 
suivantes  : 

i"  La  durée  T,  du  cycle  C,  et  la  durée  To  du  cycle  Cj  sont  coin- 
mcnsurables; 

2°  Les  quantités  ]  C,  |  et  ï^,.,  sont  commensurables. 

Posons 

(il) 


T.,         [x.j  ïï-i  m  2 

T,         [A,  ICI  m. 


u.,,  uLo,  w, ,  nu  étant  quatre  nombres  entiers. 


32()  1'.     1)1  IIKM. 

Au  niovoii  (K's  (  vcK's  (^,,  i].,,  coiisliluons  iiit  ovclf  de  (laniol  \\  de 
la  uuMue  lUiUiiiMo  iju  au  n"  1.  Pour  eo  cycle  T,  nous  aurons 

I.a  S(H'ou(lo  ôi;alil(''  (iii),  jointe  à  la  pi'euiirre  ('i^alilé  (  i '^\  luoiilre 
(|ue  Ton  a 

P  =  o. 

L»'  eyele  l'est  doue  un  eyelc  de  premier  i^ciuv. 

I^a  quantité  ^.^  ne  jxmiI  ètic  ê^ale  à  zéro.  Vax  ellel,  le  eyele  (].^  est 
réversible;  daprès  nue  pioposilion  dénioutree  tout  à  Tlieure,  la  ([nau- 
tile ^j  ne  pourrait  être  éj^ale  à  zéro  sans  (jne  la  (juaulilé  ^',  le  soit 
éiialeuient  :  rétialitc" 

donnerait  alors 

Oo  =  o, 

conlraiicMienl  à  IliNpothèse  faite. 

l*uis(jue,  dans  le  cycle  réversible  C^,  la  (juantité  ^,  n'est  pas  é^ale 
à  zéi'o,  nous  sa^ons  que  Ton  a 

1) —  '^ 

OU  bien 

(i4)  Eg.  =  A^.. 

Les  éj^alités  (11)  et  (i]),  jointes  à  la  seconde  égalité  (i  ^),  mon- 
trent que,  dans  le  cycle  F,  on  a 

^  =  a,  [JL^  -r-  (  m.^  (t ,  -+-  m ,  (5 ., )  =  o. 

Le  cycle  F  serait  donc  un  cycle  de  Carnot  du  premier  genre,  décrit 
entre  les  températures  ,3r  et  .V,  dans  lequel  Tisothermique  décrite  à  la 
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leinpératiii'c  S'  serait  athermique.  Mais,  d'autre  part,  le  cycle  F  serait 
un  cycle  de  Garnot  réalisable  et  il  ne  serait  pas  exclusivement  com- 
posé d'états  d'équilibre,  puisque  le  cycle  G^  n'est  pas  exclusivement 
composé  d'états  d'équilibre.  L'existence  du  cycle  Y  est,  dès  lors,  en 
contradiction  avec  Thypotlièse  énoncée  au  n"  2.  Admettant  l'exacti- 
tude de  cette  dernière  hypothèse,  nous  pouvons  formuler  la  proposi- 
tion suivante  : 

Pour  aucun  cycle  réalisable  et  non  réversible,  le  rapport 

ne  peut  atteindre  la  valeur  A. 

Réunissons  maintenant  en  un  seul  tliéorème  les  diverses  proposi- 
tions démontrées  au  numéro  précédent  et  au  présent  numéro  : 

Soient  .r  et  Sr'  deux  températures,  'h'  étant  supérieur  à  3".  Il  existe 
une  grandeur  négative  A,  ciui  dépend  uniquement  de  ces  deux 
températures  2^,  x?',  et  qui  jouit  des  propriétés  suivantes  : 

1°  Pour  tout  cycle  de  Carnet  réversible  réalisable\ou  non,  décrit 
entre  les  températures  ^  et  3',  on  a 

2*^  Pour  tout  cycle  de  Carnot,  décrit  entre  les  températures  2r 
et  2r',  qui  est  réalisable,  non  réversible,  de  troisième  genre  et 
d'espèce  c,  on  a 

6)  _<      (3)' 

3"  Pour  tout  cycle  de  Carnot,  décrit  entre  les  températures  r 
et  z',  qui  est  réalisable  et  non  réversible,  qui  n'est  pas  de  troisième 
genre  et  d'espèce  c,  on' a 

(>7)  f  =  ^>A. 


De  (•(>!  (Mioiiro  soni  oxrliis  : 

i''   Lrs  cvflos  i"(''i»lisahlos  ol  iioii  rr\ crsiMcs  pour  l('S(|iii'ls  ou  a 

G  >  o,  ^=o; 

2'*   l.cs  cycles  rôvoisil)li's  j)our  Icsiiiicls  on  a 

pour  ci's  (IcrnicMs,  on  a  «'i;aI('iiiiMil 

4'=o. 

(>.  La  tmijx'i'dlurt'  dJisolitc.  —  La  (|iianlil(''  A  csl  une  fondion  des 
leiniM'i'alures  ."r,  .r  ;  ('Indions  |)lus  j)roron(l('Mnenl  la  nainre  de  eell<' 
(onction,  ou  plutôt,  de  la  lonctiou 

1.8)  -1(2:,  .^')=A-i. 

(liMle  fonction,  (pii  n'est  définie  <|ue  poui'  les  valeurs  de  S  supé- 
rieures à  r,  est  néii;;alivc  et  supérieure  à  i  en  valeur  absolue. 

Moyennant  Tégalité  (i8),  Téii^alité  cl  les  inéi^alités  (i  )),  (lO)  et  (17) 
|)euv(Mil  èlri'  remplacées  par  légalité  et  les  inégalités 

X. 

Soient  2/,  r',  z"  trois  températures,  rangées  par  ordre  de  grandeur 
croissante;  nous  allons  nous  proposer  de  trouver  une  relation  entre 
les  trois  quantités 

•|-(C-,:-'),    ■!(&', &").    'K--.-^")- 

Considérons  un  cycle  de  Carnot  réversible  décrit  entre  les  tempé- 
ratures 2^  et  S:".  Ce  cycle  prend  le   corps  à  la  température  S",  dans 
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lY'tat  A";  par  une  transformation  isothermique,  il  l'amène  à  Fétat  B"; 
puis,  par  une  transformation  adiabatique,  à  Fétat  B,  dont  la  tempéra- 
ture est  2r;  une  nouvelle  transformation  isothcrmiquc,  accomplie  à  la 
température  3",  l'amène  à  l'état  A;  une  nouvelle  transformation  adia- 
batique le  ramène  à  l'état  A". 

Supposons  que  l'effet  calorifique  de  la  transformation  BA,  effet  que 
nous  désignerons  par  i^(BA),  soit  différent  de  zéro. 

Nous  aurons  alors 

Kn  subissant  la  transformation  B"B  le  corps  passe,  au  moins  une 
fois,  par  la  température  &';  soit  B'  un  état  où  il  présente  cette  tempé- 
rature. De  même,  en  subissant  la  transformation  AA",  le  corps  passe, 
au  moins  une  fois,  par  la  température  S-';  soit  A'  un  état  où  il  présente 
cette  température.  Relions  les  deux  états  A',  B',  par  une  suite  d'états 
cFéquilibre  du  système,  ces  états  correspondant  tous  à  la  tempéra- 
ture &',  nous  obtiendrons  une  modification  isothermique  réver- 
sible, A'B'. 

Le  cycle  A'B'BAA'  sera  un  cycle  de  Carnot  réversible  décrit  entre 
les  températures  2:  et  Sr';  comme  ^(BA)  n'est  pas  nul,  on  aura 

/;\  3(AB)        ,i/cc'\ 

^(A'B')  n'est  certainement  pas  nul,  puisque  'j/^S:,  S?')  n'est  pas  nul. 
Mais  on  a  évidemment 

(c)  ^(A'B')-i-^(B'A')  =  o. 

^(B'A')  n'est  donc  pas  nul.  Dès  lors,  dans  le  cycle  de  Carnot  réver- 
sible A"B"B'A'A",  décrit  entre  les  températures  £r'  et  3",  on  aura 

Les  ég-alités  (a),  (b),  (c),  (cl)  donnent 
(19)  •KSr,S;'0  =  -'H-^,-)'K-',  ^0- 

Jouin.  de  Math.  (4*  série),  lome  IX.  —  Fasc.  III,   1S90.  l\1 


I'.    ni  HKM, 


(-'esl  la  ivlalion  que  nous  voulions  oblcnir. 

l.a  fonction  ({'(£',  .r")  n'a  do  sons,  juscju^iri,  ({u'aulaiil  (|uo  r'  osl 
supôriour  à  r. 

Lorsquo  2:  lond  vois  ^,  par  valeurs  su])ôriouros  à  r,  o'  Icnd  ('vi- 
doniniont,  dans  un  ovcle  do  Carnol  réversible,  dôoril  oniro  les  loni- 
pôraluros  ^  el  ^',  vers  la  limite  (—  ^"l  ;  ^(^,  ^')  tond  doue  vois  —  i . 
Nous  conviendrons  de  poser 

•Hs,  :-)  =  -.. 

Lors(|uo  r'  sera  inférieur  à  2r,  nous  détinirons  •sp(^,  &')  par  régalilé 

D'après  ces  délinilions,  l'équation  fonctionnelle  (19),  élahlio  <mi 
supposant 

demeurera  vraie,  quels  que  soient  ~,  r',  ^".  Déplus,  on  sera  assuré 
(pio  la  fonction  '^(2:,  S')  est  continue  pour  toute  valeur  de  £r  et  de  &'. 
Prenons  une  température  fixe,  arbitraire  d'ailleurs,  z^.  l/écpiation 
ronctionncUe  (19)  nous  donnera 

La  tenqiérature  ^o  étant  fixe,  '^(^0,2?)  devient  une  fonction  de  la 
seule  variable  ^;  posons 

A  étant  une  constante. 

L'équation  précédente  deviendra 

F(27') 


(2.)  H^,^')  =  - 


F(^) 


La  fonction  ^C^,  ^' )  est  une  fonction  continue  de  £r,  &';  lorsque  z;' 
est  supérieur  à  &,  elle  est  négative  et  supérieure  à  i  en  valeur  absolue. 
La  fonction  F(&)  possède  donc  les  propriétés  suivantes  : 
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Elle  est  essentielleniciU  positive; 

Elle  varie  d'une  manière  continue  avec  la  température  .r; 

Elle  croît  toujours  en  même  temps  que  la  température  S'. 

D'après  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut  (I'^  Partie,  Chap.  I,  n"  6), 
au  lieu  de  prendre  la  quantité  S' pour  déterminer  la  température  des 
corps,  on  peut  prendre  la  quantité  T  =  F(.j),  dont  la  valeur  pour 
chaque  température  ne  dépend  plus  du  choix  du  thermomètre; 
T  porte  le  nom  de  température  absolue. 

Si  l'on  a  adopté,  pour  représenter  les  températures,  la  tempéra- 
ture absolue  T,  cas  auquel  on  devra  poser,  dans  toutes  les  formules 

précédentes, 

c  _   r 

.V     1    , 

on  devra  aussi,  dans  toutes  les  formules,  poser 
Si  l'on  se  souvient  que 

'K-o,  -o)  =  —  », 

on  voit  (jue  l'égalité  (20)  donne 

l^a  température  absolue  n'est  donc  pas  entièrement  déterminée; 
à  une  température  arbitraire  ^o»  elle  prend  une  valeur  arbitraire  A. 
Il  est  d'usage  de  prendre  pour  température  S'a  la  température  qui  sert 
de  G  à  l'échelle  centigrade  et,  pour  A,  l'inverse  d'une  certaine  con- 
stante que  l'on  rencontre  dans  l'étude  des  gaz  :  le  coefficient  de  dila- 
tation des  gaz  parfaits. 

On  sait  que  cette  définition  de  la  température  absolue  a  été 
indiquée  par  Sir  W.  Thomson  et  exposée  à  plusieurs  reprises  par 
M.  (t,  Lippmann. 

7.  Enoncé  définitif  du  tJiéorème  de  Carnot.  —  La  détermination 
de  la  fonction  'K-^j,  S-'),  fournie  par  l'égalité  (21),  va  nous  permettre 
de  donner  au  théorème  de  Carnot  une  forme  nouvelle  et  définitive. 


332  p.     nVHEM. 

Excluons  d'aboril  : 

i"  IjCs  cycles  de  Caniol  rôvcrsihlos,  dccrils  cnivc  les  Lein|)éra- 
liires  ^  et  I^ \  dans  les(]iiels  la  modification  ])rodiiile  à  la  lenipérature  !r 
esl  alluMinique; 

2''  Les  cycles  de  C'arnol  réalisal)les,  non  réversibles,  de  Iroisiéiiic 
i>enrc,  décrits  entre  les  températures  Sr  et  .V,  j)<)nr  lescjuels  la  modili- 
calion  produite  à  la  température  2r  est  athermicpie. 

Pour  les  ryc/cs  /('icrsilt/cs,  réalisables  oit  non,  les  égalités 
(^i5  his^  et  ^y^l^^  donnent 

f  =  _  !^) 

cl,  puis{pie  ^  esl  dilVérenl  de  zéro, 

o. 


K(&)        F(S') 

Pour  les  eycles  réalisables,  non  réversibles,  de  troisième  genre 
ei  d'espèce  c,  Tincgalité  {iG  bis)  et  Tégalité  (21)  donnent 

^^        F(&)' 
Mais,  dans  ce  cas,  la  quantité  ^cst  négative;  on  a  donc 


F(â)        F(27') 

Pour  les  autres  cycles  non  réversibles,  l'inégalité  (17  bis),  jointe 
à  Tégalité  (21),  donne 

'^  ^        F(2-)  ' 
Dans  tous  ces  cycles,  la  quantité  ^est  positive;  on  a  donc  encore 


F(-^)        F(S 


77  >o. 


Revenons  maintenant  aux  deux  classes  que  nous  avons  exclues. 
Pour  tout  cycle  de  la  première  classe,  nous  savons  que  Ton  a  non 
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seulement  :^  =  o,  mais  encore   ;^=o;   nous  pouvons  donc  encore 


écrire 

— ^^^   H — —   =  O. 

Pour  tout  cycle  de  la  seconde  classe,  nous  avons 

^=o,  P>o. 

L'égalité  (i),  qui  se  réduit  ici  à 

nous  donne  alors 

^'>o. 

Nous  pouvons  donc  écrire,  pour  tout  cycle  de  cette  classe, 

En  réunissant  tous  les  résultats  que  nous  venons  d'obtenir,  nous 
pouvons  énoncer,  sous  la  forme  générale  que  voici,  le  théorème  de 
Carnot  : 

1°  Pour  tout  cycle  de  Carnot  réversible,  réalisable  ou  non,  dé- 
crit entre  les  températures  2r  et  £-',  on  a 

2"  Pour  tout  cycle  de  Carnot  réel  et  non  réversible,  décrit  entre 
les  températures  'è  et  ^',  on  a 

(23)  Fj^'^  FW)^^' 

On  peut  mettre  ces  énoncés  sous  une  forme  un  peu  plus  explicite 
en  revenant  à  la  définition  de  Teffet  calorifique  total  d'une  modifica- 
tion ou  d'un  ensemble  de  modifications. 


334  ''•  '»'"'••^'• 

Soil  (^  la  somme  des  (|uaiiliu''s  de  cliaU'iir  (l(''i;ai;<'M's  par  lt>  système 
tluraul  col  ciisomhle  de  modiriealloMs;  si  (-(«s  modiliealions  sont  ivvei- 
sibles,  nous  avons 

ee  (|ul  perniel  de  remplacer  répdilé  {•>.2)  par  réi;alilé 
{2-1  h,s)  FTF)  ^  FP')  =- •>• 

Si  les  nuidilicalions  considérées  soiil  réelles  el  non  réversibles,  dé- 
sii;nons  par  |  (t  |  la  somme  des  accroissemenls  (pu*  la  foice  Nive  du 
système  a  subis  durant  ces  modiliealions;  nous  aurons 

ce  (pii  nous  permettra  de  remplacer  rinégalilé  { -ÏV)  par  Tinéi^alilé 
Ces  divers  énoncés  ne  souIVrcnl  [)lns  (re\(e[)Lion. 

CHAPITUb:  111. 

i/kNTROPIE     KT    le     TIIKOnÈMi:    HE     CI.MSIl.S. 

l.  Conditions  et  hypothèses.  —  Le  tbéorème  de  (]arnol  a  été,  on 
le  sait,  jîénéralisé  par  U.  Clausius.  Toutefois,  cette  j^énéralisalion 
n'csl  légitime  (jue  moyennant  un  certain  nombie  de  conditions  et 
dMiypotbôses,  dont  les  unes  portent  sur  le  système  étudié,  les  autres 
sur  les  modifications  que  subit  ce  système. 

11  ne  nous  sera  pas  utile,  dans  ce  Cbapitre,  de  distinj^uer,  parmi  les 
paramètres  qui  définissent  l'état  du  système,  ceuv  que  nous  avons 
désignés  par  les  lettres  a,  h,  . . .,  l  de  ceux  que  nous  avons  désignés 
par  les  lettres  a,  ^,   ...,   A.    Par  contre,   il  nous  sera  nécessaire   de 


COMMEÎSTAIRE    AUX    PRINCIPES    DE    LA    THERMODYNAMIQUE.  335 

mettre  particulièrement  en  évidence,  parmi  les  paramètres  qui  déli- 
nissent  l'état  du  système,  la  température  S'.  Nous  supposerons  d'ail- 
leurs que  cette  dernière  a  la  même  valeur  en  tous  les  points  du 
système.  Ainsi  Tétat  du  système  sera  défini  par  les  n  paramètres 

a,      fJ,      ...,      A,      r. 

Le  système  que  nous  allons  étudier  ne  sera  pas  soumis  seulement  à 
cette  restriction  d'avoir,  en  chacun  de  ses  états,  la  même  température 
en  tous  ses  points,  cette  température  pouvant  d'ailleurs  varier  d'un 
état  à  l'autre.  Nous  le  supposerons  encore  soumis  à  deux  autres  res- 
trictions fondamentales  : 

Première  restriction.  —  Soit  un  état  quelconque  du  système, 
défini  par  des  imleurs 

a,      p,      . . .,      A,      r, 

des  paramètres  variables  ;  nous  admettrons  que  Von  puisse  tou- 
jours trouver,  au  moins  d'une  manière,  un  système  de  corps 
étrangers,  tous  portés  à  la  température  2-,  et  tels  que  le  système 
considéré,  demeure  indéfiniment  en  équilibre  dans  l'état  ql,  ^,  ..., 
À,  2  si  on  le  soumet  à  l'action  de  ces  corps  étrangers,  maintenus 
invariables  et  si  on  le  prend  avec  un  ensemble  de  vitesses  initiales 
égales  à  zéi-o. 

L'énoncé  de  cette  restriction  ne  constitue  pas  une  vaine  précaution. 
On  rencontre  souvent,  en  Physique,  des  systèmes  qui  n'y  sont  pas 
soumis  et  auxquels,  par  conséquent,  les  considérations  qui  vont  suivre 
ne  sont  pas  applicables.  Citons-en  quelques  exemples  : 

i**  Un  corps  conducteur  est  traversé  par  des  courants  électriques. 
Parmi  les  paramètres  variables  qui  déterminent  l'état  de  ce  conduc- 
teur figurent  : 

Les  composantes  w,  c-,  tvdu  flux  électrique  en  chaque  point  (x-,j^,  z) 
du  conducteur; 

La  densité  solide  p  de  l'électricité  en  chaque  point  de  la  masse  du 
conducteur; 
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Lu  densité  supcrliciollo  a  do  réloclricilô  (mi  chiKjue  point  d(>s  siir- 
fiicos  do  disconlinuilô  qui  parlaj;iMU  lo  conducleur  ou  <|ni  le  liniilcnl. 

IVul-on,  on  faisunl  ai^ir  dos  corps  exlôriours  convcnahlonuMil  choi- 
sis, niainlonii"  lo  condiicloui'  doiil  il  s'ai^il  on  ôcjuililuc,  de  lollo  soilt» 
«pio  los  variables  (pio  nous  venons  d'énuinérer  aionl  loules  des  valeurs 
indépendantes  du  temps"?  ('ola  ne  sera  pas  possible,  si  Ton  n'a  ])as,  en 
tout  point  de  la  niasse  du  conducteur,  la  relation 

s  <)(i        ()i'         ()iy 

^  o.r        àv         oz  ' 

cl,  on  tout   point  diino  surface  do  discontinuité  doul  la  uornialo  pré- 
sente los  doux  oriontalions  N,,  Nj, 

I         //,  cos(.\,,. /•)-!- c,  COS(^i\,,j)  -f-it',  cos(N,,^) 

(   -i-it2COii(?^.^,.v)  H-  r2C0s(No,  >')  H-  iv.  cos(i\^,,  z)  —  o. 

l'.n  olTet,  si  ces  deux  l'olations  ne  sont  ])as  v(''rilîées,  los  [)arainètrcs  p 
ot  T  varieront  forcément  avec  le  temps  /,  en  vertu  des  épdités  géné- 
rales . 

f)fi         f)v  (hv  ()p 

ô^-  "^  ih    '^  7h   '^~   Jt' 

u^  cos(N,,  .r)  -h  c,  cos(^,,J')  -h  «r,  cos(i\,,  z) 

à'! 
-+-  II.,  cos(No,  x)  -h  i\,  cos(i\2,  J^)  -+-  <t\  cos(i\^,  z)  = —• 

Los  relations  (^^i)  et  (2)  caractérisant  les  courants  (pn;  Ton  nomme 
luiifornirs,  on  voit  (jue  Ton  peut  énoncer  la  proposition  suivante,  cpii 
a  de  j^raves  conséquences  en  J^leclrodynamiquo  ('  )  : 

Lu  système  de  courants  non  iinifoi'tnrs  ne  satisfait  pas  à  la  res- 
triction précédente. 

2"  Lne  chaîne  fermée,  parcourue  par  un  courant  uniforme,  ren- 
ferme un  conducteur  élcctrolytique.  Parmi  les  variables  a,  [b,  . . .,  X,  .7 
qui  définissent  Tétat  de  ce  système,  figurent  Tintensité  du  courant  et 


(')  P.  DuHEM,  Leçons  sur  l'Electricité  et  le  Magnétisme,  i,  lit,  p.  221. 
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les  variables  qui  déterminent  l'état  chimique  du  système;  or,  en  vertu 
de  la  définition  des  clectrolytes,  connue  sous  le  nom  de  loi  de  Fara- 
day, un  électrolyte  traversé  par  un  courant  éprouve,  pendant  chaque 
intervalle  de  temps,  un  changement  chimique  proportionnel  en  gran- 
deur à  cet  intervalle  de  temps  et  à  l'intensité  du  courant.  Il  serait 
donc  contradictoire  d'imaginer  des  corps  extérieurs  dont  l'action 
maintiendrait  le  système  en  équilibre,  et,  partant,  rendrait  invaria- 
bles à  la  fois  l'intensité  du  courant  et  l'état  chimique  de  la  chahie. 
Ainsi,  une  chaîne  parcourue  par  des  courants  même  uniformes  ne 
satisfait  pas  à  la  restriction  précédente  si  elle  renferme  des  électro- 
lytes;  cette  conclusion  est  importante  en  Électrodynamique  ('). 

L'hypothèse  restrictive  précédente  entraîne  un  corollaire  remar- 
quable : 

Corollaire.  —  D'un  état  quelconque  (a,  [3,  . . .,  X,  £r)  du  système 
à  un  autre  état  quelconque  (a',  P',  ...,X',  &')  on  peut  toujours 
passer  par  une  infinité  de  modifications  réversibles. 

En  effet,  entre  les  deux  états  (a,  p,  . . .,  X,  2r)  et  (a',  [3',  . . .,  X',  S), 
on  peut  toujours,  d'une  infinité  de  manières,  ranger  une  suite  conti- 
nue d'états  du  système;  au  moyen  de  corps  extérieurs  convenablement 
choisis,  ces  états  peuvent  être  transformés  en  états  d'équilibre  ;  cha- 
cune des  suites,  constituées  comme  nous  venons  de  l'indiquer,  forme 
alors  une  suite  continue  d'états  d'équilibre,  ou  bien,  en  vertu  d'une 
hypothèse  indiquée  au  Chap.  I,  n''  8,  une  modification  réversible. 

Seconde  restriction.  —  Imaginons  qu'à  partir  d'un  certain  état 
(a,  p,  . . .,  X,  B')  du  système,  on  lui  impose  une  modification  virtuelle 

§a,     (5^,      ...,     ùX,     §3-. 

Les  actions  des  corps  extérieurs  c|ui  le  maintiendraient  en  équilibre 
en  l'état  (a,  p,  . . .,  X,  &)  effectuent  un  travail  virtuel 

ASa-hBâ(3  +  ...-t-LoX  +  0a3. 


(')  P.  DuHEM,  Leçons  sur  l'Étectricité  et  le  Magnétisme,  t.  III,  p.  220. 
Joiirn.  de  Math.  (4*^  série),  tome  IX.  —  Fasc.  Ill,  1893.  4^ 
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Nous  aclnietlrons  qiio  les  f/uan/itrs  A,  B,  ...,  L,  0  sonf  des  J'onr- 
tlons  finies,  uniformes  cl  continues  des  paramètres  a.  [3,  . . .,  X,  !r. 

Non  |4iis  (juo  la  procôdoiile,  cette  reslrietion  n'est  imilile  à  éiioii- 
eer,  ear  il  n'est  nnllenient  évident  qne  tons  les  systèmes  éhulirs  en 
Plivsi(jne  y  soient  soninis.  En  particnlicr,  M.  Marcel  Brillonin  (')  a 
donné  des  déformations  permanentes  nne  théorie  qni  snppose  les  (  juan- 
lilés  A,  n,  ...,  1-.,  9,  fonctions  continnes,  mais  non  nniformes,  des 
\arial)les  a,  [3,  . .  .,  X,  S'. 

Nons  ajonlerons  rhypothèse  snivante  à  celle  (jue  nons  venons  fPé- 
noncer  : 

Le  tra\ail  rirlucl  des  actions  qu'il  faut  appliquer  à  un  système 
donné  j)our  le  nmintenir  en  équilibre  ne  dépend  pas  de  la  position 
absolue  que  le  système  occupe  dans  F  espace  ni  de  la  variation  de 
cette  position. 

Il  résnile  en  prenuer  lien  de  cette  hypothèse  (pie  les  cpiantités  A, 

I) L,  0  ne  dépendent  pas  de  celles  des  variables  a,  (i,  . . .,  X,  ^, 

(pii  lixenl  dans  l'espace  la  position  ahsohie  dn  système. 

Il  c\\  résnite,  en  second  lieu,  que  celles  des  variations  virtuelles  oa, 
o3,  . . .,  oX,  ô2r  qui  correspondent  aux  variables  fixant  la  position  ab- 
solue du  système  dans  l'espace  ne  fi<^urent  pas  dans  la  somme 

A  oa  4-  lî  o|i  -h. . .+  LoX  +  0§2^. 

F.e  coefficient  de  chacune  d'elles  est  identiquement  nul. 

*2.  Coefficients  calorifiques  du  système  en,  équilibi'e.  —  Vowv 
expliquer  commodément  ce  qui  va  suivre,  nous  emploierons  le  lan- 
gage de  la  Géométrie  à  n  dimensions,  n  étant  le  nombre  des  para- 
mètres a,  ^,  ...,  X,  r,  qui  définissent  l'état  du  système.  Les  énoncés 
auxquels  nous  parviendrons  pourront  toujours  être  représentés  par 
des  figures  planes  s'il  n'y  a  qu'un  seul  paramètre  tel  que  a,  [3,  .  • .,  X, 
et  par  des  fîg-ures  dans  l'espace  s'il  y  en  a  deux. 

(')  Marcel  Builloli.n,  Déforinalions  permanentes  et  Thermodynamique 
{Comptes  rendus,  6,  i3,  20  et  27  février  1888). 
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Un  état  du  système,  correspondant  à  un  système  de  valeurs  des 
coordonnées  a,  [3,  . . .,  ^,  Sr,  sera  représenté  par  un  yoom/ dans  l'espace 
à  //  dimensions.  Une  modification,  correspondant  à  une  série  linéaire 
de  valeurs  de  a,  [3,  . . .,  X,  2r,  sera  représentée  par  une  ligne. 

Le  système  étant  pris  dans  un  état  déterminé  (a,  (3,  ...,  A,  ^)  les 
actions  A,  B,  . . .,  L,  0  qui  le  peuvent  maintenir  en  équilibre  dans  cet 
état  sont,  par  hypothèse,  des  fonctions  uniformes  et  continues  des 
variables  a,  (55,  ...,>.,&. 

[  A=/a(a,  p,  ...,X,2r), 

L=/>(a,(3,...,X,S), 
0=/3(a,p,...,X,&). 

Ces  é(|ualions  (i)  sont  les  équations  d'équilibre  du  système;  ces 
équations  seront  dites  connues  lorsqu'on  connaîtra  la  forme  des 
//  fonctions  a,  p,  . . .,  X,  2r. 

Soit  U  la  fonction  uniforme  et  continue  de  a,  p,  ..,,  X,  2r,  qui 
représente  l'énergie  interne  du  système.  Posons 

R    _  ^U        /a 


^P- W  ~  1Ë 


(2)  ' 


Rx 


^   -~d^  ~    E  • 

Les  //  quantités  11^,  Hp,  ...,  Rx,  G  définies  par  ces  équations  seront 
des  fonctions  uniformes  de  a,  p.  ...,  X,  ^.  Ce  seront  \V^  Partie, 
Chap.  III,  égalités  (12)  et  (12  bis)\  les  coefficients  calorifiques  du 
système  en  équilibre.  Parmi  ces  paramètres,  il  en  est  un  qui  se  dis- 
tinguera des  autres  par  des  propriétés  particulières;  c'est  le  coeffi- 
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cienl  C;  nous  \c  nonuncrons  la  ccipacité  calorifique  du  système,  re- 
lative aux  variables  a,  [3,  . . .,  X,  !7. 

('oiniuo  la  (|iiaiilitô  V  (Fimo  pari  (!'*  Parlio,  Cliap.  Il,  n"  2, 
{lixiôino  convoiition)  et  les  (jiianlilôs  A,  lî,  ...,  L,  0  craulre  pari 
(ce  (^hapllre,  n"  I),  lesqiiaiiliu'vs  !{«,  Hp,  ...,  R^,  (^  "c  dôpciuioiil  pas 
(le  celles  des  variables  a,  ^,  . . .,  X,  ^,  qui  lîxenl  la  posilion  absolue  du 
système  dans  res[)ace.  De  plus,  ceux  des  coefficieuls  calorili(jues  (jui 
niulliplieiaienl,  dans  l'expression  de  dO^  les  varialions  de  ces  der- 
nières variables  sonl  idenlicpienienl  nuls. 

I /équation 

( 3 )  dq  =  -  OU  ^^^  -+-  lîp  ^?  -+-  •  •  •  -^  I^x  ^X  4-  C  c^) 

détermine  [T*  Partie,  Cliap.  III,  égalité  (i3)]  la  quantité  de  clialcur 
déi;ai;ée  |)ar  le  système  tandis  qu'il  subit  la  modification  réelle  ou  vir- 
tuelle (oa,  oJ3,  . . .,  ($X,  o'z). 
L'équation  dilTérenlielle 

(4)  I\a  doi  -+-  \{<^  d'^  -h  ...  -h  i{>  d\  -h  C  dxj  =  o 

leprésoiite,  dans  Tespace  à  n  dimensions  considéré,  une  famille 
d'espaces  à  (/i  —  i)  dimensions  (de  lignes,  dans  Tespace  à  deux  di- 
mensions, de  surfaces  dans  l'espace  à  trois  dimensions).  Nous  admet- 
trons (pie,  par  tout  point  (a,  p,  . . .,  X,  S)  o?6'  l'espace  à  n  dimen- 
sions, il  passe  un  et  un  seul  de  ces  espaces  à  {n  —  i)  dimensions; 
(j[ue,  de  plus,  l'espace  ainsi  déterminé,  qui  passe  par  le  point 
(a,  ^,  •..,  X,  j),  se  dépdacc  et  se  déforme  d'une  manière  continue 
lorsque  le  point  (a,  ^,  ...,  A,  S:)  se  déplace  d'une  manière  continue. 

Nous  admettrons  en  outre  qu'un  espace  à  adiabali(|ues  réversibles 
ne  se  ferme  jamais  sur  lui-même  comme  une  ligne  fermée  ou  une  sur- 
face fermée,  mais  qu'il  forme  toujours  un  espace  simplement  con- 
nexe, s'étendant  jusqu'aux  limites  du  cliamp  des  valeurs  des  a, 
3  A    2r 

Considérons  une  ligne  quelconque  tracée  tout  entière  en  l'un  de 
ces  espaces  à  (/i  —  i)  dimensions.  Cette  ligne  représentera  une  suite 
continue  d'états  du  système.  En  chacun  de  ces  états  (a,  p,  ...,  X,  S-), 
supposons  le  système  entouré  de  corps  (|ui  ont  la  même  température 
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que  lui  et  qui  exercent  sur  lui  des  actions  données  par  les  égalités  (i). 
Cette  suite  d'états  sera  une  suite  d'étals  d'équilibre.  D'après  Thypo- 
thèse  indiquée  au  Chap.  I,  n"8,  cette  suite  d'états  d'équilibre  consti- 
tuera une  modification  réversible.  Les  égalités  (3)  et  (4)  montrent 
que,  pour  tout  élément  de  cette  modification  réversible,  on  aura 

dÇ)  =  G, 

en  sorte  que  cette  modification  réversible  sera  adiabatique.  Ainsi 
toute  ligne  tracée  en  entier  en  l'un  des  espaces  à  (n  —  i)  dimen- 
sions définis  par  l'équation  (4)  représente  une  modification  adia- 
batique réversible  du  système.  Nous  nommerons  chacun  des  espaces 
à  (/i  —  i)  dimensions  définis  par  l'équation  (4)  un  espace  à  adiaba- 
tiques  réversibles . 

Prenons  deux  points,  m  et  /i,  dans  l'espace  à  n  dimensions  consi- 
déré; entre  ces  deux  points,  m  et  /z,  menons  deux  lignes,  /  et  /',  telles 
que  chacune  d'elles  n'ait  pas  plus  d'un  point  commun  avec  un  même 
espace  à  adiabatiques  réversibles.  Les  propositions  suivantes,  évidentes 
géométriquement  lorsque  les  espaces  à  adiabatiques  réversibles  sont 
des  lignes  {n  =  i)  ou  des  surfaces  (/i  =  3),  peuvent  être  énoncées 
d'une  manière  entièrement  générale  : 

L'espace  à  adiabatiques  réversibles  mené  par  un  point  a  de  la 
ligne  /  rencontre  la  ligne  /'  en  un  et  un  seul  point  a'  ;  les  deux  points 
a  et  a'  sont  àiis  points  correspondants . 

Si  les  trois  points  a',  6',  c'  de  la  ligne  /'  correspondent  respective- 
ment aux  trois  points  a,  b,  c  de  la  ligne  /;  si  le  point  b  est  situé,  sur 
la  ligne  /,  entre  les  points  a  et  c,  le  point  b'  est  situé  sur  la  ligne  /', 
entre  les  points  a'  et  c' . 

Si  deux  points  a,  b  sont  infiniment  voisins  sur  la  ligne  /,  leurs  cor- 
respondants a',  b'  sont  infiniment  voisins  sur  la  ligne  /'. 

Au  point  m  sur  la  ligne  /  correspond  le  même  point  m  sur  la 
ligne  /';  au  point  n  sur  la  ligne  /  correspond  le  même  point  n  sur  la 
ligne  y . 

Ce  mode  de  correspondance  entre  les  points  de  deux  lignes  va  nous 
être  utile  dans  la  démonstration  du  théorème  de  Clausius,  démon- 
stration que  nous  allons  maintenant  aborder. 
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.">.  Dcmoiisliation  du  llicoivinc  itc  CUiusius.  —  IJiio  limite  (inol- 
(.M)ii(|iio,  Irarc'c  daiis  Tospace  à  //  dinuMisions  considôré,  rcprôseiilo  une 
snilo  (["(ials  du  sNslèmc;  si,  dans  cliacuM  de  cos  riais,  nous  supposons 
\o  svstônu'  t'ulouré  do  corps  à  la  nuMue  lenipéraluro  (pie  lui  et  oxcrçaul 
sur  lui  des  aelions  données  par  les  ég'alités  (i),  chacun  de  ces  clals 
<l(^viendra  un  étal  (Técpiilibre,  et  la  suite  de  ces  états  sera  une  ino- 
dilicaliou  ié\ersil)le.  Aiu>«i,  f//ir /i^/ic  qiirlcoïKjuc,  h-dcrc  ddiis  Tcs- 

parc  ih's  a,  J3 X,  !r,  rcprèscnlc   toujoiws,  d'une  et  d'une  seule 

manière,  une  nmdi fication  fch'efsihle  du  .système. 

Nous  allons  étudier  les  propriétés  de  send)lal)les  Iranslornialious; 
mais  nous  sujiposerons  provisoirenieul  chacune  des  modifications  ré- 
versihles  étudiées  soumise  à  certaines  restrictions  (pie  nous  lèverons 
ensuite  une  à  une  : 

i"  I.a  lij;ne  qui  représente  une  des  modifications  réversibles  étu- 
diées ne  présente  aucune  partie  d'étendue  finie  tracée  eu  entier  dans 
un  espace  à  adiabaticjues  réversibles; 

2"  l.a  li«,nie  (jui  représente  une  des  modifications  réversibles  étu- 
diées ne  rencontre  jamais  plus  d'une  fois  un  même  espace  à  adiaba- 
ti<pies  réversibles.  Cette  dernière  restriction  supj)()se  évidemment 
celte  autre  :  la  ligne  considérée  ne  passe  pas  plus  (rune  fois  par  un 
même  point. 

Considérons  deux  modifications  réversibles  /,  /',  soumises  aux  res- 
trictions précédentes;  toutes  deux  prennent  le  système  dans  le  même 
état  initial,  représente  par  le  point  m,  et  l'amènent  au  même  état 
final,  représenté  par  le  point  n. 

Soient  a,  b  deux  états  infiniment  voisins  de  la  modification  /, 
Tétat  b  venant  après  Tétai  a  lorsqu'on  suit  la  modification  /  en  allant 
de  m  vers  n.  Soient  a',  b'  les  deux  états  de  la  modification  /'  qui  cor- 
respondent respectivement  aux  deux  états  a,  b.  D'après  ce  que  nous 
avons  vu,  les  deux  états  «',  b'  sont  infiniment  voisins  sur  la  modifica- 
tion /'  et,  lorsqu'on  parcourt  cette  modification  de  m  en  n,  on  ren- 
contre l'étal  a'  avant  l'état  b' . 

Soient  S  la  température  du  système  pris  dans  l'état  a  et  ^'  la  tem- 
pérature du  système  pris  dans  l'état  a' .  Soient  c/Q  la  quantité  de  cha- 
leur dégagée  par  le  système  pendant  cju'il  subit  la  modification  réver- 
sible infiniment  petite  ab  et  dÇ^'  la  quantité  de  chaleur  dégagée  par  le 
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système   pendant    qu'il    subit  la   modification    réversible   infinirnent 
petite  a' b' .  Nous  allons  nous  proposer  de  démontrer  que  l'on  a 

V^>'  F(2r)         F(S')' 

Par  le  point  a,  menons  une  ligne  isothermique  jusqu'au  point  c  où 
elle  rencontre  l'espace  à  adiabaliques  réversibles  mené  par  le  point  Z>; 
en  général,  le  point  c  sera  infiniment  voisin  des  deux  points <2  et  b.  De 
même,  par  le  point  a',  menons  une  ligne  isotliermique,  jusqu'au 
point  c'  où  elle  rencontre  l'espace  à  adiabatiques  réversibles  mené  par 
le  point  b' ;  en  général,  le  point  c'  sera  infiniment  voisin  des  points  a' 
et  b'.  Nous  supposerons  réalisées,  pour  le  moment,  les  hypothèses  que 
nous  venons  d'indiquer,  quitte  à  revenir  plus  tard  au  cas  où  elles  ne  le 
seraient  pas. 

Joignons  les  deux  points  c,  b  par  une  ligne  infiniment  petite  tracée 
en  l'espace  à  adiabatiques  réversibles  auquel  appartiennent  ces  deux 
points;  joignons  de  même  les  deux  points  c',  b'  par  une  ligne  infini- 
ment petite  tracée  en  l'espace  à  adiabatiques  réversibles  auquel  a}jpai  - 
tiennent  ces  deux  points. 

Les  lignes  ac,  cb,  a'c',  c'b'  représentent  chacune  une  modification 
réversible  infiniment  petite  du  système. 

Les  deux  modifications  réversibles  cb,  c'b'  sont  adiabatiques; 
lorsque  le  système  subit  l'une  quelconque  d'entre  elles,  il  dégage  une 
quantité  de  chaleur  égale  à  zéro. 

Soient  dQ^  la  quantité  de  chaleur  que  le  système  dégage  lorsqu'il 
décrit  l'isothermique  réversible  ac  et  dQ'^  la  quantité  de  chaleur  que 
le  système  dégage  lorsqu^il  décrit  l'isothermique  réversible  c'a'. 

Considérons  le  cycle  fermé  et  réversible  abca\  lorsque  le  système 
décrit  ce  cycle,  il  dégage  une  quantité  de  chaleur  (dQ  —  <iQ,);  en 
appliquant  l'égalité  ([G)  (T"^  Partie,  Chap.  III)  à  chacun  des  éléments 
de  ce  cycle,  nous  trouverons  sans  peine  l'égalité 

E(^/Q  -  dQ,)  = . /"( A  dry.  +  B  r/[3  + . . . -f-  L dl  +  0 dh), 

l'intégrale  s'étendant  au  cycle  abca  tout  entier. 


3'|/|  p.     Itl  IIEM. 

Soit  (a,,  [3,,  . .  .,  X,,  Sr,  )  un  (l(\s  poinls  do  ce  cycle;  soicnl  A,, 
H,,  ...,  L,,  B,  les  valeurs  (jue  prennent,  en  ce  point,  les  fonctions  A, 
15,  . .  .,  L,  0;  nous  pourrons  écriiH^  régalité  précédente 

E(dQ  -  ^/Q,)  =  A,  fdoL  4-  n,  /V/p  -h.,  .-f-  L,  fd\  +  9,  [(/?:: 
^  J\(A  -  A,)  doL  -h{n  ~  \l,)  d^  -h. . . 

Mais,  comme  le  cycle  est  fermé,  on  a 

I  doL  =^  o,  /  rf^  =  o,  . . . ,  I  cTk  =  o,  I  dxj  =  o. 

D'autre  part,  comme  les  quantités  A,  B,  .. .,  L,  0  varient  par  hy- 
pothèse d'une  manière  continue  avec  la  position  du  point  (a,  [3,  ...,X,Sr), 
les  quantités 

(A-A.),     (B-B,),     ...,     (L-L,),     (0-(^.) 

sont  des  quantités  infiniment  petites,  au  moins  du  même  ordre  (pje 
les  dimensions  du  cycle,  La  quantité 

f[(\  —  A,) do^  -h(B  -  B,)d^  -h  . . .  -h{L  -  L,)d\-ï-(&-Q,)d^] 

est  donc  un  infiniment  petit  d'ordre  supérieur  aux  dimensions  du  cycle , 
en  sorte  que  l'égalité  précédente  permet  d'écrire 

(6)  «fQ  — ^Q,  =  o. 

Une  démonstration  analogue,  appliquée  au  cycle  a' h' c'a',  donne 
l'égalité 

(7)  dQ'^dq\=o. 

Faisons  maintenant  décrire  au  système  : 

i'*  L'isothermique  réversible  ac,  relative  à  la  température  £r; 
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2"  L'adiabatique  réversible  ch\ 

3"  L'adiabatique  réversible  bb'  \ 

4"   L'adiabatique  réversible  ^'c'; 

5°  L'isotbcrmique  réversible  c'a',  relative  à  la  température  &'; 

()^  L'adiabatique  réversible  a' a. 

Le  système  aura  décrit  un  cycle  de  Carnot  réversible  entre  les  tem- 
pératures 2r  et  2r';  à  la  température  2r,  il  aura  dégagé  une  quantité  de 
cbaleur  c/Q,  ;  à  la  température  S/',  une  quantité  de  cbaleur  d(ï^  ;  on 
aura  donc  [Cbap.  II,  égalité  (22  bis)\ 

F(2r)  "^  F(r:r'l         "' 

En  vertu  des  égalités  (6)  et  (7),  cette  égalité  fournit  l'égalité  (.")), 
que  nous  voulions  démontrer. 

Considérons  successivement  tous  les  éléments  de  la  transforma- 
lion  /,  en  allant  de  m  vers  ti\  les  éléments  qui  leur  correspondent  sur 
la  transformation  /'  décriront  une  et  une  seule  fois  la  transformation  /' 
en  allant  de  m'  vers  n' .  Pour  cbaque  groupe  d'éléments  correspon- 
dants, écrivons  l'égalité  analogue  à  l'égalité  (5)  et  ajoutons  membre 
à  membre  les  résultats  obtenus;  nous  trouverons  l'égalité 

(jui  nous  conduit  à  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Considérons  toutes  les  modifications  rihcrsibles  (^soumises  aux 
restrictions  indiquées)  qui  conduisent  le  système  de  i/état  m  à 
l'état  n,  ces  deux  états  étant  quelconques; pour  toutes  ces  modifica- 
tions, Vintégrale 

J   F(2r) 
a  la  même  imleur. 


Il  s'agit  maintenant  de  lever  successivement  les  diverses  restrictions 
que  nous  avons  admises  pour  effectuer  la  démonstration  précédente. 

Nous  avons  admis  qu'en  tout  point  a  de  la  ligne  /  on  pouvait  mener 
une  isotbermique  rencontrant  l'espace  à  adiabatiques  réversibles  mené 

Journ.  de  Math.  (4'  série),  tome  IX.  —  Fasc.  lll,  1893.  4  \ 
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par  le  point  A,  iiiliiiiiiioiil  Noisiii  du  point  <f  en  un  point  r,  <pii  soil 
Ini-niômc  inlininionl  voisin  dn  jioint  a.  (\A\\  roviont.  à  admcllro,  on  le 
voit  aisônionl,  «jnc  la  li<;no  isotIuM micpie  issue  du  point  a  n'est  jias 
tangente  au  point  n  à  Tespaee  à  adiahatiques  réversibles  qui  passe 
paree])oint.  Une  hypothèse  semblable  a  été  f;'.ite  pour  tout  pointe/' 
de  la  ligne  / . 

Va\  premier  lieu,  on  \oit  aisément  (pi<',  s'il  existe  soit  sur  la  ligne  /, 
soit  sur  la  ligne  /',  soit  sur  toutes  deux,  un  nombre  limité  de  points 
isolés  les  uns  des  anti'es,  pour  lequel  Thypotliése  ])r(''e(''(lento  cesse 
d'être  exacte,  le  théorème  précédent  ne  sera  certainement  pas  en  dé- 
faut. Il  ne  pourrait  donc  être  en  défaut  que  s'il  existait  sui'  l'une  au 
moins  de  ces  lignes,  la  ligne  /  par  exemple,  une  portion  d'étendue 
finie,  la  portion /Ji,'//,  en  tout  point  de  laquelle  l'isothermique  réver- 
sible serait  tangente  à  resj)ace  à  adiahatiques  réversibles. 

Si  de  send)lal)les  conditions  sont  remplies  pour  la  ligne  fgli-,  deux 
cas  sont  à  distinguer. 

Il  est  possil)le  que,  du  point  f  au  point  A,  on  puisse  mener  des 
lignes  fii  h  infiniment  voisines  de  la  W^^na  fgli  et  qui  échappent  aux 
conditions  précédentes. 

Il  est  possible  au  contraire  que  tous  les  points  de  la  ligne  /^^  ap- 
partiennent à  un  domaine  D,  tracé  dans  fespacc  a,  p,  ,. .,  X,  2r,  et 
qu'en  tout  point  de  ce  domaine  l'isothermique  réversible  soit  tan- 
g^ente  à  l'espace  à  adial)ati(|ues  réversibles. 

Dans  le  premier  cas,  l'intégrale  /  -t-t-t  étendue  à  la  ligne  iiif^' Un 

aura,  d'après  la  démonstration  précédente,  la  même  valeur  que  l'inté- 
grale de  même  forme  étendue  à  la  ligne  V .  Sa  valeur  ne  variera  donc 
pas  lorsque  la  ligne  mfg'hn  variera  d'une  manière  continue  de  ma- 
nière à  tendre  vers  la  ligne  mf<^hn  ou  /;  or,  dans  ces  conditions,  cette 
intégrale  tend  certainement  vers 


On  a  donc  encore  dans  ce  cas 


X 
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Seul,  le  second  des  deux  cas  que  nous  venons  de  distinguer  denieure 
exclu  de  nos  recherches. 

Essayons  de  caractériser  ce  cas  d\ine  manière  plus  précise. 
Une  isothermique  réversible  satisfait  à  l'équation  difTérentielle 

dSj  =  o . 

Un  espace  à  adiabatiques  réversibles  est  défini. par  l'équation  ditlé- 
rcntielle 


=  o. 


(4)  Raf/a-f-Rp6/f3  4-...+  R),frA  +  Cf/.r 

Pour  qu'en  tout  point  (a,  [3,  . . .,  X,  Sr)  du  domaine  D  une  isother- 
inique  réversible  quelconcjue  soit  tangente  à  l'espace  à  adiabatiques 
réversibles,  il  faut  et  il  suffît  que  l'on  ait,  en  tout  point  du  domaine  D, 

(9)  Ra  =  o,  Rp  =  o,  •••,  R),=  o. 

iVoM5  excluons  donc  provisoirement  de  nos  recherches  les  sys- 
tèmes qui  vérifieraient  les  égalités  (ç))  en  tous  les  points  d'un  do- 
maine d'étendue  finie  appartenant  à  l'espace  des  a,  [3,  ..,,};,  Sr. 

Nous  avons  admis  jusqu'ici  (jue  chacune  des  deux  modifications  / 
et  /'  ne  rencontrait  pas  en  plus  d'un  point  un  môme  espace  à  adiaba- 
tiques réversibles.  Nous  allons  maintenant  nous  alfranchir  de  cette 
restriction  et  admettre  cjue  chacune  des  deux  modifications  /et  /'peut 
rencontrer  un  même  espace  à  adiabatiques  réversii)les  en  un  nombre 
fini  de  points,  isolés  les  uns  des  autres. 

Menons  l'espace  à  adiabatiques  réversibles  E(/;^)  qui  passe  parle 
point  m  et  l'espace  à  adiabatiques  réversibles  E(/î)  qui  passe  par  le 
point  n.  Ces  deux  espaces  à  {n  —  i)  dimensions  partagent  l'espace 
à  n  dimensions  en  trois  régions;  une  de  ces  régions  est  comprise  entre 
les  espaces  E(/7?)et  E(/î);  les  deux  autres  sont  extérieures.  Si  Ton 
mène  la  droite  de  manière  à  rencontrer  le  point  m  au  point  n,  et  si 
l'on  suit  cette  droite  de  manière  à  renconti^er  le  point  m  plus  tôt  cjue 
le  point  /i,  avant  d'arriver  au  point  m^  on  se  trouve  dans  une  région 
que  je  nommerai  la  première  ;  au  moment  où  l'on  passe  par  le  point  m^ 


348  p.   m  HEM. 

(Ml  nôiirh't*  i]:\u^  iiiio  rriiion  (lUc  je  iioiiiiiuMai  /a  (Jru.ru'Dic ;  lui  rno- 
nuMil  où  Ton  |);iss('  pai'  K'  |)(>inl  //,  on  (|iiillo  colli»  spcoiido  rogioii  |)<»ur 
jXMu'MrtM'  dans  niio  rôi^ioii  «lnc  j(*  noiiinitM-ai  la  ffoisiènic  {'). 

Il  |)(MiI  arriver  (\uc  la  lii;in'  /  ail  avec  u\\  espace  à  a(lial)ali(|ues  ré- 
\(M'sil)les  \'],  anire  (jiie  l'espacv  \'l( ///)  ou  l'espare  \'](/t),  un  point  de 
rencontre /^  sans  traverser  cet  es|)aeeenee  point  de  rencontre.  Si  l'on 
mène  deux  espaces  à  adiahatiipies  i'éversil)l(>s  inliniineiit  voisins  de 
respace  K,  ot  situ('*s"de  jtail  et  d'antre  de  cet  espace,  l'un  d'eux  n'aura 
a\t'C  la  lii^iie  /  aucune  l'enconlre  iidininuMil  \(»isine  du  point/;,  tandis 
<pie  l'autre  aura  a\ec  la  lii;ne  /  deux  reni'ontr-es  iidininient  \oisines  du 
point  p. 

Prenons  sur  la  li|;iie  /  tous  les  points,  analogues  à  />,  où  la  ligne  ( 
\ient  renconti-er  un  espace  à  adial)ali<pies  révcrsil)lcs  sans  le  traverser; 
|>renons  de  niènie,  sur  la  ligne  /',  tous  les  points  où  la  ligne  /'  vient 
rencontrer  un  espace  à  adiahaticjues  réversibles  sans  le  traverser.  Par 
tons  ces  points,  menons  des  espaces  à  adial)ati([ues  réversibles.  Joints 
aux  espaces  !'>( /// )  et  K(n),  ils  divisent  l'espace  en  un  certain  nombie 
de  .vo//.s-/v'i''/o/Av. 

rous  les  espaces  à  adiabaticpuîs  réversibles  situés  dans  une  même 
sous-région  rencontrent  la  ligne  /  en  un  même  nombre  N  de  points  et 
la  ligne  /'  en  un  même  nombre  N'  de  points.  Si  la  sous-région  consi- 
dérée fait  partie  de  la  deuxième  région,  les  deux  nombres  N  et  N'  sont 
impairs;  si  la  sous-région  considérée  est  située  dans  la  première  on 
dans  la  troisième  région,  N  et  \'  sont  pairs  ou  nuls, 

(Considérons  une  sous-région  comprise  dans  la  deuxième  région; 
dans  cette  sons-région,  menonsun  espace  à  adiabaticjues  réversibles  !']; 
il  rencontre  la  ligne  /  en  (  2A  -+- 1)  points;  numérotons  ces  points  dans 
Tordre  où  les  rencontre  la  ligne  /  allant  du  point  fu  au  point  z^;  soient 
<7,,  a.,,  ...,  «aAi  <^2A4-i  t-'cs  points.  Ce  même  espace  à  adiabaliques réver- 
sibles rencontre  la  ligne  /'  en  (2A'-l-  i)  points;  numérotons  ces  [)oints 
dans  Tordre  où  les  rencontre  la  ligne  /'  allant  du  point  m  au  point  n\ 
«', ,  a'.,,  . .  .,  «2^.,  a^x +1  ces  points. 

Sur  la  ligne  /,  menée  de  //i  vers  /i,  prenons  un  point  /;,  qui  soit  ren- 


(•)  Au  cas  où  les  deux  points  m  et  n  seraient  sur  un  même  espace  à  adiaba- 
tiques  réversibles,  la  première  et  la  troisième  région  coïncideraient. 
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contre  infiiiiinent  peu  après  le  point  a,,  et  qui  se  trouve  ainsi  dans  la 
même  sous-région  ([ue  le  point  «,.  Par  ce  point  ^,,  menons  un  espace 
à  adialîaliques  réversibles  F;  d'après  ce  que  nous  avons  supposé  au 
sujet  des  espaces  à  adiabatiques  réversibles,  Fespace  F  sera  partout 
infiniment  voisin  de  l'espace  E,  sans  jamais  le  rencontrer.  L'espace  F 
rencontrera  la  ligne  en  /  en  (2/1  -+-  1)  points  ^,,  b.y,  .  • .,  f^-2k,  i^ik+n  l'^s- 
j)cctivenient  voisins  des  points  «,,  a.,,  .  .  .,  a^/r,  ci-ik+t  i  il  rencontrera  la 
ligne  /'  en  (2 A' -H  i)  points  b\,  h.,,  ...,  /y^/, ,  />2/,.+i,  respectivement  voisins 
(les  points  a\,  «',,  ....  a,,^-,  «1a_hi- 

Sur  la  ligne  /,  menée  de  />/  vers  n,  les  points  a,,  />,  sont  rencontrés 
dans  Tordre  suivant 

«n       f>iy       b>,       «;.,       «:n       f^M       ■•-,       ^'-2/.,       (t-ik,       Chk+i,       f>-ih^^^ 

ce  cjui  nous  donne  (2/1  -h  i)  modificalions  réversibles  infiniment  petites 
ayant  leur  lig;ne  représentative  entre  les  espaces  1^]  et  F.  Ces  niodiiica- 
lions  sont 

c/,Z^,,      b.a.,,      (t.J>^,      ...,      /^oA^/oAi      «,>ah-./^j/;+)- 
Adoptons,  pour  ces  modifications,  les  notations  suivantes  : 

Modification  subie  Tem[)éraluic  initiale         Chaleur  dégagée 

pai-  le  système.  du  système.  par  le  système. 

rt,^,  &,  c/Q, 

b-ikaok  "^îk  dQ^,, 

<^2k+l  b-ik^l  ^2k+\  dQj/c+i 

Sur  la  ligne  /',  menée  de  m  vers  //,  les  points  a'.  ^  b'-  sont  rencon- 
trés dans  l'ordre  suivant 

«;,      b\,     b',,     a'.,,   ■  a;,     b'.^,      ...,      b',,.,     a',,,,     a',,.^„     b,,.^,, 
ce  qui  nous  donne  (•2k' -+- 1)  modifications  réversibles  infiniment  pe- 
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tiles  avanl  leur  ligne  ropréscnlalivc  ciilio  les  ('Sj)aces  I']  ol  b\  (les  iiio- 
(lilications  sont 

a\h\,      i>.,(i.,,      a'J>'.^ /4'^<,      (''i^^iK^+i- 

Adoplons,  pour  CCS  luodilicalions,  les  iiolalic^Ds  siii\aiilos  : 

Moilificalion  siil)ic  To m pr rature  inilialf        Clialoui'  dégagée 

par  II'  syslènu".  du  syslème.  i)ar  le  système. 

a\  b\  &;  di)', 

(Considérons  les  (Kmi\  Iranslorinalions  a^h^  cl  h.,a.,.  (In  laisoimc- 
nicnt  aiialoiiiic  à  celui  (|iii  nous  a  f(Miriu  régalilé  (5)  nous  donnera 
sans  p<'inc 


De  même,   la   considération  des   deux  modificalions  (i-^lf^  cl   l'.a,, 

nous  doïHiera 

r/Q,  di),    _ 

On  continuera  de  même  jusqu'à  considérer  les  deux  modillcal  ions 
Oik-s  i^ik-\  *'l  ^'jA«2A5  fjiii  donneront 


Semblablement,  on  prouvera  que  Ton  a 

F(&;)  ^F(&;) 

F(&3)  ■  t^(^;) 


=  o, 


^QsA-i     ,    j5?QU'  _  ^ 


F(&2^._,)  F(3r2,..) 
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Enfin,  la  comparaison  des  modifications  a^h+x  ^2A+i  et  «îam  i  ^X/, +,  donne 
réj^alité 

Ces  diverses  égalités  permettent  d'écrire 


rfQ,  dq,  dQ,;,      ,       dQ 


-f- 


2A-H-1 


F(^,)  F(^,)        •••   '    F{%„)  ^  F{%,^,) 

F(&;)  "^  F(2r,j  -^•••-^-  Fl2r,,.)  ^  F(&;,.^,)' 

On  peut  écrire  une  égalité  analogue  pour  tout  système  formé  par 
deux  espaces  à  adiabatiques  réversibles  infiniment  voisins  tracés  dans 
la  sous-région  considérée;  on  aura  donc  pour  cette  sous-région  tout 
entière 

^^  ^F(^j        ^F(^')' 

dans  cette  égalité,  le  premier  signe  V  s'étend  à  tous  les  éléments  de  la 

modification  /  qui  sont  situés  dans  la  sous-région  considérée  et  le 
second  à  tous  les  éléments  de  la  modification  /'  situés  dans  la  même 
sous-région. 

A  chaque  sous-région  comprise  dans  la  deuxième  région  on  peut 
appliquer  un  raisonnement  semblable  qui  fournira  une  égalité  ana- 
logue, en  sorte  qu'on  peut  supposer  l'égalité  (lo)  étendue  à  la 
deuxième  région  tout  entière. 

Considérons  maintenant  une  sous-région  comprise  soit  dans  la  pre- 
mière, soit  dans  la  troisième  région;  dans  cette  sous-région,  menons 
un  espace  à  adiabatiques  réversibles  E;  il  rencontre  la  ligne  /en  ik 
points;  numérotons  ces  points  dans  l'ordre  où  on  les  rencontre  sur  la 
ligne  /  en  allant  du  point  m  au  point  /^;  soient  a^^  a^,  . . .,  «aA-i?  <^^2A 
ces  points. 

Sur  la  ligne  /,  menée  de  m  vers  «,  prenons  un  point  b^  qui  soit 
rencontré  infiniment  peu  après  le  point  a,,  et  qui  se  trouve  ainsi  dans 
la  même  sous-région  que  le  point  a,;  par  ce  point  h^^  menons  un 
espace  à  adiabatiques  réversibles  F;  d'après  ce  que  nous  avons  sup- 
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posô  au  sujol  (It's  espaces  à  a(lial)ali(|iios  ivversihlos,  l'espace  1''  sera 
parloul  iiillnimenl  voisin  de  res[)ace  I"]  sans  jamais  le  renconlrer. 
l/espace  F  rencoulrera  la  lij^iie  /  en  -ik  points  />,,  />.,  .,.,  A.,/,   ,,  A.,/,, 

i-especliv(Mnenl  voisins  des  j)oinls  </,,  it., <i.,^    ,,  (i.,f^. 

Sur  la  Hune  /,  les  points  r/,,  h,  sont  r(Micontr('"^  dans  Toidre  suivant, 

'/,,         /',,         /'j,         ^'25  "j'         ''^ ?         ^'-h     .^         ^'jA     1'  ^'-A,         ('ik, 

i-e  ipji  donne  liA  modifications  réNersil)l(>s  infiniment  petites  ayant 
leur  ligne  rej)résenlalive  comprise  entre  les  espaces  I']  el  K;  ces  niodi- 
licalions  sont 

La  considération   de  ces  modifications  donne  aiscMuenl  les  égalilés 


qui  donnent  elles-mêmes  régalité 


dQ,      ,      dQ,     ,         ^    dQ,,    ^^ 


F(S,)  ^  F(&J        •••   ^  F(^,;,) 

Ou  peut  écrire  une  égalité  analogue  pour  tout  système  formé  par 
deux  espaces  à  adiahatiques  réversibles  infiniment  voisins  tracés  dans 
la  sous-région  considérée;  on  aura  donc,  pour  cette  sous-région  tout 
entière 

/      \  ^    dQ 

le  signe  V  s'étendant  à  tous  les  éléments  de  la  modification  /  qui  sont 
situés  dans  la  sous-région  considérée. 
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A  chaque  sous-région  comprise  dans  la  première  ou  dans  la  troi- 
sième région  on  peut  appliquer  un  raisonnement  semblable  qui  four- 
nira une  égalité  analogue,  en  sorte  que  l'égalité  (i  i)  peut  être  étendue 
à  l'ensemble  de  la  première  et  de  la  troisième  région. 

On  démontrerait  de  même  l'égalité 

dans  laquelle  le  signe ^  s'étend  à  tous  les  éléments  de  la  modifica- 
tion /'  qui  sont  situés  dans  la  première  ou  dans  la  troisième  région. 
Des  égalités  (lo),  (i  i )  et  (i  i  bis),  on  déduit  facilement  l'égalité 


^^  J,  F(^)  -J^.  ¥{^' 


Il  nous  reste  à  lever  une  dernière  restriction. 

Nous  avons  admis  que  ni  la  modification  /,  ni  la  modification  /',  ne 
contenait  une  portion  d'étendue  finie  tracée  en  entier  en  un  espace  à 
adiabatiques  réversibles. 

Supposons  maintenant  que  la  modification  /présente  certaines  por- 
tions d'étendue  finie  X,,  Xj,  ...,  tracées  en  entier  sur  les  espaces  à  adia- 
batiques réversibles  E,,  Eo,  ...  ;  que,  de  même,  la  modification  /'  pré- 
sente certaines  portions  d'étendue  finie  X'^,  X!,,  ...,  tracées  en  entier 
sur  les  espaces  à  adiabatiques  réversibles  E, ,  E'^, 

Pour  toute  modification  adiabatique  réversible,  on  a  constamment 

^Q  =  o. 
On  aura  donc 


o, 


),,  "  V-^A  e/y,  F(^) 


et  pareillement 


Journ.  de  Math.  (4°  série),  tome  IX.  —  Fasc.  III,  1898.  4^ 
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On  jn)iirra  donc,  sans  niodifior  la  vaknir  de  /  •prYyr  et  de  /  yT^'V 

lelranclier  do  la  niodilicalion  /,  les  portions  X,,  X.,  . . .,  et  de  la  modifi- 
cation /',  les  portions  X',,  X^, Il  snffira  alors  do  faire  lignrer  los 

espaces  K,,  E.,  ...  et  les  espaces  E',,  K,,  . . .,  au  nombre  do  ceux  (jui 
liinilonl  les  sons-régions,  puis  de  reproduire  les  raisonnements  précé- 
donls,  pour  prouvoi"  (pu'  Ton  a 

\c  premier  signe 2]  s'étendanl  à  tous  ceux  des  éléments  do  la  modifica- 
tion /  (pii  ne  sont  pas  compris  dans  les  portions  X,,  X..,,  ..,,  et  le  second 
signe  V  s'étendant  à  tous  ceux  des  éléments  de  la  modification  /'  «pii 

no  sont  pas  compris  dans  los  portions  X',,  X.,,  .... 

L'ensomhlo  dos  égalités  (12),  (12  bis)  et  (i3)  fournit  aisément 
fégalité 

^^^  J,  F(F)  -J,  iW) 

Celte  égalité  n'est  donc  plus  soumise  qu'aux  restrictions  indiquées 
au  u"  1  et  aussi  à  cette  condition  que  Von  n'ait  pas  identiquement, 
en  tous  les  points  d'un  domaine  d' étendue  finie  faisant  partie  de 
l'espace  des  a,  [î,  . . .,  X,  S', 

(())  Ra  =  o,  Rîi  =  o,  ...,  R),  =  0. 

4.  Propriété  des  cycles  réversibles .  —  Imaginons  cjue  la  modifi- 
cation réversible  /  ramène  le  système  à  son  état  initial;  Tétat  n  est 
alors  identique  à  Tétat  m;  parmi  les  autres  modifications  réversibles  /' 
susceptibles  de  conduire  le  système  du  même  état  initial  au  même  état 
final,  on  peut  ranger  l'absence  de  toute  modification;  dans  ce  cas,  on 
a  évidemment 

clQ' 


X 


L'égalité  (8)  nous  fournit  alors  ce  théorème  célèbre  de  Clausius  : 
Pour  le  cycle  réversible^  on  a 

W)  /ît,  =  - 

Supposons  en  particulier  le  cycle  isothermique;  la  température  'b 
demeurant  constante  le  long  du  parcours  du  cycle,  il  en  est  de  même 
de  la  fonction  F(2r)  et  l'égalité  (i4)  peut  s'écrire 


/' 


ou 


/< 


En  vertu  des  égalités  (2),  cette  égalité  devient 


/ 


-T-  .^/a  -f-  -T^  c/3  -f- . .  .  +  -^  dh 


—  ^  I     (AdoL  -h    IU/j3  -I-. . .+  Ldk)  -=  o. 
Mais,  pour  un  cycle  isothermique,  on  a 


/( 


--dy.-^-^dri+...^-^d\]  =  o. 


L'égalité  précédente  devient  donc 

(i5)  r(Af/a-4-Bf/;3-t-...+  L6/A)=o. 

Lorsqu'un  système  parcourt  un  cycle  isothermique  réversible,  les 
actions  extérieures  appliquées  à  ce  système  effectuent  un  travail 
total  égal  à  zéro. 

Ce  théorème  est  dû  à  M.  J.  Moutier;  Clausius  et  INL  J.  Moutier  en 
ont  fait  un  fréquent  usage.  On  peut  remarquer  qu'il  est  exact  même 
pour  les  systèmes  pour  lesquels  les  égalités  (9)  seraient  vérifiées. 
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5.  L'rntropic.  —  L'ôgalilé  (8)  peul  s'énoncer  do  la  manière  siii- 
\anle,  on  désii>nant  par  K»,  11^,  ...,  Ilx,  (^  les  coetTicients  calorili- 
qnes  du  système  en  é(juilil)re  : 

L'int('ij;ral('  cur\'ilii:;nc 

/"pr^  (Ua^/a  4-  Hp  ./?  -h.  .  .-I-  RX^A  +  Crfô) 

(I  une  va/ci/r  f/ui  dépend  uniqueniettt  du  point  inilial 

(  a , ,  p , ,  . .  . ,  A , ,  ^  ,  j . 
On  sait  que  ce  théorème  équivaut  à  celui-ci  : 


el  du  point  final 


Il  existe  une  infinité  de  fonctions  u/ii/ornies  des  variables  a, 

^,  . . .,  X,  S,  dijfférant  les  uns  des  autres  par  une  constante,  qui  sont 

telles  que  Von  ait 

Ha  ^S 


(.6) 


F(3r) 

ô.' 

W'^ 

âS 

F(^) 

or 

H), 

àS> 

l-\r) 

01' 

C 

os 

F(2<) 

— 

~ô%' 

s  (a,  ^,  . . . ,  X,  &)  désignant  une  quelconque  de  ces  fonctions. 

Celte  fonction  a  reçu  de  Clausius  le  nom  à'enlropie  du  système. 
Ce  théorème  peut  encore  s'énoncer  en  abrégé  de  la  manière  sui- 
vante : 

Pour  toute  modification  réversible  infiniment  petite ,  on  a 


(17) 


F(2r) 


=  ^S. 
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Si  nous  nous  souvenons,  1°  que  les  quantités 
Ra,     K^,     ...,     Rx,     G 

ne  dépendent  pas  de  celles  des  variables  a,  (iJ,  . . .,  X,  £r,  qui  détermi- 
nent la  position  absolue  du  système  dans  l'espace  ; 
1°  Que,  dans  l'expression 

Ra  oa  -f-  Rp  ôp  H- . . .  -h  R>  ô A  -f-  G  ô&, 

celles  des  variations  Sa,  op,  . . .,  oX,  o2*  qui  déterminent  seulement  le 
changement  de  position  absolue  du  système  dans  l'espace  ne  figurenl 
pas  ;  nous  voyons  sans  peine  que  l'entropie  ne  dépend  pas  de  la  position 
absolue  du  système  dans  l'espace. 

6.  Suj'  le  cas  l'éseivé  dans  ce  qui  précède.  —  Revenons  au  cas  où, 
en  tous  les  points  d'un  domaine  D  faisant  partie  de  l'espace  des  a, 
[3,  , , .,  S-,  on  aurait  identiquement 

(9)  Ra  =  o,  Rp  =  o,  ...,  Rx  =  o 

et  cherchons  si  les  théorèmes  précédents  peuvent  être  encore  appli- 
qués dans  ce  cas. 

En  premier  lieu,  il  est  évident  qu'ils  peuvent  l'être  si  l'on  n'en- 
visage que  des  modifications  isothermiques  du  système;  car  alors  on 
aura,  pour  toute  modification  réversible, 

c?Q  =  o, 
et,  partant, 

^^    -./S, 


F(&) 


en  désignant  par  S  une  fonction  quelconque  de  la  température. 

Ge  cas  particulier  est  important,  car  c'est  en  réalité  celui  que  Ton 
envisage  dans  la  Mécanique  rationnelle  classique;  en  effet,  dans 
l'exposé  classique  de  la  Mécanique  rationnelle,  on  omet  la  notion  de 
température  (ce  qui  n'est  admissible  que  si  la  température  est  sup- 
posée invariable)  et  l'on  omet  aussi  la  notion  de  quantité  de  chaleur 


:ii8 
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ili'ga^ôe  par  le  syslèine;  ce  qui  nV'sl  admissible  que  si  les  éi^^alités  (()) 
sonl  vérifiées. 

Dans  ce  cas,  les  éj^alilés  {i)  el  (c))  donnent 


(.8) 


A  =  K 


,  rfU 


(H 


«  =  aS 


L  =  I 


(Tosl  la  forme  ({u'il  convienl  d'allrihiier  dans  ce  cas  aux  condilions 
d'équilibre  (i).  Le  produit  EU  représente  ce  que  les  mécaniciens 
aj)pellenl  le  potentiel  des  forces  intérieures. 

Mais  ne  supposons  plus  la  température  invariable.  Nous  allons 
prouver  (pie,  s'il  e.vistc  un  domaine  D  oii  les  éa^^alitcs  (9)  soient  véri- 
fiées, pour  qu'il  existe  une  fonction  S,  uniforme  et  continue,  des 
rariahles  a,  J^,  . . .,  X,  2r,  telle  que,  dans  tout  le  champ  de  ces  varia- 
bles, on  puisse  écrire 

/    j\o^  _  _  ^ 
F(5)  0^' 

Rp    _       (^S 


(i<>) 


/ 


F(ï) 


F(^) 
C 


or 
os 


il  faut  et  il  suffit  que,  dans  tout  le  domaine  D,  la  capacité  calo- 
ri fique  G  soit  fonction  de  la  seule  température  &. 

Si  le  domaine  D  n'occupe  pas  le  cbamp  entier  des  variables  a, 
[il,  ...,  A,  ^,  c'est  le  seul  cas  où  le  théorème  ne  soit  pas  évident)  on 
pourra  toujours  découper  la  partie  de  ce  champ  extérieure  au  do- 
maine D  en  espaces  simplement  connexes  ;  à  l'intérieur  de  chacun  de  ces 
espaces,  les  démonstrations  précédentes  s'appliqueront;  elles  permet- 
tent d'écrire  des  égalités  analogues  aux  égalités  (16),  lesquelles  en- 
traînent à  leur  tour  des  égalités  du  type 


(r8) 
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et  des  égalités  du  type 

D'autre  part,  pour  que  dans  le  domaine  D,  où  les  égalités  (9)  sont 
vérifiées,  on  puisse  écrire  les  égalités  (18)  et  (18  bis),  il  faut  et  il  suffit 
que  la  quantité 

dQ    G      jr^ 

soit  une  différentielle  totale  et,  partant,  que  la  quantité  G  soit  une 
fonction  de  la  seule  température  S. 

D'ailleurs,  le  champ  des  variables  a,  [i,  . . .,  X,  S-,  étant  supposé 
simplement  connexe,  pour  qu'il  existe  une  fonction  S,  uniforme  et 
continue,  des  variables  a,  [3,  ...,  X,  2r,  vérifiant  les  égalités  (16),  il  faut 
et  il  suffit  que  les  égalités  (18)  et  (18  bis)  soient  vérifiées  dans  tout  ce 
champ> 

Ainsi,  si  nous  admettons  que,  clans  tout  domaine  D  où  les  éga- 
lités (9)  sont  vérifiées,  la  capacité  calorifique  du  système  est  fonc- 
tion de  la  température  seule,  les  théorèmes  démontrés  dans  le 
présent  Chapitre  seront  soumis  seulement  aux  restrictions  énoncées 
au  n°  1 . 
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Théorie   i^vtiéraU'   des  surfaces  hyperelliptiques   (  '  )  ; 
Pau  31.   G.  HLMBEHT. 


TROISIÈME    PARTIE. 

SURFACI*:S  HYPERELLIPTIQUES  GÉNÉRALES. 


CHAPITRE  I. 
Premières  propriétés. 

101.  Nous  abordons  maintenant  Fctude  des  surfaces  hyperellip- 
tiques générales,  dont  M.  Picard  a  déjà  fait  connaître  quelques 
propriétés  importantes  C^);  nous  donnerons  d'abord  des  propositions 
géométriques  applicables  à  l'ensemble  de  ces  surfaces;  nous  insiste- 
rons ensuite  avec  plus  de  détails  sur  certaines 'catégories  de  surfaces 
on  sur  certaines  surfaces  particulières. 

Dans  tout  ce  qui  suit,  nous  désignerons  par  $  une  surface  h}  pcrel- 
liplique  générale;  nous  savons  (n"2)  que  les  coordonnées  homogènes 
d'un  de  ses  points,  ^,,  x^,  x.^,  x\,  sont  proportionnelles  à  quatre  fonc- 
tions thêta  normales  d'un  même  ordre,  h,  et  de  caractéristique  nulle; 
nous  donnerons  à  ces  fonctions  (fonctions  coordonnées)  les  notations 
.r,(w,  r),  x.,(u,  p),  x^^ii,  r),  x,(m,  p). 


(')    loir  même  Tome,  p.  29. 

( -)  Journal  de  iMathém.,  4*"  série,  t.  I,  p.  3i2  et  suiv.  ;   t.  V,  p.  228  et  suiv. 

Journ.  de  Math.  (4'  série),  tome  IX.  —  Fasc.  IV,  1S93.  ^^ 
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102.  Kn  gcMUM'iil,  c'ost-i'i-diro  si  les  quai rc  loiicMions  .r(f/^v)  sont, 
arhilrairos,  à  un  point  do  ii  ne  rorr('S|)on(l,  aux  nuilliplos  |)rôs  des  jx'- 
lioiles,  tju'un  seul  syslômc  ck' valeurs  dos  paraïuôlros //,  r;  nous  dirons 
on  ce  cas  (jue  la  sur/arc  est  ri'prêscntable  point  par  point  sur  le 
c/iamp  Iiypcrclliptiq i/c. 

M.  Picard  a  dônionlrô  (|u'uno   lollo  surrac<>  osl  de  ^cnro  un;  Tinh'-- 

iJl^ralo  double   /   /  </// ^A' osl  en  eClol,  sur  la  surface  ii,  de  la  l'oriue: 

où  5  osl  une  fonclion  ralionnelle  des  coordonnées  carlcsienncs  a;,  j,  z, 

c'esl-à-dire  —  »—)—>  d'un  point  de  ^. 
j\    j\    j~t  1 

11  y  a  donc  une  intégrale  de  cette  dernière  forme  qui  reste  Unie  sur 

toute  la  surface;  il  ne  peut  en  exister  une  seconde,  car  toute  intéj^nale 

/    /  o{.r,  y,  z)dxdy,  quand  on  y  remplace  x,  y,  z  par  loius  valeurs 

en  u  et  c,  prend  la  forme  /  /  F(m,  v)du(U\,  où  F(  ?/,  v)  est  une  fonc- 
tion (juadruplement  périodique  uniforme  de  u,  c,  et  cette  intégrale 
ne  peut  rester  finie  que  si  F(w,  v)  est  une  constante. 

Il  est  à  observer  que  la  démonstration  s'applique  aussi  au  cas  où  à 
chaque  point  de  15  correspondent  les  deux  cou[)les  d'arguments  u,  v  ci 
—  M,  —  i",  comme  cela  se  produit  pour  la  surface  de  Kummei'('). 
Vax  olTot,  .r,  y,  :;  sont  alors  des  fonctions  quadruplemcnt  périodiques 
paires  de  w,  v  et  toute  fonction  quadruplemcnt  périodique  paire  aux 
mêmes  périodes  pourra  s'exprimer  rationnellement  en  x,  y.,  z  \  il  en 

.     .  .•      I-         j      1      f       .•        à.r  ây        à.r  Or 

est  ainsi,   en  particulier,  de  la  fonction  -^  ^  —  -. — f-'  et  comme 
'  i  '  ou  Ov         Ov   au 

on  a 

du  ds>  = 


JJ 


*  djr  clv 

ô.r  ôy        dx  ôy 
Ou  dv        dv   du 


(')  Nous  verrons  jikis  lard  qu'on  peut  ramener  à  ce  cas  le  cas  plus  général 
où,  à  chaque  point  de  S,  correspondent  deux  couples  d'argumenls,  abstraction 
faite  des  multiples  des  périodes. 
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on  voit  que  Tintégrale 

/  I  dudv 
est  bien  de  la  forme 


o  étant  rationnel.  Il  existe  donc  sur  la  surface  une  intégrale  double 
rationnelle  ne  devenant  pas  infinie  et  l'on  démontre  comme  plus  haut 
qu'il  n'en  existe  cju'une  :  la  surface  est  encore  de  genre  un. 

105.  Une  intégrale  double  rationnelle  qui  reste  finie  en  tous  les 
points  d'une  surface  algébrique  S{x,y,  s)=  o,  d'ordre  n,  est,  comme 
l'on  sait,  de  la  forme 

/'  /•  Di.r,  r,  z)     .      j 

Jj  — s^ — '^''^y^ 

D{x,  y,  z)  étant  un  polynôme  d'ordre  n  —  4;  la  surface  D  =  o  est 
une  sur/ace  adjointe  de  la  surface  S  =  o,  c'est-à-dire  que  toute 
courbe  multiple  d'ordre  /  de  la  surface  S  ^  o  est  multiple  d'ordre 
/  —  I  sur  D  =  o,  et  que  tout  point  multiple  d'ordre  /  sur  S  =  o  est 
multiple  d'ordre  /  —  2  sur  D  =  o. 

Il  résulte  de  là  que  la  surface  hyperelliptique  ij  admet  une  et  une 
seule  surface  adjointe,  de  degré  inférieur  au  sien  de  quatre  unités. 

Dans  tout  ce  qui  suit  nous  désignerons  par  O  cette  surface  adjointe  ; 
D  =  o  sera  son  équation,  et  S  =  o  sera  l'équation  de  î5. 

D'après  ce  qui  précède,  on  aura 

I       ^  dx  dy  =  du  dv\ 

d"où 
.   X  D  f  d.v  à  y        <)r  ày\  __ 

104.  Une  propriété  fondamentale  des  surfaces  rcprésenlablcs 
point  par  point  sur  le  champ  hyperellipticjue  est,  comme  l'a  montré 
M.  Picard,  de  posséder  deux  intégrales  de  différentielles  totales  de 
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prciuiôrt'  espèce  :  ee  sonl  les  iiilt'yrales  /  du  el  /  <l\\  Il  esl  clair  en 
elVel  (ju'on  a.  en  cliacine  jtoinl  de  ii, 

f///  =  M  f/ur  -h  N  <A  ,         </t'  =:  M ,  dx  +  N ,  ^/\', 

M,  N,  M,,  N,  élanl  des  fonctions  rationnelles  de  .r,  y,  z.  M.  Picard 
a  fait  voir  que  leur  dénominateur  commun  est  S'.,  et  (ju'on  peut 
écrire 

du  =^       "-i^. '         (k=^  ^, — ^—  > 

A,  13,  A,,  13,  étant  des  polynômes  entiers  en  x^  y,  z  d'une  forme  [)ai- 
ticulière. 

D'après  cela  on  a,  sur  la  surfaci;  !5, 

fj'dud.^fj'^:j'iUA,-AB,) 

el,  en  comparant  celte  forme  à  celle  du  numéro  précédent,  on  trouve 
avec  M.  Picard 

(2)  DS;=BA,-AB,. 

Cette  relation  importante,  vérifiée  en  tous  les  points  de  la  surface 
S  =  o,  nous  sera  utile  à  chaque  instant. 

IOj.   Revenons  à  l'expression  des  coordonnées  homogènes   d'un 
point  de  6  à  l'aide  des  fonctions  thêta  (')  :  soit/t  Tordre  des  quatre 


(')  On  peut  se  demander  si  la  surface  S  est  susceptible  de  plusieurs  modes 
de  représentation  hyperelliptique,  c'est-à-dire  si,  le  tétraèdre  de  référence 
restant  le  même,  les  coordonnées  Xi,  ^2,  x^,  x^  peuvent  être  proportionnelles  à 
quatre  autres  fonctions  thêta  de  caractéristique  nulle  x\{u,  r),  a\  {u,v},  .  .  ., 
œ\{u,i'),  aux  mêmes  paires  de  périodes  que  £Ci{u,  i>),  ...,  a-,,{u,ç).  Celte 
question  revient  évidemment  à  cette  autre  :  la  surface  5  admet-elle  des  transfor- 
mations birationnelles  en  elle-même?  Soit  alors  («,  ^)  un  point  de  S;  («',  r')  le 
point  transformé;  on  aura  nécessairement,  puisque  du  et  dv  sont  les  seules  dif- 


I 
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fonctions  x'^( M,  p);  si  ces  fonctions  n'ont  pas  tl(3  zéro  commnn,  c'est- 
à-dire  si  elles  ne  s'annnlent  simultanément  pour  aucun  système  de 
valeurs  de  m,  r,  le  degré  de  ^  sera  égal  à  2 A*.  En  effet,  une  droite 
quelconque,  .r,  =  o,  :i\,  =  o,  par  exemple,  coupe  6  en  des  points  dont 
les  arguments  sont  les  solutions  cojnmuncs  aux:  équations 

x,(w,  (.')=o,  a;^(?/,  c)  r- o, 

et  ces  solutions  sont  au  nombre  de  2/1-,  d'après  le  théorème  de 
]\f.  Poincaré.  Cela  suppose,  bien  entendu,  que  5  est  représentable 
point  par  point  sur  le  champ  hyperelliptique. 

Si  les  quatre  fonctions  XjÇu,  r)  s'annulent  simultanément  pour  un 
ou  plusieurs  systèmes  de  valeurs  des  arguments  11,  r,  le  degré  de  ^ 

férenlielies  totales  de  première  espèce  sur  la  surface 

du'  ■=■  7.  du  -f-  p  fA', 
dv'  =  Y  du  -+-  0  dç, 

a,  ^,  Y,  ô  étant  des  constantes.  On  en  tire 

u'  =z  y. u  -h  [jC  -j-  X, 

i>'  =7  Y«  -h  oc  -H  [JL. 

Pour  que  u'  et  r'  aieiU  les  mêmes  systèmes  de  périodes  simultanées  que  u  et  c, 
il  faut  que  a,  ^,  y,  o  soient  entiers;  si  l'on  suppose  de  plus,  comme  nous  l'avons 
fait  jusqu'ici,  qu'il  n'y  a  pas  de  relation  linéaire  à  coefficients  entiers  entre  les 
périodes  a,  b,  c,  ^-rzi,  on  voit  qu'il  est  nécessaire  que  ^  et  y  soient  nuls.  Enfin, 
pour  qu'à  un  point  («',  c')  corresponde  un  seul  point  {u,  r),  il  faut  que  a  et  5 
soient  égaux  simultanément  à  zt  i . 

On  a  donc  les  deux  tvi)es  de  transformation 

«'  =z±  u  -h'>^, 

les  signes  supérieurs  ou  inférieurs  étant  pris  ensemble. 

Il  en  résulte  que  la  surface  S  n'admet  qu'un  seul  mode  de  représentation 
liyperelliptique,  si  l'on  ne  considère  pas  comme  distinctes  les  représentations 
qui  se  déduisent  de  l'une  d'elles  en  substituant  u'  et  ç'  à  u  et  c.  Une  telle  sub- 
stitution n'altère  pas  d'ailleurs,  comme  on  le  voit  de  suite,  l'ordre  h  des  fonc- 
tions Xj{u,  v)  de  la  représentation;  la  quantité  h  est  donc  un  nombre  lié  à  5  : 
nous  en  verrons  la  signification  géométrique  au  n"  145. 
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(loviont  inlerioiir  à  -i//-;  nous  rcviciuhons  plus  tard  là-dessus,  nous 
horuani  à  sinnalfr  ici  les  parlirularih's  iMtiM'cssanIcs  ([ui  se»  j)r(''sonk'nl 
dans  colle  hy|)()llH''St'. 

Il  est  clair  (l'ahoi'd,  clc\'sl  là  un  rrsnllal  hicn  connu  dans  la  llicoiic 
(l(>s  surfaces  rc[)rôsonlablcs  sur  un  plan,  que  si  les  cjualre  lonclions 
.i'j{if-,  i)  s'annulent  jiour  //  =  //„,  r  =:  Co,  ainsi  (jue  loules  leurs  déri- 
vées partielles  par  rapport  à  u  el  r  juscpi'à  Tordre  A  exclusiv(Mnent,  il 
correspond  en  général  sur  lu  surface  $,  au  système  d'argunienis  //„,  r„, 
non  pas  un  seul  point,  mais  lous  les  points  d'une  courbe  unicursale 
d'oi'dre  A.  On  a  en  elVet,  en  posant  //  :^  //„  -t-  £,  r  =  i\  +  yj,  £  et  v]  étant 
tiès  petits, 

Ojj  hj,  ...  désignant  des  constantes,  (les  développements  montrent 
(pie  le  point  de  6  qui  correspond  au\  arguments  ?/„  -h  £,  Cq  h-  yj  décrit 
la  courbe  unicursale  délinic  par  les  équations 

1  désignant  un  [)aramètre  variable. 

Nous  appellerons  cette  courbe  coa/bc  unicursale  siiigulicrr. 

IjCS  courbes  unicursales  singulières  (courbes  ausgezeicbnete  de 
M.  Xôther)  jouent  un  rôle  im[)ortant  dans  la  théoi'ie  des  surfaces 
liyporelliptiques;  M.  Picard  a  démontré  tout  d'abord  cpie  la  surface  !o 
est  coupée  par  son  adjointe  T)  suivant  ses  courbes  multiples  et  suivant 
les  courbes  unicursales  singulières. 

Nous  présenterons  cette  démonstration  de  la  manière  suivante, 
alin  de  pouvoir  lui  donner  une  certaine  extension. 

I0(>.    (Considérons  en  premier  lieu  la  relation  (i), 
L)(x,  y,  z)  {  - — i- ^ =:z  S,. 

^     '  •    '      '   \(J//   (Jv  <)<.•    <)n  '  ^ 

Elle  montre  que  les  points  de  55,  non  situés  sur  S^  ^=  o,  et  dont  les 
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coordonnées  annulcnl  D{x,  y,  z),  rendent  infinie  la  fonction 

û.v  à  y         ôr  ôy 
Ou   <Jv         âv   au 

Cette  fonction  peut  s'écrire,  si  Ton  remplace  x  el  y  par  leurs  valeurs 
:^et:^, 

*ÀJ   1  tX-   .>  \Aj   A 

du       du       ou 

ôvx      à.r2      <9.r., 
Oi'        Ov        Ov 

elle  devient  infinie  sur  i5  le  long  de  la  courbe  x^  =  o,  et  ne  peut  le 
devenir  le  long  cFaucune  autre  courbe,  les  courbes  unicursales  singu- 
lières exceptées.  Or  la  surface  D  =  o  ne  passe  pas  par  la  courbe 
X,,  =  o,  si  le  tétraèdre  de  référence  a  été  choisi  arbitrairement;  elle  ne 
peut  donc  couper  55  que  suivant  des  courbes  unicursales  singulières  et 
des  courbes  situées  sur  la  surface  S^  =  o.  Mais  celle-ci  rencontre  évi- 
demment $  :  1°  suivant  les  courbes  multiples;  2**  suivant  d'autres 
courbes  dont  la  définition  dépend  du  choix  du  tétraèdre  de  référence, 
et  qui  dès  lors  ne  peuvent  être  sur  S),  si  ce  tétraèdre  est  quelconque  : 
on  voit  ainsi  que  les  surfaces  $  et  B  ne  peuvent  avoir  en  commun,  en 
dehors  des  courbes  multiples,  que  des  courbes  unicursales  singulières. 

Réciproquement  soit  une  de  ces  dernières  courbes,  il  s'agit  d'établir 
qu'elle  est  sur  î). 

Reprenons  à  cet  effet  les  relations  (n°  104) 


O) 


S.  du  =  B  dx 


A  dy,  S!,  dv  =  B,  dx 

BA,- AB,  =DS;. 


A,  dy; 


Le  long  d'une  courbe  unicursale  singulière,  ii  et  c  sont  constants; 
du  et  di^  sont  donc  nuls  et  par  suite  on  a  BA,  —  AB,  =  o.  La  dernière 
relation  montre  alors  que  la  courbe  unicursale  singulière  est  sur  la 
surface  DS!.  =  o,  c'est-à-dire  sur  l'une  au  moins  des  surfaces  D  =  o, 
S^  =  o.  Or  elle  ne  peut  être  sur  S^'  =  o,  le  tétraèdre  des  coordonnées 
étant  quelconque,  que  si  elle  est  une  ligne  multiple  de  6,  et  en  ce  cas 
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nous  savons  (|ir«>l!(>   osl   (Miroro   sur  0.  I  ^a    pi'ojjosilioii  csl  donc    i]r- 

UlOUllcN'. 

107.  Il  csl  à  ol)S(>rv(M'  (jnc^  cotto  dorniôre  partit'  de  la  dônioiislralion 
su|)|>os('  ('sscnliellcnuMil  (|iu'  î3  ost  repivscMilaMc  poini  \)<\r  point  sur  \c 
cliamp  In  piM('iiipli(pi(>,  les  formules  (3)  n'ôlaul  valables  (pic  dans 
ct'lli'  li\  pollièsc;  .s7  nous  supposons  (/uW  un  piunl  (!<•  *ocoi'i'<'sp()n<l<'nl 
/f's  coifft/c'y  (/'(ir^u//N'/i/s  //,  1-  et  —  //,  —  r,  ou  doit  la  uiodilici' counuo 
il  suit. 

L('>  (•o(»I(Iouu«'m's  ./•,   V,  3  d  un  [)oiul  de  î5  soûl  alors   des  l'ouelious 

«piadruph'uieut  pêriodiipies  j)aires  do  //,  e;  dès  lors  leurs  dérivées  [)re- 

mières  par  rapport  à  //  et  e  sont  impaires. 

(  )u  a  (Tailleurs 

,  <).r    ,  <)r    , 

du  o\'         ' 

(Iv  — -  --  <lu  4-    ;    c/r. 

Pour  lirer  ihi  et  </e  de  ces  (''(jualious,  multiplions  les  d(Hix  ineud)res 
de  ehaeune  d'elles  par  une  nuMue  foueliou  (piadruplemeni  p(M'io(li(pie, 
inipaire  K(w,i")  :  le  earré  de  eetle  foucllon  sera  une  foiicLion  raliou- 

nelle,  p:>  de  JC^y,  r,  et  de  URMue  les  produits  de  1'(m,  r)  par  -t->  —■, 
-i-,  ;-(Jlaut  des  rouclious  (luadruplement  péiioditiues />rt//Y,'.v,  seront 

laliounels  en  x,  )',  z.  On  a  ainsi,  eu  Lous  les  points  de  la  surface  $t, 
pour  lesquels  Ut  fonction  F(//,  i)  n'est  ni  nulle  ni  infinie, 

/p 
dxi/j-  =  M  du  -h  N  dv, 


^y\/ , 


p 

TT  =  jM  ,  du  H-  N ,  dv^ 


M,  N,  M,,  \,  ('tant  rationnels  en  x^y^  z.  On  en  tire 

/F 
du  =  4  /  -^  (G  ^x-  +  II.  dy)^ 

dv  =  i/g  (G,  dx  -+-  H,  f/j), 
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Ci,  h,  g,,  h,  étant  également  rationnels.  Cela  posé,  le  long  d'une 
conrhe  unicursale  singulière,  • 

du  =  o,         dp  =  o, 

et  par  suite,  en  éliminant  dx  et  dy, 

i^(GH,-HG.)-o. 

Nous  savons  d'ailleurs  qu'on  a,  sur  la  surface  !?, 
c^  =  Tt — ' — \  =  7^  (^^H,  —  HG,  ), 

ce  qui  montre  que  D(x,  y,  z)  s'annule  en  tous  les  points  des  courbes 
unicursales  singulières,  comme  dans  le  cas  général. 

Il  n'y  a  d'exception  à  ce  raisonnement  que  si  la  fonction  F(w,  i) 
est  nulle  ou  infinie  le  long  d'une  courbe  unicursale  singulière,  c'est- 
à-dire  si  F(Wo,  (  o)  est  nul  ou  infini,  en  désignant  toujours  par  z/„,  r„ 
les  valeurs  des  arguments  qui  correspondent  à  tous  les  points  de  la 
courbe.  Or  ¥(ii,  p)  est  une  fonction  impaire  quelconque,  quadruple- 
nient  périodique;  elle  est  toujours  nulle  ou  infinie  pour  les  seize  demi- 
périodes,  comme  on  le  voit  sans  difficulté;  il  est  clair  d'ailleurs  (pie 
les  fonctions  quadruplement  périodiques  impaires  ne  deviennent  loutes 
nulles  ou  infinies  pour  aucun  autre  système  de  valeurs,  w„,  ('„,  de  u  et 
de  r;  notre  analyse  établit  donc  que  la  surface  D(ûc,  y,  z)=  o  passe 
par  toutes  les  courbes  unicursales  singulières  de  S,  celles  qui  cor- 
respondent à  des  demi-périodes  exceptées. 

Nous  rencontrerons  plus  tard  des  exemples  de  l'exception  intéres- 
sante indiquée  ici. 

108.  Dans  tout  ce  qui  suit,  nous  supposerons,  sauf  avis  contraire, 
que  la  surface  6  est  représcntable  point  par  point  sur  le  champ  hyper- 
elliptique. 

Toutes  les  surfaces  55,  dont  les  coordonnées  des  points  s'expriment 
par  des  fonctions  quadruplement  périodiques  uniformes  aux  mêmes 
périodes,  se  correspondent  point  par  point,  de  telle  sorte  qu'à  une 

Journ.  de  Math.  {t\'  série),  tome  IX.  —  Fasc.  IV,  1893.  47 
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coiirho  i-){tf,  »')=  o,  Iracro  sur  ruiic,  coi'i-i'spoiuKMil  sur  1rs  autres  les 
courhos  l't'prt'sciitôcs  |)ttr  la  iiirmc  ('(iiialion  (")(  //,  t')  =  o.  Il  [('siiltc  de 
ccllo  roinarciuo  (jik*  la  coiiihc  (•)(^  ii,  r)  =  o  jouira  d'uu  ccrlalu  uoinhrc 
(le  [tropriôtés  indépcudaulcs  (K>  la  (h'-liuiliou  de  la  surl'acc  li\  |)(M'('lli|)- 
li(|Ui'  sur  huiuolle  on  la  supposo  Iracrc  :  lolles  sei'oul  les  |)i'oj)riélôs  (jui 
se  rallacluMJt  à  la  iU)tion  de  ucurc,  c[  (|ui  |)ossèd(Mil  le  caracliTo  d'in- 
\aiiauf('  dans  les  Iransfornialious  hiralioiiucllcs.  On  pcul  couslilucr 
ainsi  uni^  (it'onK'tric  des  coiirhcs  (//i^t'h/if/f/c.s  ((aiis  le  vUnnip  hvpcr- 
rUipli(Hi(\  (M  c'csl  i'('ll(>  (''ludf  (|Ut'  n(Uis  allons  loul  (Tahord  cs- 
(inisscr. 


CllAlMTlJi:  11. 

Géométrie  des  courbes  dans  le  champ  hyperelliptique. 

ViW).  \()u>  a|t|tflli'rons  lourhc  ahj^i'brujuc  du  chanip  lixpcrcl- 
lipTupit'  toulc  l'ourhc  IraciM*  sur  une  surface  hypcrellipli(|U('  l'cpri'scu- 
laldc,  |)oiul  par  |)()inl,  sur  l<'  cliauip  (  u"  I()2\  cl  (]ui  n'est  ni  une 
liiiiK'  nuilli[)l<',  ni  une  courho  unicursale  sinj^ulièrc  de  la  siu'faee. 

La  pro[)iMélé  cai'actérislique  des  courbes  al^éhricpics  ainsi  dc-linics 

esl  de  posséder  deu\  inlc'iiialcs  alx'liciuies  de  première  espèce,  idii 
cl  {  <h\  navanl  (pu*  (pialre  paires  de  |)(''i'iodes  siiuidlaui'cs  ;  il  esl 
clair,   en   ell'el,    puis(pie     i  ilu  el     / //r  soni,   sin-    la   siuMace    liyperel- 

liplicpu',  des  inléj^rales  de  diflérenlicdles  LoLales  de  [)rcniière  espèce, 
([u"elles  seront  des  intéj^ralos  abélienncs  de  première  espèce  le  lonj; 
de  toute  courbe,  iu)n  multiple,  tracée  sur  la  surface.  Nous  disons  non 
multiple  parce  qu'à  un  point  (runc  coui'be  jnultiple  cori'espondent 
plusieurs  systèmes  de  valeurs  de  u  et  de  v^  et  que  du  et  dv  peuvent, 
dès  lors,  n'être  plus  dos  dillérentielles  abélienncs.  Il  est  également 
évident  (|ue  les  courbes  unicursales  singulières  doivent  être  exclues 
de  la  catégorie  des  courbes  du  champ  hypcrellipticpie. 

Cela  posé,  rappelons  (n"  8)  que,  sur  une  surface  hyperellipti(jue, 
Téquation  d'une  courbe  algébrique  peut  toujours  se  mettre  sous  la 
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forme 

&(u  —  X,  p  —  [J.)  =:  o, 

où  X  et  p.  sont  des  constantes,  et  0(w,  p)  une  fonction  ihcta  de  carac- 
téristique nulle. 

Introduisons  de  plus,  pour  simplifier  le  langage,  les  définitions 
suivantes  : 

Nous  appellerons  courbes  de  même  ordre,  dans  le  champ  hyper- 
cllipticpie,  l'ensemble  des  courbes  dont  les  équations  sont  de  la  forme 

0(m  —  a,  p  —  p,)  =  o, 

où  0(m,  p)  est  une  fonction  thêta  d'un  ordre  donné;  parmi  les  courbes 
d'un  même  ordre,  nous  appellerons  courbes  d'une  i))ême  famille 
celles  dont  l'équation  peut  être  mise  sous  la  forme 

0(W  —  \,  V  —  (Jl)  =r  o, 

où  ©(w,  p)  est  une  fonction  à  caractéristique  nulle,  d'un  ordre  donné, 
et  où  X  et  u.  sont  des  constantes  données  ('). 

Si  les  équations  de  deux  courbes  s'obtiennent  respectivement  en 
égalant  à  zéro  deux  fonctions  0,  d'ordres  m  et  /^,  la  première  sera 
dite  d'ordre  supérieur  ou  inférieur  à  l'ordre  de  la  seconde,  selon 
que  m  sera  plus  grand  ou  plus  petit  que  n. 

110.  Remarque  I.  —  Il  convient  d'observer  que,  sur  une  surface 
hyperelliptique  6,  les  courbes  dont  l'équation  est  de  la  forme 

0(w  —  X,  p  —  [a)  ==o  , 

0(m,  p)  désignant  une  fonction  thêta  quelconque,  d'ordre  m,  seront 
de  môme  ordre,  dans  le  sens  ordinaire  de  ce  mot,  c'est-à-dire  de 
même  degré.  En  effet,  si  les  coordonnées  homogènes  a?,,  x.^,  oc^,  x\ 

(')  Ces  définitions  concordent  avec  celles  que  nous  avons  données  des  courbes 
d'un  même  ordre  et  d'une  même  famille  —  univoques  ou  non  —  sur  la  surface 
de  Kummer. 


3'"2  ("..     HUMBEHT. 

(11111  point  (le  Çi  sonl  dos  roiiclioiis  lliôla  (à  rarati(''risli(|iK'  nulle), 
(Tordro  /<,  le  (lettré  de  la  coiirlH'  Si^it  —  X,  \-  —  jji)  =  o  sera  éi;al  au 
uomlut'  dos  solutions  ooniniunos  aux  doux  ô(juatioiis 

.rj{u,  \')  —  o,  0{tt  —  X,  i-  —  ij,)  --  o, 

("ost-à-diro  à  imli.  Toulidois,  si  les  (|uali('  ooordonnôos  ./•y(//,  r)  ont 
dos  zôroscoinniuns //„,  »„;  //,,  o,;  ...,  la  oourhe  précédente  sora  (rordre 
infériour  à  o.mIi  (juand  la  fonotion  0(//  — X,o  —  a)  s'annulora  |)oni' 
un  on  plusieurs  dos  systiMUos  do  vah'urs  //„,r„;  ...;  mais  iinli  sera 
loujours  lo  doyic'  de  la  oourhe  obtenue  en  t'i^alanl  à  zcto  la  l'onolion 
llièla  la  plus  i^t'iK'iale  d'oi'dro  ni. 

111.  Hcnnuuiur  II.  —  l)'a|)rès  la  reniarcpie  laite  au  n"  Il ,  si 
(■)(//,  o)el  Bo(//,  o)  désip^ncnl  deux  fonctions  quelcoïKjues  (Tordi-e  ///, 
à  oaraol(''i"isli(pie  nulle,  les  d(Mi\  oourlx's  du  niènie  oi'di-(; 

(-)„(//  -  Ao,  o  —  LLo)  =  o,  (-)(  Il  —  'X,  0  --  \l)  -~  o 

aj>|)arliendronl  à  la  même  famille,  si  les  oonslantes  X,  tx,  };„,  a,,  vc'rilieul 
les  relations 

///(A  —  Afl)  ::o,  ///(a-    [i.„)---o  (  mod.  p(''rio(l<'s). 

iri.    Rcmarqw  III.   —   Soient  (-),(//,  r  ),  0,,O/,  »•  ), (d^{u,\) 

dos  foliotions  tlièla  de  eaia(l<'i'isli(pie  nulle  et  d'or'dres  i"es|)eotiis 
///,,  ///j,  .  •  .,  //'f  f-ii  fonction 

0 

(-),(//  —  A,,o-  a,)(-).(w  -  A2,i  —  tx,)...(-)p(M  -  Ap,  o  -  Up) 

où  les  A,,  UL/  sont  dos  oonstantos,  j)()urra,  comme  on  le  vc^it  de  suite  on 
éorivant  les  relations  auxquelles  elle  satisfait  quand  on  augmente  ii 
et  i-  de  périodes  simultanées,  se  mettre  sous  la  forme 

0(// —  X,o  — ix), 

où    0(^w,  i)    est    une    fonction    de    caractéristique    nulle,    (Tordre 
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m,  -h ///. -h  ...  -h  mp  et  OÙ  les  constanies  À  et  ijl  vérilieiit  les  rvla- 
tioiis 

a(A?it,  -h  /y?2  -+-  •  •  •  -+-  '^'p)  =  ff'i  [^1  -+-  />'2!^2  H-  ...  -h  '^pfJ-p- 
115.  Les  deux  courbes 

0( u  —  X,  (■  —  ui-)  =  <^?  0(//  —  A',  (•  —  u.')  =  o 

se  correspondent  point  par  point  (n"  91);  on  peut,  pour  étudier, 
dans  le  champ  hyperelliptique,  les  propriétés  des  courbes  d'un  même 
ordre  et  d'une  même  famille,  faire  choix  d'une  famille  particulière; 
nous  choisirons,  dans  ce  cpii  suit,  celle  qui  correspond  à  A  =  o,  [x  =  o  ; 
mais  nos  raisonnements,  absolument  généraux,  s'étendront  à  toutes 
les  courbes  et  à  toutes  les  familles  de  courbes  du  champ  hypereUip- 
lique. 

114.   Nous  savons  que   j  du  el   /  <:/^' sont  des  intégrales  abéiiennes 

de  première  espèce  le  long  d'une  courbe  quelconque  du  champ  hyper- 
elliptique;  il  est  aisé  de  trouver  l'expression  des  autres  intégrales  de 
première  espèce  appartenant  à  cette  courbe. 

Soit,  en  efîet,  &^^(u,v)  =  o  l'équation  de  la  courbe  considérée, 
©0  désignant  une  fonction  thêta  d'ordre  m,  de  caractéristique  nulle; 
désignons  par0(w,t^)  une  autre  fonction,  quelconque  d'ailleurs,  de 
même  ordre  et  de  même  caractéristique,  l'intégrale 


prise  le  long  de  la  courbe  6»=  o,  est  une  intégrale  abélienne  de  pre- 
mière espèce. 

Elle  est  abélienne  comme  l'établit  le  raisonnement  fait  au  n"  92 
répété  mot  pour  mot;  elle  est  de  première  espèce,  car  elle  ne  peut 

devenir  mhnie  qu'aux  points  de  la  courbe  qui  annulent  ~-  Or  la  rela- 
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tion 


)u  ()v 


iiionlri'  <|U('  riiUciiralc  ne  (l»*\  iciidra  iiiliiiic  (|ii('  s'il  cxislc  siii'  la 
(•()iirl)(>  (■)(  //,  i)  =:  o  (les  poiiils  donl  les  ai'i;uiU(Mils  \«''i'irKMU  les  (Mjiia- 
lions 

Ou  (h'  ' 

('"(\>^l-à-(lir('  (les  poiiils  dotihlcs,  ou  jtliis  :;(''ii('Mal('m(Mil  des  poiiils  sifi- 
U^if/icrs  iVuu  ordro  (|iiolcon(ni(' 

Si  donc  la  coiirho  (■)„(^/,  i-)  =  o  iTa  pas  de  Icis  points  sin<;ulicrs, 
riMt(''|;ral(*  ci-dossus  osl  do  prciniôiv  cspôco.  Or  les  foiuMions  B(//,  r), 
(Tordre  /n  el  de  (•araclérisli(]iie  nulle,  s'cxpriincnl.  en  foiiclion  linéaire 
et  homogène  de  i?i^  d'entre  elles,  parmi  lcs(pielles  fij^urc  la  fonction 
(-)„(//,  (")  :  il  en  résulte  <pron  obtient,  sons  la  forme  (4),  nr  —  i  inté- 
grales abélieunes  de  |)r(Mnière  espèce  lincaircmenl  distinctes,  ce  qui 

donne  (mi   tout,    aM'c     1  (/ff  el     /  ^A',   //r -h  i    intégrales    de   |)reniièr-(^ 

espèce. 

Il  est  aisé  de  voir  ([non  a  obtenu  ainsi  loulcs  Uîs  inté^n^ales  de  cette 
nature  linéairement  distinctes,,  c'est-à-dire  que  le  genre  p  de  la 
courbe  proposée  est  égal  à  m^  -f-  f .  En  elVet,  les  deux  couilx^s 

0(,(m,  p")  —  o  et  (-)(//,  c)  =  o 

ont  inr  points  communs,  (pii  varient  tons  avec  0(«,c);  d'un  autre 
côté,  on  sait  qu'une  difTérentielle  abélienne  de  première  espèce  appar- 
tenant à  une  courbe  de  genre  p  s'annule  en  iQ)  —  i)  points  de 
celle-ci.  On  a  donc,  d'après  la  forme  (4)  de  l'intégrale, 

i{p  —  i)  =  2/;r,  d'où         p  z=  m- +  j . 

-Nous  pouvons  énoncer  maintenant  ce  tliéorème  : 

Dans  le  champ  hyper  elliptique  ^  les  courbes  d'un  même  ordre  et 
d'une  même  famille,  sans  point  singulier,  découpent  V une  sur 
l'autre  des  groupes  ç^ip-»- 
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Dans  cet  énoncé  et  dans  toutes  les  recherches  qui  vont  suivre, 
quand  nous  parlons  de  systèmes  de  courbes  dans  le  champ  hyper- 
elliptique,  il  s'agit  de  courbes  tracées  sur  une  même  surface  hyper- 
eUiptique  quelconque  d'ailleurs;  les  points  communs  à  deux  courbes 
sont  ceux  dont  les  arguments  u^  v  vérifient  les  équations  de  ces  courbes, 

La  réciproque  de  la  proposition  précédente  n'est  pas  vraie;  il  y  a, 
sur  une  courbe  du  champ  hyperelliptique,  à  cause  de  l'existence  des 

deux  intégrales  de  première  espèce    j  du  et    1  dv,  d'autres   groupes 

{i-2{p-i)  ci^ic  ceux  découpés  par  les  courbes  du  même  ordre  et  de  la 
même  famille. 

115.  Remarque.  —  Il  importe  d'observer,  pour  applicjuer  le  théo- 
rème ci-dessus,  que  tous  les  points  multiples  d'une  courbe  algébrique 
tracée  sur  une  surface  hyperelliptique  ne  sont  pas  nécessairement  des 
points  singuliers  dans  l'acception  indicjuée  plus  haut.  Ainsi,  par 
exemple,  une  surface  hyperelliptique  ^  a  généralement  une  courbe 
double,  et  toute  section  plane  a,x',  -\-  a.,x.^  +  «3-C3  -f-  ci,,''  :,  =^  o  de  V»  a 
des  points  doubles  aux  points  où  elle  coupe  la  courbe  double;  mais, 
dans  le  champ  hyperelliptique,  ces  points  ne  sont  pas  singuliers  si  les 
fonctions  .ry(?/,i'),  qui  définissent  les  coordonnées  d'un  point  de  î5, 
ne  sont  soumises  à  aucune  condition  particulière. 

11(>.  On  peut  donner  quelques  propositions  simples,  relativement 
aux  groupes  de  points  découpés  sur  une  courbe  du  champ  hyperellip- 
tique sans  point  singulier,  par  certains  systèmes  de  courbes  mobiles. 

Observons  d'abord  que  sur  une  courbe  fixe,  ©^(m,  p)=:o,  les 
courbes  d'un  même  ordre  et  d'une  même  famille  découpent  des 
groupes  équivalents,  car,  si 

p,  0,  (w  —  X,  p  —  u.)  H-  p.O.(w  —  A,  r  —  u.)  H-  . .  .  =  0 

est  l'équation  générale  des  courbes  sécantes,  X  et  [ji.  désignant  des  con- 
stantes fixes  et  p,,  po,  ...  des  constantes  variables  d'une  courbe  à 
l'autre,  il  est  clair  cjue  la  somme  des  valeurs  que  prend  une  diileren- 
lielle  abélienne  de  première  espèce  appartenant  à  la  courbe  fixe  ©^  =  o, 
aux  points  communs  à  cette  courbe  et  à  l'une  des  courbes  mobiles,  est 
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de  la  loi'nu' 

A,  ^/p,  H-  Ao^/oj  H-  .  .  ., 

los  A  ôlanl  dfs  foiuMions  rjUionncllcs  de  p,,  p.,,  ....  Pour  (juc  ('clIc 
dorniôiv  o\j>rossi()n  rcslo  fmio,  il  esl  nécossaire  (jiio  A  ,  =  A^  =  ...:=  o. 
Par  suite  (u^Hr»),  les  «groupes  foruiôs  par  les  |)oiuls  coiumuus  à  la 
(•()uil)e  li\('  cl  à  l'une  des  courbes  sécantes  soûl  é(juivalculs  eulrc  eux. 
l']ludions,  eu  parliculier,  les  j^roupes  de  poiuls  délenuiués  sur  uu<' 
courhe  du  eliauip  liyperellij)li(pie  saus  poiul  siuu'ulier,  (-)„(//,*')  =  o, 
par  les  courhes  a  vaut  [)our  (Mpialiou  i;éuêt"al«' 

^.  \  ?^'\{'f  -  >^^  *'- ^) 

i        -+-  pA<,{it       A',  e  -  a')  +  . .  .+  p„=e;,=  (//  -  A',  c  ~  a')  =  o, 

où  (•),(//,  »•),  . . .,  0)^i(  w,  c)  dési}i;neul  les /r  fouelious  llièla  (Tordre// 
el  de  caracléristicpie  uuUe,  à  l'aide  de.S(juelles  ou  peut  exprimer  liiiéai- 
reiueul  toutes  les  fouelious  de  uièuie  ualure.  Nous  supposerons  <pie  // 
esl  inf ('rieur  à  Tordre,  />/,  de  (-)„(//,  p),  c'est-à-dire  (pic  les  courbes 
si'cautes  sont  d'ordre  infé'rieui-  à  celui  de  la  courbe  fixe. 

11  est  aisé  de  dÔMUOulrer  (jue  les  courbes  rcprcscnté'es  par  T(''(pia- 
lion  (li),  où  X',  a'  sont  suppos(^'s  fixes,  et  p,,  p^,  ...,  variables  d'une 
courbe  à  Taulre,  découpent  sur  la  proposée  des  j^roupes  appailenanl  à 
un  syslrtuf  spccidJ  :  soient  en  cllct 

{m  —  n)'-  fonctions  tlièta,  linéairement  distinctes  d'ordre  m  —  n  et  de 
caractérisli(pic  nulle;  désignons  par  A",  u."  deux  constantes,  liées  à  A' 
et  ui  par  les  relations 

(  // A  -h  (m  — /i)  A"  sso   1 
(<))  '        ,  >  (mod  périodes). 

!   //  ti.'  -H  (  ///  —  //  )  a"  E^  o  ) 

La  courbe  (|ui  a  pour  équation 

x[<t,0';(m  —  a",  t  —  [i.")+  C7o0j(w—  A",  V  —  u.")-h...J, 
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OÙ  p,,  p^,  , . .,  0-,,  Co,  . . .  sont  des  constantes  quelconques,  est,  d'après 
les  remarques  des  n***  111  et  112,  une  courbe  du  même  ordre  et 
de  la  même  famille  que  la  courbe  &o(if,  r)=  o;  elle  détermine  donc 
(n*'  114)  sur  cette  dernière,  quand  on  fait  varier  p, ,  p^,  . . .,  a, ,  c'a,  . .  . 
des  groupes  Çoc/j-d-  Or  cliacune  des  deux  familles  de  courbes 


(5)  p,©',(«  —  "^'^  t'  -  i^')-^  p.,Q[,(ii  —  X',  r  —  u,') 

(5  bis)     (7, 6'i (if  —  X",  V  —  ij.")  +  Œ., Ql ( it  —  X",  r  —  [7." ) 


.  =  o 


=  o 


découpe  sur  la  courbe  de  genre  p,  0o('^5  ^)=  o,  des  groupes  équiva- 
lents qui  appartiennent  respectivement  à  deux  systèmes  de  groupes, 
11'  et  2";  les  groupes  de  Tun  des  deux  systèmes  contiennent  moins  de  p 
points,  puisque  l'ensemble  d'un  groupe  de  H'  et  d'un  groupe  de  2" 
comprend  i{p  —  i)  points.  On  en  conclut  (n"  85)  que  l'un  des  deux 
systèmes  est  spécial,  et  l'autre  l'est  également,  en  vertu  du  théorème 
de  Riemann-Uoch.  Donc  : 

Dans  le  champ  hypcrelliptlque^  les  courbes  cV un  même  ordre  et 
d'une  même  famille  découpent,  sui'  une  courbe  quelconque  du 
champ  sans  point  singulier  et  d'ordre  supérieur  à  l'ordre  des 
courbes  sécantes,  des  groupes  de  points  qui  appartiennent  à  un 
système  spécial. 

La  démonstration  de  ce  théorème  nous  fait  de  plus  connaître  une 
seconde  famille  de  courbes  d'un  môme  ordre,  découpant  sur  la  courbe 
fixe  des  groupes  qui  appartiennent  au  système  spécial  complémen- 
taire du  précédent. 

117.  Ces  résultats  auxquels  nous  sommes  parvenu  si  simplement 
vont  nous  conduire  à  des  propriétés  géométriques  intéressantes  des 
courbes  du  champ  hyperelHptique,  propriétés  qui  n'appartiennent  pas 
aux  courbes  algébriques  générales. 

Supposons  d'abord  que  la  courbe  ©«(w?  ^)  =  o  soit  d'ordre  pair, 
c'est-à-dire  que  l'ordre,  /?«,  de  ©0(^5  f^)  soit  égal  kiq  :  nous  pourrons 
allors  choisira  de  façon  que  les  courbes  (5)  et  (5  bis)  soient  du  même 
ordre;  il  suffit  pour  cela  de  faire  n  =  q.  Si  de  plus  on  choisit  \'  et  \t,' 

Journ.  de  Math.  (4*  série),  tome  IX. —  Fasc.  I\,  iSgS.  h!" 


;i-8  «.     lllMnEIlT. 

(le  laron  (|iu'  Ton  ail  X'  =  X",  [jl'  —  [Jt.",  ce  (jui  cntraîiio,  (rai)r('s 

(^(i)  2</X'e£::0,  2<7(i.'s=0  (^lUod   |)('M'io(l('S), 

lt>scltMi\  familles  de  courbes  (5)  et  (5  />/*•)  seront  idcnliqucs.  Achacjiic 
svslôinc  de  valeurs  de  X',  ijl'  véi'inanl  les  congrueuces  ])récédeutes  eoi- 
respoud  ainsi  une  faniille  de  courbes  représenlée  par  ré(|ualion  (^5); 
cherclions  combien  nous  obtiendrons,  par  cette  méthode,  de  familles 
dilTérentes. 

Soient  «r^,  <r„  cl  <r,  'i?  deux  couples  de  périodes  simullanées;  nous 
aurons  pour  X',  tx'  les  solutions 

5  Cl  >  , 

pour  que  les  courbes  représentées  par  l'équation  (5),  où  l'on  remplace 
successivement  X'  et  u.'  })ar  ces  valeurs,  ai)partienncnt  à  deux  familles 
distinctes,  il  faut,  d'après  ce  qui  a  été  dit  au  n"  111,  et  })uis({ue  les 
fonctions  0'  sont  d'ordre  q,  que  les  (juantités 


et 


>     c  est-a-dirc     — ^ > 


2  <7        iq 


ûf    — !^ 5     cest-a-dirc 


ne  soient  pas  égales  à  des  périodes  simultanées,  et,  par  suite,  que  les 
couples  de  demi-périodes  —  >  — ^  et  -?  —  soient  différents,  à  des  pé- 
riodes près.  Il  en  résulte  qu'il  y  aura  autant  de  familles  dilTérentes  de 
courbes  (5)  répondant  au  problème  qu'il  y  a  de  couples  distincts  de 
demi-périodes,  c'est-à-dire  seize. 

Deux  courbes  quelconques  d'une  de  ces  seize  familles  découpent 
sur  la  courbe  ©„(«/,  p)  =  o  deux  j^roupes  de  points  dont  l'ensemble 
forme  un  groupe  (l'ap-o;  en  particulier,  si  les  deux  courbes  considé- 
rées coïncident,  on  obtient,  sur  la  courbe  Qq{iIi  (^)^o,  un  groupe 
particulier  (5'2(/>-oj  formé  de  points  deux  à  deux  confondus.  L'équa- 
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tion   (5)  renfermant  n^—i,  ici  q-  —  i,   paramètres,  il   y  aura   un 
nombre  q- —  i  fois  infini  de  ces  groupes  particuliers. 

Or  il  est  à  remarquer  que,  sur  une  courbe  algébrique  quelconque, 
il  n'existe  qu'un  nombre  fini  de  tels  groupes  (j'scp-o  •  ^^  ^^^^  ^^  ef^el 
que,  parmi  les  courbes  d'ordre  N  —  3  adjointes  à  une  courbe  plane 
d'ordre  N  et  de  genre^,  le  nombre  de  celles  qui  touchent  la  courbe  plane 
en  tous  leurs  points  non  singuliers  de  rencontre  avec  elle,  est  égal,  en 
général,  à  2^~'(2''— i);  c'est  seulement  pour  des  courbes  particu- 
lières c|ue  ce  nombre  pourra  devenir  infini.  Nous  avons  ainsi  trouvé, 
pour  les  courbes  du  champ  hyperellip tique,  une  propriété  géométrique 
qu'on  peut  énoncer  ainsi  : 

Soit  Cfl  une  courbe  du  champ  hyperelllptique ,  sans  point  singu- 
lier, obtenue  en  égalant  à  zéro  une  fonction  thêta  cV ordre  pair^ 
iq  ('  );  désignons  par  C^  sa  projection  sur  un  plan  quelconque ,  et, 
plus  généralement,  une  courbe  plane  qui  lui  corresponde  point  par 
point;  soit  N  le  degré  de  C!^  :  il  existe  seize  familles  de  courbes 
d'ordre  N  —  3,  adjointes  à  G'^,  et  touchant  cette  courbe  en  tous 
leurs  points  mobiles  de  rencontre  avec  elle;  V équation  des  courbes 
d'une  même  famille  dépend  de  q^  —  \  paramètres  arbitraires. 

Les  points  de  contact  des  courbes  d'une  famille  forment  des 
groupes  équivalents  de  ^q^  points  qui  appartiennent  à  un  systèrtie 
spécial,  et  par  les  points  de  deux  de  ces  groupes  on  peut  faire 
passer  une  courbe  adjointe  d'ordre  N  —  3. 

Par  un  raisonnement  tout  à  fait  semblable  à  celui  qui  précède,  on 
établit  la  proposition  plus  générale  suivante  : 

Si  l'équation  de  la  courbe  Co  du  champ  hyperelliptique  s'obtient 
en  égalant  à  zéro  une  fonction  thêta  d'ordre  rq^  il  existe  r'  fa- 
milles de  courbes  d'ordre  N  —  3  adjointes  à  Cj,  et  ayant  avec  cette 
dernière  courbe  un  contact  d'ordre  r  —  \  en  chacun  de  leurs  points 


(*)  Le  genre  de  Cq  est  (n°  114)  égal  à  4<7'  +  ';  réciproquement  une  courbe 
du  champ  hyperelliptique,  sans  point  singulier,  de  genre  ^V'+i,  s'obtient  en 
égalant  à  zéro  une  fonction  thêta  d'ordre  2c/. 


i8o  G.    IIUMBERT. 

niohUcs  de  rcncoutro  avec  cUc;  l\''quation  des  coui'hcs  d'unrwèmc 
fauiillc  dépend  de  (/'  —  i  parainèties arbitfaires. 

Les  poi/its  de  contact  des  eourlfes  d'une  fannlle  forment  des 
i^roupes  équivalents  de  irif-  points  (jui  appartiennent  à  un  système 
spécial,  et  par  les  points  de  r  de  ces  groupes  on  peut  faire  passer 
une  courbe  adjointe  d  ordre  N  —  3. 

En  particulier,  et  colle  proposilion  s'appli(|ue  à  loutcs  les  courbes 
sans  point  siiii^ulier  du  cliaiuj)  liyperelliplicpie  :  si  Véquation  de  (\^^ 
s'obtient  en  annulant  une  fonction  thêta  d  ordre  m,  c'est-à-dire 
si  Cj,  est  de  ^e/ire  m'-  -h  i ,  il  existe  m*  courbes  d'ordre  N  —  3,  ad- 
jointes à  C'„,  et  ayant  avec  cette  dernière  courbe  un  contact  d' ordre 
m  —  1  en  chacun  de  leurs  points  (^non  multiples)  de  rencontre  avec 
elle. 

Les  -2 m  points  de  contact  d'une  de  ces  courbes  avec  C'„  correspon- 
(Iciil  aux  points délcrminés  sur  h\  courbe  C,,,  c'est-à-dire  ©oC^^?  v)~o, 
|)ar  les  courbes 

-o("-  '^'i  ^'—  l^')  =  o, 

où  X'  et  a'  sont  définis  par  les  congruenecs 

niX^^so,         /i[jt.'^o  (mod  périodes), 

et  où  S-o(  u,  v)  désigne  loujours  la  fonction  ibôla  d'ordre  un,  de  carac- 
téristique nulle. 

Cette  dernière  propriété  n'appartient  pas  non  plus  aux  courbes 
algébriques  générales,  car  soit  p  =  m- -h  i  le  genre  d'une  de  ces 
courbes,  supposée  plane  et  d'ordre  N  :  pour  trouver  une  courbe  ad- 
jointe d'ordre  N  —  3  ayant  avec  elle  en  2m  points  un  contact  d'ordre 
m  —  I,  il  faut  satisfaire  à  2.m(ni  —  i)  conditions;  or  im{m  —  i)  est 
supérieur  au  nombre  de  paramètres,  p  —  \  ou  m"^^  dont  dépend  l'équa- 
tion des  courbes  adjointes  d'ordre  N  —  3,  dès  que  m  dépasse  2. 

118.  Remarque.  —  Les  théorèmes  ci-dessus  s'étendent  d'eux- 
mêmes  aux  courbes  univoques  tracées  sur  la  surface  de  Kummer, 
lorsque  ces  courbes  n'ont  pas  d'autres  points  multiples  que  les  points 
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doubles  qui  leur  apparliennenl  nécessairement  en  vertu  de  leur  défi- 
nition. 

On  peut  en  ce  cas  donner  à  nos  résultats  une  forme  géométrique 
simple. 

Soit  en  effet  0o(^  —  ^5  p—  jj.)  =  o  l'équation  d'une  courbe  uni- 
voque  de  la  surface  de  Kummer;  si  0o(w,  p)  est  d'ordre  m,  cette 
courbe,  d'ordre  [\?n^  est  l'intersection  de  la  surface  de  Kummer  avec 
une  surface  d'ordre  m^  touchant  la  précédente  en  m'^  points  (n°  91); 
par  suite  les  groupes  ç^{p-\)  et  les  groupes  spéciaux  sont  découpés 
(n°  80)  sur  elle  par  des  surfaces  d'ordre  m  passant  par  les  m^  points 
doubles. 

Cette  remarque  permet,  par  exemple,  d'énoncer  ainsi  le  dernier 
théorème  du  numéro  précédent  : 

Par  les  m-  points  doubles  d'une  courbe  univoque  d'ordre  L\m 
tracée  sur  la  surface  de  Kummer,  on  peut  faire  passer  m'  sur- 
faces d'ordre  m,  ayant  avec  la  courbe  proposée  un  contact  d'ordre 
m  —  I  en  chacun  de  leurs  im  points  (non  multiples^  de  rencontie 
avec  elle. 

Les  1  m  points  de  contact  d'une  de  ces  surfaces  et  de  la  courbe 
sont  dans  un  même  plan  tangent  de  la  surface  de  Kummer. 

Lorsque  m  dépasse  4 7  on  doit  entendre  qu'il  y  a  m'  systèmes  de 
surfaces  d'ordre  m  répondant  à  la  question,  les  surfaces  d'un  même 
système  coupant  la  surface  de  Kummer  suivant  la  même  courbe  ;  mais 
il  n'y  a  jamais  que  m'  groupes  de  points  de  contact. 


119.  Arrivons  maintenant  aux  courbes  du  champ  hyperelliptique 
douées  de  points  singuliers,  c'est-à-dire  aux  courbes  représentées  par 
une  équation  0o(^^  ^0  =  o,  telle  que  les  trois  équations  0o("7  <0  —  ^•> 
'—^  =  o,  ^-r^  —  o  aient  un  ou  plusieurs  systèmes  de  solutions  com- 

()u  '    ()v  i  ^ 

munes  en  m  et  p. 

Soit  Wo,  i'o  un  c{uelconque  de  ces  systèmes;  il  est  clair  qu'on  ob- 
tiendra une  intégrale  de  première  espèce,  appartenant  à  la  courbe 


^Sj  g.     IIIMMKIIT. 

(-)„  =^  (),  pai-  roxpn^ssion 


{\) 


^-dit 


où  0(//,  ^')  désigne  une  fonction  do  même  ordre  et  de  même  famille 
(jne  0„(//,  ('),  telle  (jue  Tinté^rale  préeédente  reste  finie  en  tout  point 
sinj^ulier  Wq,  i',,.  Si  //„,  r„  est  un  point  double,  c'est-à-dire  si  les  déri- 
vées secondes  de  0o(^/,  *')  ne  s'y  annulent  pas,  il  faut  et  il  suffit,  pour 
<pi('  rinlég:rale  (4)  rosle  finie,  que  la  courbe  0(w,  (')=  o  passe  par  ce 
point;  si  w„,  «'„  est  un  point  multiple  d'ordre  A,  c'est-à-dire  si  toutes 
les  dérivées  de  0o(w,  r)  par  rapport  à  u  et  v  s'annulent  en  ce  point 
jusqu'à  Tordre  A",  exclusivement,  la  courbe  0(w,  c)— o  devra  avoir 
au  même  point  un  point  multiple  d'ordre  A  —  i.  On  le  démontre  par 
un  raisonnement  identique  à  celui  que  l'on  connaît  pour  les  ])oints 
singuliers  des  courbes  ali^ébriques  planes  :  sur  une  courbe  [)lane, 
f(.v,y)=  o,  les  propriétés  d'un  point  multiple  x^,  y»  dépendent  en 
efl'et  uniquement  d'un  certain  nombre  des  premiers  termes  du  déve- 
loppement de  /(e,  y)  suivant  les  puissances  croissantes  de  x  —  a;„, 
)-—^„,  et  ces  propriétés  s'étendent  d'elles-mêmes  aux  points  singu- 
liers d'une  courbe  Q,^(u,  v)  =:  o  du  cbamp  hypercllipti(pie,  })uis(pie 
0„(?/,  i)  est  toujours  développable  en  série  convergente  suivant  les 
puissances  croissantes  de  u  —  u„,  v  —  io- 

D'après  cela,  et  d'une  manière  générale,  si  la  courbe  0„(w,  v)  =  o 
a,  en  un  point  a^,  <0  5  ^rie  singularité  o-q,  il  faudra,  pour  que  l'inté- 
grale (4)  reste  finie  en  ce  point,  que  la  courbe  0  =  o  possède  en  w„, 
t„  une  singularité  bien  déterminée  o-,,  :  nous  dirons  (|ue  la  singula- 
rité (j\  est  adjointe  de  (7o. 

Si  l'on  considère,  dans  le  développement  de  0o(w,  r),  suivant  les 
puissances  croissantes  de  u  —  «„,  v  —  (>(,,  les  termes  (dont  les  coeffi- 
cients peuvent  être  nuls)  qui  caractérisent  la  singularité  o-q,  il  est  clair 
qu'une  courbe  algébrique  plane  /(w,  v)  =  o,  telle  que  le  développe- 
ment de  f(u,  p)  commence  par  les  mêmes  termes,  les  autres  termes 
étant  quelconques,  aura,  au  point  u^,  ('o?  la  singularité  a^,  et  les 
courbes  adjointes  k  f(u,  c )  =  o  auront,  en  ce  même  point,  la  singu- 
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larité  adjointe  a^.  On  ramène  ainsi  la  recherche  de  la  singularité  a-,, 
au  problème  analogue  pour  une  courbe  algébrique  plane. 

Une  courbe  possédant,  en  chaque  singularité  de  la  courbe 
0o(w,  p)  =^  G,  la  singularité  adjointe  sera  dite  adjointe  à  la  proposée. 

Cela  posé,  nous  allons  établir  que  les  intégrales  abéliennes  de  pre- 
mière espèce  relatives    à   une   courbe  quelconque  0o(z^,p)=o  du 

champ  hyperellip tique  sont,  à  part   /  du  et   /  dv,  de  la  forme 

'  -  du, 


où  &{u,  p)  =  o  est  une  courbe  du  même  ordre  et  de  la  môme  famille 
que  0o(^^  <0  =  •^î  6t  adjointe  à  celle-ci. 

120.  Observons  d'abord  que,  si  deux  courbes  ont  eu  un  même 
point  deux  singularités,  a,,  Œo,  elles  ont,  en  ce  point,  un  certain 
nombre  d'intersections  confondues  :  ce  nombre  ne  dépend  évidem- 
ment que  des  termes  qui  caractérisent  les  singularités  u,  et  (j.,  dans  les 
développements  des  premiers  membres  des  équations  des  deux 
courbes;  il  est  égal  au  nombre  analogue  relatif  à  deux  courbes  planes 
qui  auraient  en  un  point  les  singularités  a,  et  a-o;  nous  le  désignerons 
parl(cr,,cr2). 

En  particulier,  le  nombre  I((7o,ct'j,)  des  intersections,  réunies  en 
un  point  singulier,  d'une  courbe  et  d'une  quelconque  de  ses  courbes 
adjointes  ne  dépend  que  de  la  singularité  o-g;  il  jouit  de  plusieurs 
propriétés  importantes  que  nous  allons  exposer. 

Tout  d'abord,  dans  le  champ  hyperelliptique  comme  dans  le  plan, 
le  nombre  I(o-„,  cj'y)  est  double  du  nombre  qui  exprime  l'abaisseinent 
du  genre  dû  à  la  singularité  (Jq. 

Soit  en  effet  0o(w,  v)  une  fonction  thêta  d'ordre  w,  supposons  que 
la  courbe  0„  =  o  n'ait  qu'une  seule  singularité,  a^,  et  désignons  par 
0(w,  p)  =  o  la  courbe  adjointe  la  plus  générale,  du  même  ordre  et 
de  la  même  famille  que  la  proposée.  La  différentielle 

ai' 


384  ^'"   ni'^""-'*'r. 

ôlaiil,  par  hypothèso,  abéliennc  el  clo  promlôre  espèce  le  lonj,^  delà 
tourl)o  0p  =  o,  s'annulera  en  •2{p  —  i)  points,  non  lixes,  de  cette 
courbe,  /)  désinnanl  le  j»enre  de  0„  =  o.  I']n  d'autres  termes,  le  nombre 
des  points,  distincts  du  j)oiut  sinj^ulier,  où  les  deux  courbes  0„  =  o 
et  0=0  se  renconlrcnt,  est  éj^al  à  -li^p  —  i),  et  Ton  a 

■2{p  -  i)=  '2/ir  -  l(^(T,„cr;,); 


(1  ou 


<.-)  r  =  ''''  -+-  '  -  iK^^o'  O 

ce  ([ui  démontre  la  |)roposilion  à  établir. 

En  second  lieu,  le  nombre  ^I(o'„,  c,,)  est  égal  au  nombre  des  condi- 
tions auxfpielles  équivaut  la  sinp;ularité  a,,.  Ce  ibéorème  est  évident 
dans  le  j)lau  :  soil  en  eilV't  c\^  le  noudjre  de  conditions  dont  il  s'agit; 
pour  une  courbe  plane  d'ordre  //  sans  points  singuliers,  les  courbes 
adjointes  d'ordre  //  —  3,  linéairement  distinctes,  sont  en  nombre  égal 

a  ^^ — )  puisque  toute  courije  d  or(ne  //  —  .)  est  adjomte  a  la 

proposée.  Si  la  courbe  a  une  singularité  o-o,  le  nond)rc  des  courbes 
adjointes  d'ordre//  —  3  est  diminué  de  c'„par  définition,  et  par  suite  r,, 
est  égal  à  l'abaissement  du  genre  dû  à  la  singularité  œ,,,  c'est-à-dire  à 

il(^o,'7'„). 

La  proposition  subsiste  dans  le  champ  hyperelliptique,  puisque  les 
nombres  I((7(,,  a'^)  et  c^  ne  dépendent  que  de  la  nature  de  la  singula- 
rité (7^;  il  en  résulte  que,  dans  le  développement  suivant  les  puissances 
croissantes  de  u  —  u^,  ("  —  Pq?  ^^  premier  nombre  de  l'équation  d'une 
courbe  supposée  adjointe  à  une  autre  courbe,  douée  en  Wq,  Pq  ^^^  I«i 
singularité  a^,  les  coefficients  doivent  satisfaire  à  ^I(a"„,  o-'„)  équations, 
et  ces  équations  sont  linéaires  comme  dans  le  cas  du  plan.  Toutefois 
on  pourrait  objecter  qu'en  raison  de  la  nature  spéciale  des  fonctions 
thêta,  un  certain  nombre  des  équations  précédentes  peuvent  être  des 
conséquences  nécessaires  des  autres;  le  nombre  c^^  des  conditions 
cherchées  serait  donc  inférieur  à  mc^,  a'^). 

Nous  allons  montrer  que  cette  hypothèse  est  à  écarter. 

Supposons  toujours  que   la  courbe  0„(?/,p)=o  n'ait  pas  d'autre 


I 
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siiig-ularitc  que  do  '•>  ^e  nombre  des  courbes  adjointes  linéairement 
distinctes  du  même  ordre  et  de  la  même  famille  est  égal  à  7/1^  —  c„,  et 
si  l'on  retranche  la  cour])e  0^  =  0  elle-même,  il  reste  m^  —  c„  —  i  de 
ces  courbes,  fournissant  par  la  formule  (4)  autant  d'intégrales  abé- 
lienncs  de  première  espèce,  sur  ©„  ^  o.  Si  l'on  ajoute  les  intégrales 

/  du  et  /  dv,  on  voit  que  le  genre,  p,  de  la  courbe  9o  —  o  est  au  moins 

égal  à  ni-  —  c'^^-\-  i, 

71  > 


nr  —  c. 


Or  on  a 

(7)  p  =  /^^'  +  i -^i(^o,0; 


d'où  l'on  tire 


<>^T(ao,cr;) 


et  par  suite,  comme  c'^  ne  peut  dépasser  ~I(o-o,  o-'y),  d'après  ce  quia 
été  dit  plus  haut,  on  a  nécessairement 

Donc  : 

Pour  une  courbe  du  champ  hyperelliptique  possédant  en  un 
point  une  singularité  o-,,,  le  nombre  :^I(.a'o,  a^)  est  égal  :  i^  au 
nombre  des  conditions  linéaires  auxquelles  équivaut  la  singularité 
adjointe  ct'„  ;  2*^  au  nombre  qui  exprime  V abaissement  du  genre  dû 
à  la  singularité  a^, 

121.  Nous  sommes  maintenant  en  mesure  d'établir  la  proposition 
que  nous  avions  en  A^ue  relativement  aux  intégrales  abéliennes  de  pre- 
mière espèce  qui  appartiennent  à  une  courbe  du  champ  hyperellip- 
tique. 

Soit  ©0  =  o  cette  courbe;  supposons  qu'elle  ait  en  des  points  u^^  p',, 
«2,  ^^"25  •••  des  singularités  o-,,  (7o,  ...,  soit  p  son  genre,  désignons 
par  m  l'ordre  de  0o(w,  p'). 

Journ.  de  Matlt.  (4°  série;,  tome  IX.  —  Fasc.  IV',  1893.  49 
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On  a,  (Tapirs  le  raisomuMUoiil  du  iumu''r()  préccdent, 
•2(^p  —  i)  ■-  -ini'^  -  -  H(a,  cr') 


ou 


(8^  p  ^  nr-h  I  -  J21((T,  a), 

la  somnio  s'ôlondaiil  à  tontes  los  sini;ularilés  o-,,  a^,  .  ... 

D'un  autre  eolé,  les  eourhes  du  inèine  ordre  cl  de  la  même  famille 
(jue  00  =  o,  adjointes  à  celle-ci  cL  linéairement  distinctes,  sont  en 
nombre   ar/   inouïs  éi;al   à 

m=-^i:i(a,  a'), 

puisque  chaque  singularilé  a',  adjointe  d'une  singularité  a,  équivaut 
à  .;I(o-,  a')  conditions.  Nous  disons  (iii  moins  j)arce  cpie  les  conditions 
inq)Osées  par  les  diverses  singularités  a'  pourraient  ne  pas  être  indé- 
penilantes,  l']n  retranchant  des  courbes  adjointes  qui  précèdent  la 
courbe  0o  =  "  elle-même,  il  reste  au  moins  m^  —  i  —  ^2I((i,  a) 
courbes  distinctes,  donnant  par  la  formule  (4)  au  moins  autant  d'in- 
tégrales de  première  espèce  le  long  de  la  courbe  ©^  =  o;  en  ajoutant 

maintenant  les  deux  intégrales  /  du  et  /  c/p,  on  arrive  à  l'inégalité 

plni'^^i  -^2:i(<7,a') 

et,  en  comparant  à  la  relation  (8),  on  voit  qu'on   doit  prendre   le 
signe  =,  et  par  suite  la  restriction  au  moins  doit  être  supprimée. 
11  en  résulte  : 

i"  Ouc  les  conditions  imposées  aux  courbes  du  même  ordre  et 
de  la  même  famille  qu'une  courbe  donnée,  par  les  singularités  ad- 
jointes des  singularités  de  cette  courbe,  sont  indépendantes  les  unes 
des  autres; 

2°  Que  toutes  les  intégrales  de  première  espèce  appartenant  à 
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une  courbe  du  champ  hyper  elliptique  sont,  à  part  j  du  et  j  dr, 
comprises  dans  le  type  (4)  (  '  ). 

Nous  voyons  ainsi  qu'une  courbe  de  genre  p  admet  p  —  i  courbes 
adjointes,  linéairement  distinctes,  du  même  ordre  et  de  la  même 
famille  qu'elle,  parmi  lesquelles  figure  d'ailleurs  cette  courbe  même. 

122.  M.  Guccia  a  démontré,  pour  les  courbes  algé])riques  planes, 
le  théorème  suivant,  qui  s'étend  aussi,  en  vertu  des  explications  cjuc 
nous  venons  de  donner,  aux  courbes  du  champ  hyperelliptique  (^). 

«  Le  nombre  des  conditions  auxquelles  équivaut  pour  une 
courbe  une  sinf>;ularité  donnée  en  un  point  donné  est  égal  au 
nombre  des  intersections,  réunies  en  ce  point,  de  deux  courbes 
quelconques  douées  de  cette  singularité,  diminué  du  nombre  qui 
exprime  l'abaissement  du  genre  que  celle-ci  produit  (').  » 

Nous  aurons  occasion  d'appliquer  cette  belle  et  importante  propo- 
sition, ainsi  que  la  suivante,  due  au  même  auteur  et  que  nous  énon- 
çons tout  de  suite  pour  le  champ  hyperelliptique. 

Soit  un  système  linéaire  de  courbes,  du  même  ordre  et  de  la  même 
famille, 

tel  que  la  courbe  mobile  du  système  possède  en  un  point  une  singu- 


(')  Cette  seconde  conséquence  était  évidente  a  priori;  la  proposition  a  été 
en  effet  démontrée  pour  les  courbes  sans  point  singulier,  et  il  est  clair  qu'elle 
subsiste  quand  on  fait  varier  les  coefficients  de  l'équation  d'une  courbe  sans 
point  singulier  de  manière  à  lui  faire  acquérir  un  ou  plusieurs  de  ces  points. 

(^)   Comptes  rendus,  4  octobre  i886. 

(*)  On  suppose  dans  cet  énoncé  que  si  les  deux  courbes  6(,  zzr  o,  0  =  o  ont  en 
un  point  la  singularité  considérée,  les  courbes  du  système  XQ0o-i-  X,0,  n- o  ont 
en  ce  point  la  même  singularité. 
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larilô  7,  :  soiont  dt*  nirnio  irauh'cs  syslôincs  linéaires 


o=:l,^,&?\if,v). 


doni  los  ('()url)os  mohih^s  possôiloiil   un   niriue  [)()inl   dos  singulariU's 
rospoclivos  t.,,  ag,  . . .,  Œp. 

On  aj)|)ollora  fiiiliiularitc  cowposce  (a,  H- a, -f-. . . -h  ffp)  la  sin^ii- 
larilô  bien  dcleriuinôe  quo  possède  au  point  considère,  quelles  (pie 
soient  les  constantes  <?,  toute  courbe  représentée  par  Féquation 

o ^<7a.[j,  ..^s^a    ^[i     •  •  -^i   1 

la  somme  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  de  a,  p,  . . .,  S. 
Cela  posé,  on  a  ce  ihéorènie  (  ')  : 

«  Le  iiomln'c  de  conditions  auxquelles  équivaut  la  singularité 
(7,  +  o-o +. .  .-h  <Tp)  en  un  point  donné  est  égal  à  la  so/nnie  des 
nombres  analogues  relatifs  aux  singularités  tr,,  a^,  ...,  Cp,  aug- 
menté de  la  somme  des  intersections  deux  à  deux  des  mêmes  singu- 
larités, c'est-à-dire  de  la  somme  des  nombres  l(o-,,  o-y),  [^<y  |- 

Il  est  à  remanpier  que  M.  (luccia  n'a  pas  établi  les  tbéoi-èines  cpii 
précèdent  eu  parlant  des  développements  dans  le  domaine  du  [)()int 
singulier;  mais  les  résultats  sont  applicables  aux  courbes  du  ehanq) 
liy[)erelliplique  puiscju'ils  ne  dépendent  en  réalité  que  des  termes 
caractéristi(piesde  ces  développements.  D'ailleurs  M.  Nôtliera  indiqué 
une  métbode  pour  déduire  les  propositions  de  INI.  Guccia  de  ré(]ualion 
même  des  courbes  au  voisinage  des  points  multiples  (-). 

Il  est  aisé  de  voir,  à  Faide  des  principes  qui  viennent  d'être  posés 
relativement  aux  courbes  adjointes,  dans  quelle  mesure  les  proposi- 

(')   Rendiconti  del  Circolo  matem.  dl  Palenno,  t.  III,  p.  24i. 
(2)  Ibid.,  t.  IV,  p.  3oo. 
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lions  établies  plus  haut  pour  les  courbes  du  cliamp  hypcrelliptiquc 
sans  point  singulier  s'appliquent  aux  courbes  possédant  des  singula- 
rités; nous  n'insisterons  pas  sur  ces  extensions  qui  n'ofTrent  aucune 
difficulté  dans  chaque  cas  particulier,  et  que  nous  présenterons  d'ail- 
leurs sous  une  autre  forme  en  exposant  les  propriétés  des  surfaces 
adjointes  aux  surfaces  hyperelliptiques  générales. 


CHAPITRE  III. 
Théorie  des  surfaces  adjointes. 

125.  Reprenons  la  surface  hypcrelliptiquc  ô  dont  les  coordonnées 
d'un  point  jc,  ,  x.,,x^,  x,,,  sont  proportionnelles  à  quatre  fonctions  thêta 
d'ordre  h  et  de  caractéristique  nulle  a7,(M,r),  x\,(w,(),  x'3(?/,p), 
Xji(u,  ç).  Nous  supposerons  que,  dans  le  champ  hypereUiptique,  c'est- 
à-dire  sur  une  surface  hypereUiptique  choisie  à  volonté,  les  quatre 
courbes  Xj(u,  v)  =  o,  ou,  d'une  manière  plus  précise,  les  courbes 

(i)     o  =  X,  j;,  (a,  (•)  -h  A2.r^,(z/,  v)  -+-  X^x-^^k,  p)  -f-  X.,x,,(?<,  v), 

où  les  \  sont  des  constantes  quelconques,  ont  un  certain  nombre  de 
singularités  communes  a-,,  a^, ...,  o-p  aux  points  ^^|,  r,;  //.j,  t\;  ,..,  ?/p,  pp. 

Dans  cette  hypothèse  tout  à  fait  générale,  nous  allons  établir,  entre 
les  surfaces  adjointes  de  i5  et  les  fonctions  thêta,  une  liaison  im- 
portante qui  est  la  généralisation  de  notre  théorème  fondamental  pour 
la  surface  de  Kummer  et  qui  se  prêtera  à  de  nombreuses  applications 
géométriques. 

La  surface  6  définie  plus  haut  étant  toujours  supposée  représentable 
point  par  point  sur  le  champ  hypereUiptique,  on  obtiendra  son  degré 
/^,  en  cherchant  le  nombre  des  solutions  non  fixes  cojnmunes  aux 
deux  équations 

(  l)  'k^X^(u,Ç)~h  ...   -h  X,  .X-,  (f/,  P)  =  o, 

(2)  [^-i-^"i(«,  p)  +-  ...  4-  li,,x,(u,ç)  =  0, 


.)()()  G.    HUMiiFirr. 

où  li's  X  o[  l(^s  ij,  sont  (les  constanles  (|iiolconqiios.  Ce  noinhrc  est 
rjial  à  -2/1'-  (liininué  de  la  sonnnt'  dos  inlorseclions  des  deux  courbes 
(1)  el  (•->)  rruiiios  au\  j)()iuts  sinijuliers  //,,  r,  ;  i/.,,{\,,.  . .,  Wp,('p;  c'esl- 
à-dire,  d'après   la    uolalion  du    u"  120,  île  la  somme  des    uombrcg 

T)()iu'  : 

Si  le  point  tt/^,  v\  est  un  poinl multiple  d'ordre  A  à  hranehes  sépai'ées 
j)our  les  eourbcs  (1)  et  si  en  ee  [)oiut  ces  courbes  n'ont  aucune  bran- 
die commune,  I(ayi,  a^)  est  ég;al  à  A^. 

I^e  j^enre,  />,  des  sections  planes  de  15,  c'esL-à-dire  des  courbes  (1), 
est  donné  par  la  formule  du  n"  121  : 

n'f^  désii^manl  toujours  la  singularité  adjointe  de  (S|^. 

Dans  le  cas  où  u^,  \\  est  un  point  multiple  d'ordre  A  de  la  nature 

iudifjuée  tout  à  riunire,  -,\{ihi  ^Â )  est  égal  à  — —• 

124.  Arrivons  maintenant  à  l'étude  des  surfaces  adjointes  à  Ô  et 
d'ordre  //  —  3;  soit  posé 

F(x,,.r2,a:.,,.r^)  =  X,  js-,  -h  XjiCo  +  '^2''^?t  -^  X^.r^, 

X,,...,X,,  étant  des  constantes.  La  surface  F=o  est  un  plan,  qui 
détermine  sur  hi  surface  ô  une  section  S. 
La  fonction  de  w  et  p 

F(w,t.')  =  ¥\X^{U,V),...,X^{U,V)\  =  A,.r,(«,  c)  + .  .  .  4- X,X,  (  W,  p) 

est  une  fonction  tlièta,  d'ordre  A,  ayant  en  cbaque  point  singulier  W/^,  v^ 
la  singularité  a,,:  désignons  par  0,  (w,  p), ...  ,0^_,(w,  (')  les  premiers 
membres  dcs/>  —  i  courbes,  linéairement  distinctes,  du  même  ordre 
et  de  la  même  famille  que  S,  et  adjointes  à  cette  courbe  (remarque 
finale  du  n"  121),  parmi  lesquelles  figure  d'ailleurs  la  courbe 
F(w,  v)  =  o  elle-même;  les  intégrales  abéliennes  de  première  espèce 
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appartenant  à  la  courbe  considérée  seront,  à  part  /  dû  el  /  dv\  de  la 
forme 

(4)  ^^  /  7^'îT ^''' 

OÙ  6(w,  v^  est  Tune  quelconque  des  fonctions  0,,  . . . ,  0^_, . 

L'intéo:rale  Jï  peut  être  mise  sous  une  autre  forme  qui  conduit  à  des 
conséquences  importantes,  relativement  aux  surfaces  adjointes.  Repré- 
sentons en  effet  comme  d'habitude  par  x-,  y,  z  les  rapports  —,  —■>  —, 
on  a  (n"  104)  sur  i9 

(  S',  du  =  B  dx  —  A  dy. 
(o) 

(  S'^  6/(^  =  B ,  dx  —  A ,  dy^ 

(3  bis)  DS;   =BA,    -AB,, 

S  =  o  étant  toujours  Téquation  de  15  et  D  =  o  celle  de  la  surface  ad- 
jointe d'ordre  n  —  4- 

Or,  le  long  de  la  courbe  F  —  o,  S  —  o,  on  a 

dx  F^  -\-  dy  F^.  h-  r/r  F!,  =  o, 

dx  S^  -f-  dy  S^.  4-  c/^  SI.  =  o  ; 
d'où 

dx  dv  dz 


s;,f;  -  s;  f;.  -    s;  f;,-  s:,f;  -  s:,f;  -  s;.f:, 

étant  posé,  bien  entendu, 

¥{x,y^z)  =  \^x  -\-  L.y  -(-  X., :r  +  X,, . 
De  ces  relations  et  des  relations  (5),  on  tire,  le  long  de  la  courbe  s, 
/  /^\  dx  _^  S',  du 

^^^  s;f;-s;f;.  -  B(s;.F;-s;F;)"-A(s:F:,-s;Fr)' 

ce  qui  donne  la  valeur  de  du^  en  fonction  de  dx. 
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Ucslc  à   calGMiler,   pour  Iranslormor  rinlêgrale  (/j),  la    valciii-  de 
/  —  |,  (Ml  foiKiion  tlo  ,/•,  )',  r;  or  on  a 

h\.i\ ,  .rj,  ./-a,  .r,)  =  .X-,  l\x,  y,  z)  ; 

d'où,  K'  lonj;  de  la  coiirhe  S  =  o,  F  —  o. 


(G  hiV) 


OV  ^  fdF  ôx    ,    d¥  dy        ()V  ô: 


(>.•        ■   '\d.v  (h^         dv  ôv         ()z   <) 


Les  rolalions  (^.-)),  résolues  pai-  raj)porl  à  de  et  dy,  donnent,  en 
tenant  compte  de  (:>  his), 

hdx  r=  A,  dit  —  Adr, 

Ddy  =  B,du-  B^i  ; 

d'où 

dr  _  _  A  ày  __  B 

di'  ~        D'  ^  ~        V)' 

el.  par  suite, 

<):■  _       S^  d.r        S'y  dy  ASV-f-BS'^, 

di-  SI  di'         SI  di'  SI 

I\irlanl  ces  valeurs  de  ^-j  t->  ir  dans  (6  bis),  il  vient 

di'     di'    di'  ^  ^ 

(<-,  u-r)  "1  =  x.,|I5(s;k  -  s; F,)  -  a(s;f;  -  s:,f;)i  j,'g.; 

d'où,  linalenient,  en  remplaçant  dans  (/j)  du  et  y^  par  leurs  valeurs 
tirées  de  (G)  et  (G  ter), 

ej  _   re(«,  (•)D(x,  r,s)         dx 
'^^j  '^,    ~      s^Fï^s'O?;.* 

Supposons  que  le  plan  F  =  o  soit  le  plan  z  =^  z^,  qui  est  évidem- 
ment un  plan  arbitraire  de  l'espace;  il  restera 


»>  _   f  B(«,t>)D(.r,  r,  :;o)  dx 

J         ^4  («,<•)        s;.' 
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Puisque  cette  intégrale  reste  finie  en  tous  les  points  de  la  courbe 
plane  d'ordre  n,  S(.r,  y,  :^o)  =  o,  il  est  nécessaire  que  la  fonction 


soit  égale,  le  long  de  cette  courbe,  à  un  polynôme  entier  d'ordre 
n  —  3  en  x  cl  y,  C(x,  y),  dont  les  coefficients  sont  d'ailleurs  fonc- 
tions de  z-Q.  De  plus,  la  courbe  C  —  o  sera  adjointe  à  la  courbe 

Kn  d'autres  ternies,   la    fonction  —    '   ^    D(^,  y,  z),    qui  est,   en 

cliaque  point  de  la  surface  ô  une  fonction  quadruplement  périodique 
de  u,  p,  et  par  suite  une  fonction  rationnelle  de  x,  y,  z,  doit  être  une 
fonction  entière  de  x  et  de  y  :  on  verrait  de  même  qu'elle  est  une 
fonction  entière  de  x  et  de  z,  et  par  suite  de  x,  y,  z.  On  a  ainsi,  en 
cbaque  point  de  6, 


(7) 


e(^,  y)  _  G(.r,  r,  s) 


C  désignant  un  polynôme  entier.  D'après  ce  qui  précède,  le  degré 
de  C  est  /i  —  3  par  rapport  à  deux  quelconques  des  variables  x,  y,  z  : 
le  tétraèdre  de  référence  étant  arbitraire,  il  en  résulte  nécessairement 
que  C  est  d'ordre  n  —  3,  par  rapport  à  l'ensemble  des  trois  variables. 

De  plus,  la  courbe  commune  à  la  surface  C  =  o  et  au  plan  z  =  z„, 
qui  est  un  plan  arbitraire  de  l'espace,  étant,  comme  on  l'a  vu,  ad- 
jointe à  la  section  de  6  par  le  même  plan,  cette  surface  G  =  o  aura 
pour  courbe  multiple  d'ordre  /  —  i  toute  courbe  multiple  d'ordre  / 
deJ!3. 

La  relation  (7),  qui  peut  s'écrire,  en  revenant  aux  coordonnées 
homogènes, 

mettait  d'ailleurs  ce   dernier   résultat  en  évidence,   car  le   premier 

Journ.  de  Math.  (4"  série),  tome  1\.  —  Fasc.  IV,  1893.  ^O 
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membre  reslaiil  fini  pour  loules  les  valeurs  do  w  et  de  p,  il  faut,  pour  que 
le  secoud  uieinhie  soit  éualeuieul  fiui,  que  la  surface  C  =  0  passe  ])ar 
les  courbes  couiiiiuues  aux  surfaces  D  =  o  cl  S  =  o,  les  courbes  uui- 
cursales  siuj^ulières  pouvaul  toutefois  être  exceptées,  puiscpic  le  lon^ 
des  courbes  j',,  ...,.f,  s'aunulenl.  On  en  déduit  que  toute  courbe 
multiple  d'ordre  /  de  i5,  (jui  est  uîultij)le  d'ordre  /—  i  sur  la  surface 
adjoiute  D,  doit  être  aussi  uiultiple  d'ordre  /—  i  sur  C  =  o.  Si  cette 
courbe  multiple  était  en  jucdic  temps  une  couilx*  unicursale  siupi- 
lière,  le  raisonnement  précédent  ne  s'a})pli(pierait  plus,  mais  nous 
venons  de  voir,  ])ar  une  autre  voie,  que  la  [)roposition  subsiste  encore. 

125.  I.a  relation  (8)  montre  également  comment  se  comporte  la 
surface  C  =  o  aux  points  multiples  (isolés)  de  la  surface  î5. 

M.  Picard  a  fait  voir  que  la  surface  D  =  o  jiasse  par  les  points  dou- 
bles de  ô,  et  qu'elle  a  pour  point  multiple  d'ordre  au  moins  égal  à 
1—1  tout  j)oint  multiple  d'ordre  /  de  cette  même  surface;  de  plus, 
si  l'ordre  de  nmltiplicitéest  1—2.,  les  termes  de  degré  /  —  2  dans  D  ne 

sont  pas  complètement  arbitraires. 

C 
Dès  lors,  pour  que  la  fonction  Q{u,  v),  ou  jz*  reste  finie  en  un  point 

niulti[)le  d'ordre  /de  I?,  il  est  nécessaire  que  la  surface  C  =  o  ait  en  ce 
point  un  point  multiple  du  même  ordre  que  la  surface  D  =  o;  et  l'on 
voit  ainsi  que  la  surface  G  =  o  est  une  surface  (d'ordre  /i  —  3),  ad- 
jointe à  ô,  et  qu'elle  se  comporte  comme  la  surface  D  =  o,  aux  points 
multiples  isolés. 

11  est  également  à  observer  que  si  la  surface  D  =  o,  en  un  point 
multiple  isolé,  avait  le  même  cône  des  tangentes  que  la  surface  îr»,  la 
surface  C  =  o  jouirait  de  la  même  propriété.  Cette  condition  est  en 

effet  nécessaire  pour   (lue  la  fonction  ^,    '-^'"l  reste  finie  quand  le 

point  (x,  y,  z)  s'approcbe  du  point  multiple  en  restant  sur  !n. 

12(>.  A  chacune  des  p  —  i  fonctions  linéairement  distinctes  0,, 
02,  • . .,  0y,-o  correspond  ainsi  par  la  relation  (8)  une  surface  d'ordre 
n  —  3  adjointe  à  6  :  les  /^  —  i  surfaces  obtenues  sont  distinctes  linéai- 
rement; sinon,  en  vertu  de  la  relation  (8),  les  p  —  i  fonctions©  ne  le 
seraient  pas. 
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Réciproquement,  nous  allons  établir  que,  si  C  =  o  est  l'équation 
d'une  surface  d'ordre  n  —  3  adjointe  à  !n,  la  fonction 

U  (  .3?  1 ,  X.2,  OC^,  JCi^  ) 

est  égale,  en  chaque  point  de  $,  à  une  fonction  linéaire  et  homogène 
de0.,0„  ...,0^_,. 

Nous  admettrons  d'abord,  non  seulement  que  la  surface  C  =  o  est 
adjointe  à  JS  dans  le  sens  ordinaire  du  mot,  c'est-à-dire  qu'elle  a  pour 
courbe  multiple  d'ordre  /  —  i  toute  courbe  multiple  d'ordre  /de  î5,  et 
pour  point  multiple  d'ordre  au  moins  égal  à  /—  2  tout  point  multiple 
d'ordre  /  de  cette  surface  ;  mais  encore  que  l'expression 

reste  finie,  sur  la  surface  $,  pour  toutes  les  valeurs  de  u,  v  qui  corres- 
pondent à  des  points  multiples  isolés. 

Nous  reviendrons  ensuite  sur  cette  restriction,  pour  nous  en  débar- 
rasser, ou  tout  au  moins  pour  lui  donner  un  énoncé  géométrique 
simple  et  précis. 

127.   Soient  C(^, y^z)=:  o  une  surface  d'ordre  /^  —  3  adjointe  à  ti, 

F(x,  y,  z)  =  o\q  planXjO;  h-  AajK  4-  ^^3-  -h  X^  =  o;  l'intégrale 

est  évidemment,  d'après  l'hypothèse  et  la  théorie  générale  des  inté- 
grales abéliennes,  une  intégrale  de  première  espèce  le  long  de  la 
courbe  plane  S  =  o,  F  =  o,  du  moins  tant  que  les  X  restent  quelcon- 
ques, c'est-à-dire  tant  que  le  plan  F  =  o  ne  touche  pas  $  ou  ne  passe 
pas  par  un  des  points  multiples  isolés  de  cette  surface. 

Si  maintenant  on  refait  en  sens  inverse  les  calculs  du  n'*  124,  on 
met  ^  sous  la  forme 


jj_    rC{x^,JCi,x^,x,,)       du 


;-{c)6  <"••   m  MHKKT. 

étant  toujours  pose 

V(lt,^•)  =  'k,.r,{it,  »•)  4-...  4-  A, .'•,(,//,  »•)• 

Ou  voil  ainsi  (|uo  la  fonction  di'  if  cl  f 

C(.r|,  .r..,  ./-a,  j-;) 

D(,ri,  O^j,  J?3,  U?;) 

loslo  linio  on  tous  los  jioinls  de  la  courbe  V(if,  r)  =:  o,  eonsitléiée  dans 
le  champ  hypcrelliplicpie  ;  on  en  déduit,  en  faisant  varier  les  X,  ([u'elle 
reste  finie  en  Ions  les  points  de  ô,  les  points  multiples  isolés  pouvant 
seuls  èlre  e\ce[)lés.  Mais  cette  resti'ic  lion  est  inulile,  rai'  nous  avons 

admis  a  priofi  que  ^r  resta  il  lini  en  chacun  de  ces  ])oinls.  Soil  alors 

C 

(r)i^it,  i)  la  fonction  jr  (//,»);  ou  a  évidemment,  puisque  les  .vj(u,  v) 

sont  des  fonctions  thêta  d'ordre//,  à  caractcristi(pie  nulle,  et  (pu>  le 
deg^ré  de  C(.x*,,  . . .,  .^'^)  surpasse  d'une  unité  ceini  de  r)(.r,,  . . .,  ./•,,), 

0(//  -I-  27:/,  e)      =  0(w,  V  -h  2-/)  =  &(u,  i), 

—  //-/- 
Q(u  -hn,v-hh)=^r    '"    '*'0(w,  r), 

-//.'-/,  - 
0(^/  4-  b,  c  +  c)  =  e  ^  0(w,  t), 

ce  qui  montre,  puis(|uc  0(//,  p)  est  une  fonction  entière,  que  cVst 
aussi  une  fonction  thêta,  d'ordre  /i,  de  caractéristique  nulle. 

Enfin  rintégrale  ^restant  finie  tout  Iclong  de  la  courbe  F(m,  p)=  o, 
il  est  nécessaire  (n"  121)  que0(w,  p)  soit  une  combinaison  linéaire 
des  p  —  I  fondions  0o  0o,  . .  .,  . .  .,  0/,-n  et  c'est  là  précisément  la 
réciproque  qu'il  s'agissait  d'établir. 

128.  Supposons  maintenant  que  G  =  o  soit  l'équation  d'une  sur- 
face d'ordre  n  —  3  ayant  pour  courbe  multiple  d'ordre  / — i  toute 
courbe  multiple  d'ordre  /  de  ô,  sans  aucune  condition  relative  aux 
points  multiples  isolés;  la  démonstration  précédente  établit  que  la 
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fonction  de  ii  et  v 

reste  finie  en  tous  les  points  de  $,  les  points  multiples  isolés  pouvant 
seuls  être  exceptés. 

Deux  cas  sont  à  distinguer  suivant  la  nature  analytique  du  point 
multiple  : 

En  preniicf  lieu,  et  c'est  le  cas  le  plus  intéressant,  il  peut  arriver 
qu'à  un  point  multiple,  O,  de  $,  corresponde  une  infinité  de  systèmes 
de  valeurs  des  paramètres  u  et  v. 

Supposons  par  exemple,  ce  que  nous  pouvons  toujours  admettre, 
que  O  soit  le  point  a?,  =  373  =  ^^"3  =  o;  pour  que  le  cas  indiqué  se  pré- 
sente, il  faut  que  les  trois  équations  ic,(«,  p)  =  o;  Xo(m,  t)=:o; 
x.;f(u,  (')  =:  o  aient  une  infinité  de  solutions  communes  et,  par  suite, 
il  est  nécessaire  que  les  fonctions  x^(u,  p),  x.,(u,  p),  x^{u^  v)  soient 
divisibles  par  une  même  fonction  thêta,  9(w,  v). 

La  surface  6  est  alors  définie  par  des  relations  de  la  forme 

X,  =  8(w,p)0,(m,  p), 
X2  =  0(w,  p)  0.2(u,  p), 
X.,  =0(«,  p)G3(w,p), 

X^     =    &;,{U,    P), 

les  0  et  0  étant  des  fonctions  thêta. 

Inversement,  on  vérifie  sans  difficulté  qu'une  surface  ainsi  définie 
admet  le  point  Xf  =  ^rg  =  iCs  =  o  pour  point  multiple,  et  à  ce  point 
correspondent  les  couples  d'arguments  vérifiant  l'équation 

0(W,    P):=0. 

Soit  Wo,  p,,  un  de  ces  couples;  si  w  et  p  s'approchent  respectivement 
de  Uq  et  Po,  le  point  (x-,,  x.^,  x^,  Xg,)  s'approche  de  O,  dans  la  direction 
définie  par  les  relations 


8i(«o>«'o)  ^2{Uq,^'o)  ^h{iio,i'o) 
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Nous  appellerons  point  multiple  de  prenuèrc  catégorie  un  point 
nuiltiplo  do  cette  nature. 

Ue[)renons  maintenant  les  deux  surfaces  C  =  o,  D  =  o'^  si  la  pre- 
nùère  a  au  point  O  ////  j)()i/it  multiple  du  même  oi'dre  ([iw  la  surface 

D  =  o,  le  quotient  .r.,  .  '  '  '  ^'  "_    reste  évideninienl  lini,  (piand  .x",  jKi  " 

s'approche  de  O  en  restant  sur  G,  c'est-à-dire  en  suivant  une  des  di- 
rections tanj^entes  à  ô  en  ce  point.  Il  n'y  a  d'exce{)tions  que  j)our 
les  directions  lani;entes  simultanément  aux  surfaces  î5  et  D,  en  d'au- 
tres ternies  le  (piolient 

C(.r,  y,  c)  C(.rt,.r,,  .r3,.rj 

considéré  comme  fonction  de  //,  c,  reste  fini  pour  tous  les  systèmes  de 
valeurs  de  w,  i'  (|ui  correspondent  au  point  multiple,  sauf  peut-être 
pour  certains  systèmes  en  nombre  limité.  Ces  systèmes  de  valeurs 
ne  pourraient  être  en  nombre  infini  (|uc  si  les  cônes  formes  par  les 
tanjj:entes  en  O  aux  surfaces  15  et  D  avaient  une  partie  commune; 
c'est  là  un  cas  d'exception  sur  lequel  nous  reviendrons. 

En  second  lieu,  à  un  point  multiple  de  55  peut  ne  correspondre; 
qu'un  nombre  limité  de  systèmes  de  valeurs  de  «,  v\  nous  n'avons  rien 

à  dire  de  spécial  sur  ce  cas  particulier. 

.        C  ^    . 

Cela  posé,  nous  savons  que  le  quotient  j^  reste  fini  en  tous  les  points 

(non  multiples)  de  6,  dès  que  la  surface  C  =  o  a  pour  ligne  d'ordre 

/ — s  toute  ligne  d'ordre  /de  i5;  si  de  plus  cette  surface  a  en  chacun 

des  points  multiples  de  6  un  point  multiple  de  même  ordre  que  la 

C  .    .    . 

surface  D,  le  quotient  yr  considéré  comme  fonction  de  w  et  de  p  ne 

pourra  devenir  infini  que  pour  un  nombre  limité  de  systèmes  de  va- 
leurs de  u  et  de  v. 

On  en  conclut  alors  qu'il  reste  fini  pour  toutes  les  valeurs  de  m,  v. 

En  effet,  la  fonction  thêta  D  [a;,  («,  p),  ...  ,5174  (w,  p')]  s'annule  pour 

C 
une  infinité  de  systèmes  de  valeurs  de  w  et  p;  si  le  quotient  j^  ne  de- 
vient infini  que  pour  un  nombre  limité  de  ces  systèmes,  il  faut  que  les 
deux  équations   C(w,  p)  =  o  et  D(w,  p)  =  o  aient  une  infinité  de 
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solutions  communes,  ce  qui  ne  peut  se  présenter  que  si  C(u,  v)  est 
divisible  par  D(w,  p),  ou  par  une  fonction  thêta  divisant  D.  Dans  cette 
dernière  hypothèse  on  pourrait  poursuivre  le  môme  raisonnement,  et 
ou  arrive  ainsi  à  établir  que  G(w,  v)  est  divisible  par  D(  w,  p),  le  quo- 
tient étant  une  fonction  thêta. 

C 
En  d'autres  termes,  le  quotient  -7-  reste  fmi  en  tous  les  points  de  jfîi, 

sans  exception. 

Reste  à  examiner  le  cas  spécial  signalé  plus  haut,  celui  où  les  cônes 
formés  par  les  tangentes  aux  surfaces  S  et  ,0  en  un  point  multiple, 

auraient  en  commun  un  cône  y  :  en  ce  cas,  pour  que  j<-  reste  fmi  au 

point  considéré,  il  faut  que  la  surface  C  =0  y  ait  un  point  multiple 
du  même  ordre  que  la  surface  D  =  o  et  que  les  génératrices  du  cône  y 
touchent  également  en  ce  point  la  surface  C  =  o.  On  démontre  par 
la  méthode  suivie  plus  haut  que  la  condition  est  nécessaire  et  suffi- 
sante. 

129.   Voici  la  conclusion  de  cette  analyse  : 

Appelons  surface  adjointe  à  une  surface  hyperelliptique  $  une 
surface  qui  a  pour  ligne  multiple  d'ordre  /  —  i  toute  ligne  multiple 
d'ordre  /  de  ô,  et  qui,  en  tout  point  multiple  isolé  de  $,  se  comporte 
comme  la  surface  adjointe  D  d'ordre  n  —  4- 

Le  sens  de  l'expression  se  comporte  est  donné  par  l'analyse  précé- 
dente; en  général  il  suffira  que  la  surface  adjointe  ait,  au  point  multiple, 
un  point  multiple  du  même  ordre  que  D  ;  si  le  cône  des  tangentes  de  D 
en  ce  point  est  le  môme  que  celui  des  tangentes  de  $,  ou  s'il  comprend 
une  partie  de  ce  dernier  cône,  la  surface  adjointe  devra  jouir  de  la 
même  propriété  que  "Q. 

Sous  le  bénéfice  de  cette  explication  nous  pouvons  énoncer  la  pro- 
position géométrique  suivante,  résultat  des  recherches  des  numéros 
précédents. 

150.  Théorème  I.  —  Le  nombre  des  surfaces  d'ordre  n  —  3, 
Uncairenient  distinctes,  adjointes  à  une  surface  hyperelliptique 
quelconque  î5,  d'ordre  «,  est  égal  au  genre  des  sections  planes  de 
cette  surface,  diminué  d'une  unité. 
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5/  /es  cooî'donnccs  d'an  point  de  la  surface  liypei-ellipliqite  pro- 
posée sont  proporl  ion  nclles  à  des  fonet ions  thêta,  de  caractéri.sti(jue 
nulle  et  d'ord/e  //,  ayant  e/i  des  points  //,,  c,  ;  ...  ;  //^,  iw  .  . .,  des 
singularités  eo//ununes,  ct,,  Œj,  ...,  a^i,  ...,  les  sur/aces  adjointes 
d'ordre  n  —  3  découperont  sur  la  proposée  î5  le  système  linéaire  de 
ei)urhes  ayant  pour  écjualion 

A,  0,(^//,  i)  -+-X,  0,(//,r)  4-..  .-l-}^/,..,0^_,(//,r)  =o, 

(■),,  0^, . . .,  0^^,  désiiinant  les  p  —  i  fonctions  thêta,  lin.éairen/e/tt 
distinctes,  de  caractéristique  nulle  et  d'ordre  h,  qui  ont  en  chaque 
])oint  //;;,  i'^  la  sini^ularité  fj'^  adjointe  de  la  si/igularité  (7^. 

irjl.  [ne  mélliodo  aiialo^nie  à  celle  (jui  vient  dV'lie  exposée  esl 
applicable  à  la  délenninalion  des  surfaces  adjointes  d'un  ordre  (piel- 
concpie,  n-hq~![  rcxprcssion  surfaces  adjointes  ay uni  toujours  la 
si^iiilicalion  indi(juée  au  n"  129. 

('.onsidérons  en  elTet  une  surface  d'ordie  q,  (juelconcpie  : 

V(x,,x.,,x.,,x,)  =  o',         ou         F(x,y,z)  =  o. 

La  fonction  de  u  et  v,  F[Xf(u,v), . . .  yV^(u,  ç)]  est  une  fonction 
llièta  de  caractéristique  nulle,  d'ordre  hq,  ayant  en  tout  point  sing^ulier 
//;.,  i'^la  singularité  composée  (q'J^)  (n"*  122).  11  en  résulte  que  les  inté- 
grales abclicnnes  de  première  espèce  appartenant  à  la  courbe 

F[x,(w,  p),...]  =  o 
seront,  à  part  j  du  et  j  dç,  de  la  forme 


0(m,  p)  désignant  une  fonction  thêta  de  caractéristique  nulle  d'ordre 
hq,  ayant  en  chaque  point  w^,  Pa  la  singularité  (q'y^)',  adjointe  de  la 
singularité  (q'^h)- 

Cette  intégrale  peut  être  transformée  comme  au  n*'  124. 
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Considérons  la  courbe  algébrique  intersection  des  surfaces 

S(x-,7,  ::)  =  o         et         l^Çr,}',  -)  =  ^>- 
On  a,  le  long  de  cette  courbe, 

djc  r/  y 

s;.f;-s;f;.  "=  s;F:,-s:,n 

et 

dj-  S',  rfa 


s;.f,-s;f;.      B(s;.f;,-sif;.)-A(s;f:,-s:,f'3) 

D'ailleurs, 

(9)  F(-^.,^2»^':,v^"/.)=<F(a7,j,  r), 

et  par  suite,  le  long  de  la  courbe  S  =  o,  F  =  o, 

,      V  ()F  ^/dF  (Iv        ÔF  âr        âF  dz\ 

(^")  01'=  ^H5I-  à:^  +  ôj'ô7'-^ô7ô;) 

d'où,  par  les  calculs  du  n°  124, 

f  =  .■■; ( B (  s; f;  -  s: f;  )  -  a  ( si f;,. -  s' . f; )\^^, 

ce  qui  donne  pour  l'intégrale  S  la  forme  définitive 

/,  ,\  1i  —    rQ(^^  t')D(^».r. -g)  djr 

^  ^  ^~J  <  s;.fi-s;f;." 

On  a  ainsi  ramené  Fintégrale  J>,  qui  est  prise  le  long  de  la  courbe 
gauche  S  =  o,  F  =  o,  à  une  forme  simple;  pour  qu'elle  soit  de  pre- 
mière espèce,  il  faut  d'abord  que,  en  chaque  point  de  cette  courbe, 

la  fonction 

e(//,  P)D(^,  r,z) 
x'' 

soit  égale  à  un  polynôme  entier  d'ordre  n  -h  q  —  ^,  C{x,y,  z).  Or 
cette  fonction,   étant  quadruplement  périodique  en  u  et  v,    est  en 

Journ.  de  Math.  (4'  série),  tome  IX.  —  Fasc.  IV,  189.3.  >  I 
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chaque  point  de  ii  une  loneliou  ralionnelle  de  .r,  i-,  r;  la  surlace  F  =  o 
êlanl  (juelcoiu|ue,  on  voit  (|u'il  esL  nécessaire  (|u\'/i  chaque  point 
de  ô  la  fonclion  ralionnelle  préccdenle  soit  entière,  et  Ton  a  ainsi 


0(//,>-)l.)(.t-,  y,  c. 


C^-r,  V,  z), 


ou,  eu  coordonnées  hoinog;encs, 


(\(  ..     A  C  (J'i,  .T;,  a.'a,  0:4) 

De  [)lus,  la  surface  C  =  o  doit  être  adjointe  à  la  surface  in  :  on  le 
voit,  soit  à  Faide  de  la  relation  (|ui  précède,  soit  en  exprimant  direc- 
tement que  rintéj^rale 


yC(.r,v,.-)g^p^^^ 


est  finie  aux  ])oinls  où  la  surface  F  =^  o  co.upe  les  lignes  multiples 
de  !5. 

La  réci[)ro(|ue  de  cette  proposition  se  démontre  sans  diilicullé,  en 
suivant  la  marche  inverse,  comme  au  n"  127. 

Si  en  eiret  C  :=  o  est  Téquation  d'une  surface  adjointe  à  !n,  d'oidre 
n  -h  q  —  .],  l'intéj^rale 

prise  le  long  de  la  courbe  S  =  o,  F  =  o,  peut  se  mettre  sous  la  forme 

C( x,,  .r,,  uCa,  ^4)      du 


f 


D(a:,,  ^2,  JC3,  Xi)    l  d^ 
dv 


Comme  Jï ,  d'après  la  première  forme,  est  une  intégrale  abélienue  de 


C[œ^{u,v), 


x^iii,  .')] 


reste 


première  espèce,  on  voit  que  la  fonction         r. r     /        ^        ^ 

finie  le  long  de  la  courbe  considérée  et  par  suite  (n""  127-128)  en 

G 
tout  point  de  6;  jT  est  donc  une  fonction  entière  de  w,  c,  et,  en  vertu  de 

son  expression  même,  c'est  une  fonction  thêta,  d'ordre  qh,  et  de  carac- 
téristique nulle,  6 (m,  p).  La  courbe  0(w,  p)=  o  doit  d'ailleurs  avoir 
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en  chaque  point  U/,,  v^.  la  singularité  (yo-^)',  pour  que  l'intégrale  reste 
finie  en  ce  point.  Donc  : 

Théorème  II.  —  Les  sur/aces  adjointes  d'ordre  ii  -\-  q  —  4  déter- 
minent sur  la  surface  ^  le  système  de  courbes  ayant  pour  équation 
générale 

(i3)  X,  0,(//,  (■)-h}vJJ.(w,  (.')  +  ...=  (), 

les  0  étant  des  fonctions  d'ordre  hq^  de  caractéristique  nulle, 
ayant  en  u^^  v^  Ici  singularité  (g'cr^)';  réciproquement  toute  courbe 
(t3)  est  sur  une  surface  adjointe  d'ordre  n  -\-  q  —  4- 

152.  Calculons  maintenant  le  nombre  des  surfaces  adjointes,  linéai- 
rement distinctes,  d'ordre  n  +  q  —  L\. 

D'après  ce  qui  précède,  il  est  égal  au  nombre  des  fonctions  0(  w,  p), 
linéairement  distinctes;  toutefois,  si  q  atteint  ou  dépasse  4,  on  obtien- 
dra d'autres  surfaces  adjointes  par  l'équation 

SQ  =  o, 
où  Q  est  un  polynôme  quelconque  d'ordre  q  —  4?  renfermant 

K^-3)(^-2)(ry-r) 

coefficients  arbitraires,  et  l'on  devra  ainsi  ajouter  au  nombre  des 
fonctions  0(w,  c)  distinctes  le  nombre 

Kî-3)(y-2)(y-.). 

Les  fonctions  thêta  linéairement  distinctes  d'ordre  hq  et  de  caracté- 
ristique nulle  sont  en  nombre  égal  à  h-  q''-  ;  il  faut  chercher  combien, 
parmi  elles,  ont  en  chaque  point  w^,  vi,  la  singularité  composée  (^qi/,)' . 

Nous  allons  d'abord  démontrer  que  les  conditions  imposées  à  une 
fonction  thêta  d'ordre  hq  et  de  caractéristique  nulle  par  les  singu- 
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larilés  (^o^aV  sont  indôpoiulantos  enlrc  elles;  le  nombre  cherché  des 
tondions  0(//,  i)  sera  donc  éj^^al  à  Ir (j-  diminné  de  la  somme  des 
nond)res  des  conditions  au\(|nolles  éijuivaut  chacune  des  singularités 
considérées. 

11  a  été  en  effet  établi  au  n"  121  (jue,  si  une  courbe  0„(//,  *\)  =  o  a 
en  des  points  //,,«',;  //j,  t'o  ...  des  singularités  a,,  cr.j,  ....  les  condi- 
tions imposées  par  les  singularités  adjointes  a,,  a',,  ...,  aux  courbes 
du  nu'Mue  ordre  el  de  la  même  famille  que  0,, (^//,  r)  =  o  sont  indépen- 
dantes ;  or  si  0„(^^//,  i"^  est  un  polynôme  arbitraire  d'ordre  q  en  ./",(/<,  c), 
./.,(^//,c),  x^{u,\')^  .rj(//,  i"),  la  courbe  0^  =  0  n'a  pas  d'autres  sin- 
gularités que  la  singularité  (f/'J/,)^  en  chacpie  point  m^j  '"a?  ^^  P<^i'  suite 
les  singularités  {q'^k)'  sont  indépendantes,  comme  nous  voulions  l'é- 
tablir, pour  les  courbes  dont  Téquation  générale  s'obtient  en  annulant 
une  fonction  thêta  d'ordre  Ay,  de  caractéristicjue  nulle. 

(Cherchons  maintenant  à  combien  de  conditions  équivaut  la  singu- 
larité (qfj,,)'. 
Soient 

('.^^  le  nond)re  de  conditions  auxquelles  équivaut  la  singularité  (qa^)-^ 

c^  le  nombre  analogue  pour  la  singularité  a,,; 

Ci^  le  nombre  analogue  pour  la  singularité  (q'^h)'  '•, 

on  a,  d'après  le  premier  théorème  de  M.  Guccia  (n*^  122)  et  celui  du 
n"  120, 

le  second  théorème  de  M.  Guccia  (n°  122)  donne 
Enfin  l'on  a 

i'/<=  I(<3-/,,  7/.)-   ^I(C7/.,  g\), 

en  vertu  du  premier  théorème  de  M.  Guccia  et  de  celui  du  n°  120. 
Égalant  les  deux  valeurs  de  C^^,  et  éliminant  Ca,  on  obtient  la  valeur 
cherchée  de  C^^, 

^'a-7  =  i(^^A,  ^^a)  -  iq(q  +  0 1(^/.,  ^a)+  l  K^A,  <)• 
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On  a  d'ailleurs  évidemment,  d'après  la  définition  môme  de  la  singu- 
larité (^a^)  ('), 

et,  par  suite, 

Tl  est  à  remarquer  que  la  somme  des  nombres  Q^,  pour  tous  les 
points  Ui,^  r^,  est  indépendante  des  quantités  1(T/,,  ^h)  et  1(0-^,  a-)/);  on 
a  en  effet  (n"  125) 

(  n='ilr       -    Ii(>„^,), 

d'où 

Le  nombre  des  fonctions  G(«,  r)  est  ainsi  égal  à 

h-^rf  -  SC;,:=  i^i'  n  +  q(p  -  i). 
Dans  cette  expression  figurent  seulement  //,  p,  y. 

133.   Nous  pouvons  maintenant  énoncer  ce  théorème  : 

Théorème  III.  —  Le  nombre  des  sur/aces  d'ordre  //-t-y  — 4, 
linéairement  distinctes,  adjointes  à  une  surface  hypereUiptiquc 
d'ordre  n  et  dont  les  sections  planes  sont  de  genre  p,  est  égal  à 

^\  =  iy(?  -  0'^  +  'i(p  -  0  +  v,(/j  -  'H'/  -  •<)('/  -  '^)  C)- 

Dans  cette  formule  q  est  supposé  au  moins  égal  à  un.  Donc  aussi  : 
Les  sur/aces  adjointes  d'ordre  n-\-  q  —  4  découpent  sur  la  pro- 


(')   Voir  GucciA,  Rendiconti  del  Circolo  matem.  di  Palermo,  t.  III,  p.  2.59. 

(-)  Le  terme  complémentaire  \{q  —  OC'/  —  '>■){.<!  —  3)  ne  doit  figurer  ((ue 
si  q  est  au  moins  égal  à  quatre;  mais,  comme  il  s'annule  pour  (7=^1,  2,  3,  la 
formule  subsiste  pour  qt\. 
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po.srr  une  srric  /i/Huiirc  de  courbes,  doiil  Vè(iU(tlioii  rcnfcinic 
\(fi^q  —  \)/i  -h  (/{/)  —  \) —  I  parat))î'lros  arhitraircs. 

I,">i.  Hr/fta/f/uc.  —  hc  n()inl)r(:'  N^  des  surl'acos  adjointes  d'ordic 
//  -I-  (/  —  /j  pont  aussi  être  trouvé  sans  faire  usai^c  dos  forninli^s  i\c 
M.  (luccia,  ])ar  la  voie  géométrique  suivante. 

il  résulle  des  raisonnemenis  failsau\.n"'  llî)-l*2l  (jue  le  nombre  des 
lonelions  0(^//,  r)  est  égal  au  nond)re  des  intégrales  abélienncs  de  |)re- 
mière  espèce  apparlenaul  à  la  courbe  F  =  o,  S  =  o,  diminué  de  deux 

nulles  à  cause  des  intégrales    /  (/ff  el  /  //r,  et  augmenté  (rune  unilé, 

puis(]ue  parmi  les  fondions  0(  //,  \')  ligure  la  fonclion 

V\  .r^[^/(,  r),  .  .  .,  .r,(//,  i)|. 

Soit  CT  le  genre  de  la  courbe  F  =  o,  S  ~  o,  c'est-à-dire  le  nombre  de 
ses  intégrales  abéliennes  de  première  espèce;  il  est  toujours  entendu 
(|ue  la  surface  d'ordre  q,  V  =  o,  est  (|uelcon(jue,  c'est-à-dire  n'a  aucune 
relation  particulière  avec  î5. 

Pour  calculer  ct,  cherchons  en  combien  de  points,  distincts  de  ses 
j)()ints  multiples,  la  courbe  est  coupée  par  une  de  ses  surfaces  adjointes 
d'ordre  /i  -h  rj  —  \  :  on  obtient  évidemment  une  telle  surface  en  com- 
binant la  surface  D,  d'ordre  n  —  4  adjointe  à  !5,  et  une  surface  quel- 
concjue  d'ordre  q-^  cette  dernière  coupe  la  courbe  en  y'^// ])oints,  et 
l'on  a  ainsi 

'2{ô^  —  \)  =  q-n  ^  K,/, 

R^  étant  le  nombre  des  points,  situés  en  dehors  des  courbes  multiples 
de  ô,  où  la  courbe  considérée  coupe  la  surface  JP,  c'est-à-dire  le 
nombre  des  points  où  la  surface  F  =  o  coupe  les  courbes  unicursales 
singulières  de  $. 

Pour  ^  =  I ,  la  surface  F  =  o  est  un  plan  ;  m  est  alors  égal  à  p^  et  il 
vient 

2(p  —  I )  =  //  H-  II,. 

Il  est  clair  d'ailleurs  que  R^  =  q^^  ;  si  donc  on  élimine  R^  et  R,,  on 


tinctes  est  égal  à 
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trouve  pour  îtî 

^  =  r,q(^q  —  i)/i  -h  q(p  —  i)-\-  i. 

Par  suite,  le  nombre,  ci  —  i ,  des  fonctions  0(f/,  c)  linéairement  dis- 

lq(q-i)n-hq(jj-  i), 

comme  nous  l'avions  démontré  par  une  voie  purement  analytique. 

155.  Parmi  les  surfaces  adjointes,  celles  cjui  passent  par  toutes  les 
courbes  unicursales  singulières  offrent  un  intérêt  spécial. 

Soit  C  =  o  une  de  ces  surfaces,  d'ordre  /?  h-  ^  —  4;  reprenons  la 
relation 

vérifiée  en  tout  point  de  i5.  La  surface  C  =  o  passant  par  les  courbes 

C 
unicursales  singulières,  la  fonction  yr?  considérée  comme  fonction  de 

x,y,z,  reste  finie  en  un  point   quelconc|ue   d'une  de   ces  courbes, 
pourvu  toutefois  que  ce  point  ne  soit  pas  à  l'infini,  c'est-à-dire  dans  le 

plan  X,,  =  o. 

C  .        , 

Il  en  résulte  cjue  jr^  considérée  comme  fonction  de  u  et  r,  ne  devient 

pas  infinie  quand  on  y  remplace  u  et  v  par  les  valeurs  w^,  r^,  des  para- 
mètres II,  V  qui  correspondent  à  la  courbe  unicursale  considérée;  la 

fonction        '^      jouira  d'après  (  r  2)  de  la  même  propriété,  et  par  suite 

la  courbe  0(«,  r)-—  o  aura,  en  chacjue  point  («;;,  (>),  la  même  singu- 
larité que  la  courbe  x^  =  o,  c'est-à-dire  la  singularité  composée  (q<j,i). 
Réciproquement,  soit  0(«,  p)  une  fonction  thêta  d'ordre  hq,  de 
caractéristique  nulle,  ayant  en  chaque  point  (w/,,r/,)  la  singularité 
(q'^/t)'-,  on  a  évidemment  (n**  151) 

0(»,  <')  C(.r,  >-,  z) 

jc'l  D(a:',   )',  z) 

G  =  o  étant  l'équation    d'une   surface  adjointe  d'ordre  n  -\-  q  —  [\ 
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Lf  proiiiKM-  membre  resle  fini  par  hypothèse  quand  w  et  c  s'appro- 
cluMil  de  //^,  r^  (  lo  rapport  -; ^^  étant  arbitraire  j;  le  second  membre 

jouit  donc  (l(>  la  iiièiue  propriété,  et  [>ar  suite  .^>  considérée  comme 

l'onction  de  ./•,  w  z,  reste  linie  le  long-  des  courbes  unicursales  singu- 
lières, ce  qui  exige  (pie  la  surface  C  =  o  passe  par  toutes  ces  courbes. 
Ainsi  : 

ruKOMKMK  IV.  —  /.('S  sui'facrs  adjoinlcs  d'oidrc  //  -(-  y  —  \  <jui 
passent  par  les  courbes  unicursales  singulières  découpent  sur  i5  l(f 
série  linéaire  des  courbes  comprises  dans  l'équation 

>.,  0,  (//,  i-)-4-  aJ}.,(u,  c)  +  .  .  .=  o, 

où  0,  (  //,  i),  Oo(^//,  i'),  . . .  désignent  les  fonctions  thêta  linéairement 
distinctes  d'ordre  hq^  de  caractéristique  nulle j  ayant  en  chaque 
point  //^,  Cy;  la  siniifilarité  composée  (qn^),  et  réciproquement. 

I,"»G.  Le  nond)re  des  surfaces  adjointes  d'ordre  /t  -h  q  —  /|,  linéai- 
rement distinctes  et  passant  par  les  courbes  unicursales  singulières  est 
égal  d'après  cela  an  nombre  des  fonctions  0(u,  c)  qu'on  vient  de  con- 
sidérer, augmenté  de  -^(q  —  i)  (y  —  2)  (q  —  3). 

Or  ce  nombre  est  au  moi/is  égal  à  h-q"^,  diminué  de  la  somme  des 
nombres  des  conditions  auxquelles  équivaut  chacune  des  singularités 
(q(y^)  :  nous  disons  <7M ///o/V/.v,  parce  qu'il  peut  arriver,  et  (ju'il  arrive  en 
effet,  que  les  conditicms  imposées  aux  fonctions  thêta,  d'ordre  hq  et 
de  caractéristique  nulle,  par  les  singularités  {qi^)-,  ne  soient  pas  indé- 
pendantes les  unes  des  autres. 

Le  nombre  C*^  des  conditions  auxquelles  équivaut  la  singularité  ^T/^ 
se  tire  des  relations  du  n"  152;  on  trouve  ainsi 

et,  par  suite,  en  tenant  compte  des  équations  (r4), 

^C,^^^^q{q^i){ih^  -  n)-q(h-^  •-/>)• 


I 
I 
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Il  vient  donc 

/i-q''  —  'LC^q  =  ^q(q-{-j)n  —  q(p  -  i). 
Ainsi  : 

Le  nombre  fiç  des  surfaces  adjointes,  linéairement  distinctes, 
d'ordre  n  -{-  q  —  [\,  passant  par  les  courbes  unicur sales  singulières 
de  ô  est  AU  moins  égal  à 

r,q{q  ^  i)  n  -  q{p  -  i)  ■+-  \{q  -i)(q-  2)(^-3> 

Si  q  dépasse  une  certaine  limite,  on  peut  voir  que  le  nombre  /ig  est 
toujours  égal  à  cette  quantité. 

137.  Une  surface  adjointe  d'ordre  n  -\-  q  —  4  coupe  JS,  en  dehors 
des  lignes  multiples,  suivant  une  courbe  dont  le  degré,  d^^  s'évalue 
aisément. 

Il  est  clair  tout  d'abord  qu'on  a 

d^=^  d,-i-  n(q  —  ï); 

on  le  voit  en  supposant  que  la  surface  adjointe  d'ordre  /^  -h  ^  —  4  se 
décompose  en  une  surface  adjointe  d'ordre  /i  —  3  et  en  une  surface 
quelconque  d'ordre  q  —  i- 

Pour  calculer  <^Z,  observons  que  l'équation  de  la  courbe  déterminée 
sur  ^  par  une  surface  adjointe  d'ordre  n  —  3  a  une  équation  de  la 
forme 

0(m,  p)  =  o 

0(w,  ç)  étant  une  fonction  thêta  d'ordre  //,  douée  en  chaque  point 
singulier,  u^,  ç^,,  de  la  singularité  a)^. 

Le  degré  de  cette  courbe  sera  égal  au  nombre  des  solutions  com- 
munes aux  deux  équations 

0(m,  p)  =  o,         x,(u,v)  =  o, 

abstraction  faite  des  solutions  qui  coïncident  avec  un  des  systèmes 
singuliers  u^,  v^- 

Journ.  de  Math.  (4'  série),  tome  IX.  —  Fasc.  IV,  iSgS.  32 
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On  a  ainsi 

ot  par  suite,  d'après  (^i/j), 

^,  =  2(/7-i); 
d'où 

d^  =  i(p-  i)-{-n(q  —  i). 

Si  la  surface  adjointe  tl'ordre  n  -\-  q  —  \  })asse  par  les  courbes  uni- 
cursales  singulières,  le  degré  S^  de  la  courbe  suivant  laquelle  elle 
coupe  en  outic  15,  est  de  même  égal  à 

5, -f-/i(y  — i); 
or  ici  on  a 

d'où 

Ce  résultat  est  évident,  si  l'on  ol)scrve  que  la  surface  adjointe  con- 
sidérée peut  se  décomposer  en  une  surface  d'ordre  q^  quelconque,  et 
en  la  surface  adjointe  JP,  d'ordre  //  —  4- 

La  dilVérence  d^  —  S,  représente  la  somme  des  degrés  des  courbes 
unicursales  singulières;  on  a 

d/,  —  S,  =  2(/?  —  i)  —  n. 

Applications  géométriques. 

158.  Les  résultats  généraux  auxquels  nous  sommes  parvenus  re- 
lativement aux  surfaces  adjointes,  donnent  lieu  à  des  applications 
géométriques  nombreuses,  qui  vont  nous  occuper  maintenant. 

159.  L  Tout  d'abord  ces  résultats  permettent  de  vérifier,  pour  les 
surfaces  hyperelliptiques,  la  proposition  générale  si  remarquable  et 
si  importante  qui  est  due  à  M.  Nother,  et  qui  est  connue  sous  le  nom 
de  Théorème  du  Reste  (  *  ). 

(')  Math.  Annalen,  t.  III,  p.  Sog. 
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Ce  théorème  s'énonce  ainsi  : 

Si  une  surface  d'un  ordre  donné,  adjointe  à  une  surface  algé- 
brique Jô,  coupe  celle-ci  {en  dcJiors  des  lignes  multiples)  suivant 
deux  courbes  c,  et  c',  on  dit  que  c,  et  c'  sont  résiduelles.  Toute 
courbe  c",  résiduelle  de  c,,  est  dite  corésiduelle  de  c',  par  rapport 
à  c,. 

Gela  posé,  le  théorème  du  Reste  est  le  suivant  : 

Lorsque,  sur  $,  des  courbes  c',  c",  . . .  sont  corésiduelles  par  rap- 
port à  une  même  courbe  c,,  elles  le  sont  également  par  rapport  à 
toute  courbe  c.^,  résiduelle  de  l'une  quelconque  d'entre  elles. 

Dans  le  cas  d'une  surface  hyperelliptique,  soient  0,  =;  o  et  Ô'=() 
les  équations  de  deux  courbes  résiduelles,  situées  sur  une  surface 
adjointe  d'ordre  /î  -t-  ^  —  4-  Le  produit  ô,  0'  sera  une  fonction  thêta, 
d'ordre  hq,  de  caractéristique  nulle,  ayant  en  chaque  point  w^,  V/,  la 
singularité  (q^f^'y.  Soient  G"=  o  une  courbe  résiduelle  de  0,  =  o,  et 
02=  o  une  courbe  résiduelle  de  6'=  o;  les  produits  6,  0"  et  ôgô'  joui- 
ront des  mêmes  propriétés  que  le  produit  G,  G'.  Tl  en  résulte,  sans 
difficulté,  que  la  fonction  O2G"  sera  aussi  une  fonction  thêta,  d'ordre 
hq,  de  caractéristique  nulle,  ayant  en  u^,  V/^  la  singularité  (qc^)',  ce 
qui  démontre  que  les  courbes  0,  =  o,  0"=  o  sont  bien  sur  une  même 
surface  adjointe  d'ordre  n  -+-  q  —  ^. 

Le  théorème  du  Reste  est  ainsi  vérifié. 

140.  II.  Soient  c,,Co,  ...,  Cp  les  courbes  d'intersection  de  i5  avec 
0  surfaces  adjointes,  passant  par  les  courbes  unicursales  singulières, 
et  d'ordres  respectifs  /z  -H  ^,  —  4j  n  -h  q.,  —  4?  •  •  •?  n  -h  q^—  ^.  Ces 
courbes  sont  sur  une  même  sur/ace  adjointe,  passant  par  les  courbes 
unicursales,  et  d'ordre  n  -\-  (ç',  -+-  ^2  +  •  •  •  +  ^'p)  —  4- 

En  effet,  soient©,  =  o,  ©^  =  o?  •••,  €)p  =  o  les  équations  des  p  courbes 
considérées;  Qj^u^v)  est  une  fonction  thêta  d'ordre  hqj.,  de  caracté- 
ristique nulle,  ayant  en  u^,  Vi^  la  singularité  {qj^h)  '•  donc  la  fonction 
thêta,  de  caractéristique  nulle, 

0,©2...0p 
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csl  d'ordre 

/i{q,-h  q^-h  ...  -hq^) 

cl  a  on  u^,  l'A  la  singularité 

(«7,-^  ya-l- •••-+-  yp)^*- 

Ce  dernier  poinl  découle  de  la  définiliou  uiemc  des  singularités  com- 
posées. Kn  (raulres  lernies,  la  courbe  0,0a...0p=o  est,  d'après  le 
numéro  13o,  sur  une  surface  adjointe  d'ordre 

//  +  (y, -h  72 -+-...  -+-7p)  -  4 


-I? 


passant  par  les  courbes  unicursales  singulières,  ce  (pii  est  la  proposi- 
tion énoncée. 

\ous  ne  donnerons  de  ce  résultat  (jue  l'application  suivante  : 

Soit  c  la  combe  d^ ordre  qn  suisanl  laquelle  in  est  coupée  par 
une  .surface  adjointe  d^ ordre  n  -^  q  —  4  passant  par  les  courbes 
unicursales  singulières;  il  existe  une  surface  adjointe,  d'ordre 
n -\- rq — [\^  passant  par  les  courbes  unicursales  singulières,  et 
ayant  en  outre,  aiec  în,  un  contact  d'ordre  /•  —  i  tout  le  long  de  la 
courbe  c. 

Voici  une  autre  proposition  de  même  nature  que  la  précédente. 

Soient  Cg  et  c^  deux  courbes,  intersections  de  i5  avec  deux  surfaces 
adjointes  d'ordres  n  -\-  q  —  ^\  et  /î  -t-  .s  —  4,  dont  la  première  passe 
en  outre  par  les  courbes  unicursales  singulières  :  ces  deux  courbes 
so/it  sur  une  surface  adjointe  d'ordre  n  -\-  q  -{-  s  —  l\. 

En  effet,  si  0  =  o,  0'=  o  sont  les  équations  des  deux  courbes,  la 
fonction  0  est  d'ordre  hq  et  a,  en  m^,  P;^,  la  singularité  {q^k)'i  0'  est 
d'ordre  sq  et  a,  en  u^,  v^,  la  singularité  (sa^)',  c'est-à-dire,  comme  on 
le  voit  aisément,  la  singularité  composée  (s  —  i)o";^+  o")^.  Le  produit 
00'  est  donc  une  fonction  thêta,  d'ordre  s  -h  q,  ayant  en  u^,  v,,  la  sin- 
gularité {q  -\-  s  —  i)<7if-¥-  <7\,  c'est-à-dire  [(^  -h  s)<7f^',  elle  est  d'ailleurs 
de  caractéristique  nulle,  comme  les  fonctions  0  et0'.  La  proposition 
est  donc  établie;  la  réciproque  est  vraie  et  se  démontre  de  la  même 
manière. 
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141.  III.  Proposons-nous  de  traiter  le  problème  des  surfaces  de 
contact  adjointes,  passant  par  les  courbes  unicursales  singulières, 
c'est-à-dire  de  déterminer  celles  de  ces  surfaces,  de  degré  n-\-  q  —  f\, 
qui  ont  un  contact  d'ordre  donné,  r  — i,  avec  la  surface  $  tout  le 
long  de  la  courbe  suivant  laquelle  elles  coupent  cette  surface  (en  de- 
hors des  lignes  multiples  et  des  courbes  unicursales). 

Soit 

0(w  —  X,  p  —  ^)  ^  <^ 

l'équation  de  la  courbe  de  contact  d'une  des  surfaces  cherchées,  0(w,  v) 
étant  une  fonction  thêta  d'ordre  p  et  de  caractéristique  nulle;  il  faut 
et  il  suffit,  pour  que  la  courbe  réponde  au  problème  géométrique,  que 
&'{u  —  Tv,  p  —  [jl)  soit  une  fonction  thêta,  d'ordre  hq,  et  que  la  courbe 
©'■(w  —  A,  V  —  [jt.)  =  o  soit  l'intersection  avec  15  d'une  surface  adjointe 
d'ordre  n  -\-  q  —  [\^  passant  par  les  courbes  unicursales  singulières. 
La  condition  relative  à  l'ordre  de  0''  donne  l'égalité 

/•p  =  hq. 

Nous  supposeî'ons  que  ;•  est  un  diviseur  de  y,  c'est-à-dire  que 
q  =  jvn  ;  on  aura  donc 

p  =  hm. 

En  second  lieu,  pour  que  la  courbe  %'\u  — X,  c  —  pi)  =  o  puisse 
être  l'intersection  de  l5  avec  une  surface  adjointe  d'ordre  n  -^  q  —  [\ 
passant  par  les  courbes  unicursales,  il  faut  d'abord  qu'elle  appartienne 
à  la  même  famille  cjue  la  courbe  ©0(^5  <0  "^  ^1  ^^  ^oif^^i  *')  est  une 
fonction  d'ordre  hq,  de  caractéristique  nulle  :  cette  condition  entraîne 
les  congruences  (n***  111  et  112) 

7\ûA^o  A  =  — 

(mod.  périodes),         d'où  ^  > 

rp^=o  0.=  - 

(S  et  ^' étant  deux  périodes  simultanées  quelconques. 

Il  faut  ensuite  que  la  courbe  &''(u  —  X,  p  —  (x)  =oait  la  singu- 
larité   (q^k)  en   chaque  point  Uj,,  v^-,  ce   qui  exige   que  la    courbe 
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(.)(^,,  _X,  i' —  ^)  —  o  ail  on  it^,  i'^  la  slngularilc  (y.'^k\  c'est-à-diro 

Ces  coinlllioiis  soni  (l'aill»nirs  suffisanlos. 

Nous  poiiNoiis  iiiaiiiUMiaiit  fonncr  rrciiialioii  j^cMirrale  dos  coiirbos 
d(>  rontact. 

Ia\  ollel,  ces  courbes  apparlicnnont  tout  (ra!)ord  à  un  ccrlain  nom- 
bre de  familles,  déterminées  par  Tordre  p  ou  ///;/  des  fonctions  tbêta 
correspondantes  el  par  l'un  des  systèmes  de  valeurs  de  X  el  [jl  obtenus 
plus  haut.  Pour  calculer  le  nombre  de  ces  familles,  il  suffit  d'observer 
(Kie  deux  courbes 

V         '-?  fpJ 

où  0o(w,  e)  et  0,(w,  p)  sont  des  fonctions  d'ordre  p  ou  A/;?,  de  carac- 
léristi(|ue  ludle,  apparliendiont  à  la  mémo  famille  si  Ton  a  (n"  111) 


I 


0 -zE^o,         c  est-a-dire         '^o 


i)\\  aura  donc  autant  de  familles  distinctes  qu'il  y  a  de  r''"»*'''  de  {)é- 
riodes  simultanées,  c'est-à-dire  /•*. 

Soit  une  courbe  d'une  des  r*  familles,  0(w  —  X,  p  —  jjl)  =  o  ;  pour 
qu'elle  soit  une  des  courbes  de  contact  cherchées,  il  ne  nous  reste  qu'à 
exprimer  qu'elle  a,  en  u^,  v^-,  la  singularité  ma^. 

Or  l'équation  générale  des  courbes  d'une  de  nos  familles  dépend 
linéairement  de  p*,  c'est-à-dire  lî^m}^  coefficients;  celles  de  ces  cour- 
bes linéairement  distinctes,  qui  ont  en  chaque  point  u^^  v^  la  singula- 
rité m^/j  sont  en  nombre  au  moins  égal  à 


h^m^'  —  lC 


km) 


(')  C'est  à  ce  point  de  l'analyse  que  nous  sommes  obligé  de  supposer  «7  =  rm. 
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C,,^  étant  le  nombre  des  conditions  auxquelles  équivaut  la  singularité 
ma^.  Or  on  a  trouvé  (n"  156) 

îi^ni^  —  IlCA,rt=  T,m{m  -\-\)n  —  m(p  —  i). 

Ainsi,  les  courbes  de  contact  cherchées  se  répartissent  en  r*  fa- 
milles; et,  dans  chaque  famille,  elles  forment  une  série  linéaire; 
^m{m  -{- 1)  n  —  m{p  —  i)  —  i  fois  infinie,  au  moins. 

Ces  courbes  jouissent  de  propriétés  géométriques  simples. 

Considérons  d'abord  r  courbes  de  contact,  appartenant  à  une  Tnêma 
des  r'  familles  trouvées  plus  haut  ;  soient 

®^'("-rp' )  =  «' 

1 

®^("-,V )  =  '' 

leurs  équations;  la  fonction 

est  évidemment  une  fonction  thêta  d'ordre  rp,  c'est-à-dire  d'ordre  qli, 
et  de  caractéristique  nulle  ;  de  plus,  elle  a  en  chaque  point  Uk,  v^  la  sin- 
gularité (qa/f),  puisque  chacun  des  p  facteurs  du  produit  a  la  singula- 
rité (m  o-^)  et  que  l'on  a 

q  =  rm. 

En  d'autres  termes,  les  r  courbes  considérées  sont  sur  une  surface  ad- 
jointe d'ordre  n-{-q  —  ^  passant  par  les  courbes  unicursales  singu- 
lières. 

On  démontrerait  de  môme  que  par  7'  —  i  courbes  de  contact  don- 
nées, appartenant  à  des  (amiiles  digère  nies,  et  parles  courbes  unicur- 
sales singulières,  on  peut  faire  passer  des  surfaces  adjointes  d'ordre 
/i  -h  5^  —  4j  qui  découpent  sur  JS  une  des  r*  familles  de  courbes  de 
contact. 
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142.   L'énoncé  suivant  résume  ces  résullals  : 

Soit  6  une  surface  hyperelliptique  quelconque^  d'ordre  n  et  dont 
les  sections  planes  sont  de  i^enre  />;  désignons  par  q,  /•,  ni  trois 
entiers  positifs  quelconques,  tels  que 

q  —  rm. 

Les  surfaces  d'ordre  n  -h  q  —  l\^  adjointes  à  5,  passant  par  les 
courbes  unirursales  sin:^ulières  de  Çt,  et  ayant  avec  cette  sut  face, 
tout  le  long-  de  la  courbe  suivant  laquelle  elles  la  coupent  en  outre, 
un  contact  d'ordre  r  —  \,  se  repartissent  en  /•*  systèmes. 

Pour  les  surfaces  d'un  même  système,  les  courbes  de  contact 

appartiennent  à   un   môme  ordre  et  à   une   même  famille;  elles 

forment,   dans  cette  famille,  une  série   linéaire   dont   l'équation 

renferme 

T,  m{m  ~[- \)n  —  m{p  —  \)—  \ 

paramètres,  au  moins. 

Les  r  courbes  de  contact  de  r  surfaces  d'un  même  système  sont 
sur  une  surface  adjointe  d'ordre  n  -\-  q  —  [\,  passant  par  les 
courbes  unicursales  singulières. 

Par  /•  —  I  courbes  de  contact  appartenant  à  des  systèmes  quel- 
conques et  par  les  courbes  unicursales  singulières,  on  peut  mener 
une  infinité  de  surfaces  adjointes  d'ordre  n  -\-  q  —  /\,  qui  décou- 
pent en  outre  sur  ô  une  des  /•*  séries  de  courbes  de  contact. 

Parmi  les  /•*  systèmes  de  surfaces  de  contact,  celui  qui  correspond 
aux  valeurs  ÇP  =  o,  (P'  =  o  est  particulièrement  remarquable  :  les 
courbes  de  contact  correspondantes  ayant  pour  équation  générale 

%{u,v)  =  o, 

où  0(w,  p)  est  une  fonction  d'ordre  hm,  de  caractéristique  nulle,  douée 
en  chaque  point  u^,  v^  de  la  singularité  mrjf,,  sont  les  intersections 
de  J5  avec  les  surfaces  adjointes  d'ordre  n  -+-  m  —  4,  menées  par  les 
courbes  unicursales  singulières. 

Ce  résultat  concorde  d'ailleurs  avec  une  application  faite  au  n**  140. 
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Le  problème  des  surfaces  de  contact,  dans  les  conditions  qui  vien- 
nent d'être  exposées,  n'est  possible,  en  général,  que  si  le  nombre 
.;  m(^7n  -\-  \)n  —  tn(p  —  i)  —  i,  qui  est  celui  des  paramètres  variables 
dont  dépend  l'équation  des  courbes  de  contact  d'une  même  famille, 
est  supérieur  ou  égal  à  zéro.  On  doit  donc  avoir,  sauf  en  certains  cas 
exceptionnels, 

^ w (m  -h  1  )/^  —  m {p  ~  i )  —  i  ^ o  (' ). 

Cette  condition  est  toujours  remplie,  /;  et  p  étant  fixes,  dès  que  /// 
dépasse  une  certaine  limite. 

En  particulier,  en  faisant  m  =  i,  on  voit  que,  si  Tinégalité 

n^p 

est  vérifiée,  il  existera,  quel  que  soit  q,  q^  systèmes  de  surfaces  ad- 
jointes d'ordre  u  -^  q  —  ~\  passant  par  les  courbes  unicursales  singu- 
lières, et  ayant  avec  l5,  tout  le  long  du  reste  de  leur  intersection  avec 
cette  surface,  un  contact  d'ordre  q  —  i . 

145.  Terminons  par  l'exposé  de  nouvelles  propriétés  des  courbes  de 
contact,  dans  le  cas  général. 

Soient  deux  courbes  de  contact,  appartenant  à  deux  familles  diffé- 
rentes 

\d\u  —  — >  r I  =  o,         0,  (  w -,  V î-  )  =  o 

■.3p  2p 


2  3  2  P  /  '  M 


La  fonction 

^  ^  \  2p  2?/         '\  2p  2^0 

est  une  fonction  thêta  d'ordre  2p,  c'est-à-dire  2 //m,  ayant  en  chaque 
point  W/t,  Tyr.  la  singularité  (ama^).  Pour  que  la  courbe  0(^/,t)  =  o 
soit  sur  une  surface  adjointe  d'ordre  n  -+-  2 ni  —  4,  passant  par  les 
courbes  unicursales  singulières,  il  faut  et  il  suffit  (ju'elle  soit  de  la 


(')  Le  système  remarquable  de  surfaces  de  contact  signalé  phis  haut  existe 
toujours,  même  si  l'inégalité  n'est  pas  vérifiée. 

Journ.  de  Math.  (4'  série),  tome  I\.  —  Fasc.  IV,  1893.  3>J 
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môme  famille  que  la  roiirhe  S^iu,  v)  -—  o,  où  0o(w,  t')  est  une  foncliou 
ihèla,  (l'ordre  ihî)i  el  de  earactérisrKiue  mille,  r'esl-à-diro  (n"  III) 
<|ue  Ton  ait 


r 


=.^i  o. 


;  — '  5s  o         (mod.  périodes). 


Si       et       soûl  douués,  Il  est  toujours  possible,  et  (Tune  seule  ma- 

nirre,  de  ehoisir     -  et   '  -i  de  uiauière  à  satisfaire  à  C(îs  eouniuenees. 
;•  /• 

Doue  : 

Par  une  rouihc  ilc  coiitdct  (jueU'ouqur  et  pdf  les  courbes  unicur- 
sales  singulières,  ou  peut  faire  passer  une  injinilè  de  surfaces 
adjointes  d'ord/c  n  f-  iin  /|,  (jui  découpent  en  outre  sur  ii  une 
des  /*'  s<'ries  de  courhes  de  co/ttact. 

Cette  série  reste  la  même  (juaud  la  courbe  priniitivenieul  consi- 
dérée  varie  sa/is  cesser  d'appartenir  à  une  niénie  famille. 

Ou  démoulre  de  même  la  ])ropositiou  ])lus  «générale  rjui  suit  : 

Pai-  s  I  courbes  de  contact  appartenant  à  d<'s  fainiUes  <juel- 
conques  et  par  les  courbes  unicursales  singulières,  on  peut  faire 
passer  une  infinité  de  surfaces  adjointes  d* ordre  n  H-  s  m  —  /j,  qui 
découpent  en  outre  sur  !n  un<'  des  r'  séries  de  courbes  de  contact. 

Daus  eel  énoncé,  le  uouibre  positif,  .y,  est  (|iiclcouque,  mais  supé- 
rieur à  I . 

Ou  peut  ajouter  (pie  chacune  des  /•*  séries  de  courhes  de  contact 
peut  élie  obtenue  par  ce  procédé,  les  s  —  i  courhes  piimiiives  étant 
convenablement  choisies,  ou  plutôt  étant  prises  arbitrairement  dans 
des  familles  convenablement  choisies. 

Kiirin  il  existe  des  relations  fçéométricpics  entre  les  suif  aces  de 
contact  qui  répondent  à  des  problèmes  différents;  en  voici  un  exem- 
ple, qu'il  serait  aisé  d'étendre. 

Considérons  deux  multiples  consécutifs  de  /', 

q  =  rm, 
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soient  r,n  et  (',„^.,  les  courbes  de  contact  avec  ô  de  deux  surfaces 
adjointes  d'ordres  respectifs  n  -\-  q  —  4?  '<  ■^"  ^i  4 7  passant  par  les 
courbes  unicursales  singulières,  et  ayant  avec  $,  tout  le  long  du  reste 
de  leur  intersection,  un  contact  d'ordre  /• —  i. 

I^cs  équations  de  ces  deux  courbes  sont  de  la  forme 

0      M  --  -. ,(,-—-—     I  —  O, 

\  limr  linir 


0,  \u  -   ,      —'---,  V 


J2.1 n    ' 

li{ni  -\-  \)  r  h{m  -\-  \)r 


=  o. 


et  l'on  démontre,  comme  plus  baut,  ({ue,  si  l'on  a 

(mod.  périodes), 


-  + 

h 

/■ 

^E  O 


les  deux  courbes  considérées  sont  sur  une   même  surface   adjointe 
d'ordre  n  -h  2/?i  —  3,  passant  par  les  courbes  unicursales  singulières. 

144.  IV.  Sections  planes.  —  Le  nombre  des  surfaces  d'ordre 
n  —  3  adjointes  à  ô  étant  égal  au  genre  des  sections  planes  de  cette 
surface  diminuée  d'une  unité ,  on  voit  de  suite  cjue  les  courbes 
d'ordre  n  —  3,  adjointes  à  une  section  plane,  ne  sont  pas  toutes  si- 
tuées sur  des  surfaces  adjointes  d'ordre  n  —  3. 

Pour  étudier  la  question  de  plus  près,  observons  que,  parmi  les 
p  —  I  surfaces  adjointes  d'ordre  n  —  'i  figurent  les  surfaces  décompo- 
sables 

D(  A,iC,  -h  Aj-To  H-  ^3^3  +  ^.',<2?..,  )  =  o, 

où  les  X  sont  des  constantes  arbitraires,  et  où  D  =  o  est  toujours  Té- 
quation  de  la  surface  adjointe  d'ordre  n  ~  4- 

Soit  alors  x.,  ■=  o,  par  exemple,  une  section  plane  de  i5  :  le  plan 
.ij.,  =  o  coupe  le  système  linéaire,  />  —  2  fois  infini,  des  surfaces  ad- 
jointes d'ordre  n  -  3  suivant  un  système  linéaire  de  courbes  d'ordre 
n  —  3  qui  ne  sera  que  p  —  3  fois  infini,  puisque,  parmi  les  surfaces 
adjointes,  figure  la  surface  Y}x.^  =  o. 
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On  ohtient  ainsi  p  —  2  conrl)('s  d'ordre  //  —  3,  linéaii'tMuenl  dis- 
liiulcs,  iul jointes  à  la  soclion  de  ii  par  le  plan  eonsidéré;  celle  S(>clion 
étanl  de  i^enii'/)  admet  eneore  deuv  eonrhes  adjoinles  distincles  des 
précédentes,  et  il  résnile  des  raisonneinenls  faits  anx  n"*  120,  12i'  (pie 
ces  den\  courbes  sont  nécessairement  celles  (pii  correspondent   anx 

intégrales    j  (hi  et    /  (h-. 

An  contraire,  si  q  dépasse  un,  tontes  les  courbes  d'ordre  n  -\-  q  —  f\ 
adjointes  à  nne  section  plane»  de  ô  sont  les  sections,  par  le  plan  consi- 
déré, des  sni'l'aces  d'ordre  n  -\-  q  —  \  adjoinles  à  *o. 

On  le  démonlie  aisément  comme  il  suit  : 

i'.n  premier  liiMi,  (|nel  est  le  nond)re  des  courbes  linéairement  dis- 
tinctes d'ordre  // -h  y  —  \  adjointes  à  nne  courbe  plane  d'ordre // et 
de  genre  p]  (q'^\).  C<'s  courbes  découpent  sur  la  pro|)osée  des 
g^ronpcs  écpiivalents  de  N  points  moJ)iles,  formant  un  système  no/f 
spécial,  pnis(|ue  q  dépasse  un  ;  />  j)oinls  d'un  d«'  ces  groupes  sont  donc 
déterminés  pai*  les  \  —  p  autres,  et,  par  suite,  le  nombre  des  courbes 
adjointes  d'ordre  11  ^  q  —  /|,  linéairement  distincles,  est  égal  à 

N  -  /^  -h  I . 

Toutefois,  ûq  atteint  ou  dépasse  /j,  on  devra  ajouter  à  ce  nombre  le 
nombre  ^(y  — 3)(y  — 2)  des  coefficients  d'un  [)()lynôme  entier, 
d'ordre  q  —  '(,  par  ra[)port  à  deux  variables,  afin  de  tenir  compte  des 
courbes  adjointes  qui  se  décomposent  en  la  courbe  proposée  et  en  une 
couibe  quelconque  de  degré  q  —  \. 

Pour  calculer  N,  il  suffit  de  considérer  le  cas  où  la  courbe  adjointe 
d'ordre  n  -\-  q  —  j  se  décompose  en  une  courbe  adjointe  d'ordre  n—'S 
et  en  une  courbe  quelcon({ne  d'ordre  q  ~  i  ;  on  a  ainsi 

iN  =  i{p  -  \)^  n{q  —  1), 

et  le  nombre  des  courbes  adjointes  linéairement  distinctes  d'ordre 
Il  -{-  q  —  \  est  égal  à 

n\q—  \)-hp—  i  -+-i(q  -  '2)(q  -  3). 
Cette  formule  est  vraie  pour  toutes  les  valeurs  de  q,  supérieures  à 


THÉORIE  GÉNÉRALE  DES  SURFACES  HYPERELLIPTIQUES.      4^1 

lin,  même  pour   q  =  i  et  ^  =  3,  puisque  le  terme  complémentaire 
T,{q  —  2)  (y  -~  3)  s'annule  pour  ces  deu\  valeurs. 

En  second  lieu,  soit  Ny  le  nombre  des  surfaces  d'ordre  11  -\-  q  —  \ 
linéairement  distinctes,  adjointes  à  S;  parmi  ces  surfaces  il  en  est?Sy_, 
qui  se  décomposent  en  une  surface  adjointe  d'ordre  /<  -h  ^  —  5  et  en 
un  plan  donné  :  on  en  conclut  que  les  sections  par  un  plan  des  sur- 
faces adjointes  d'ordre  ji  -\-  q  —  f\  forment  un  système  linéaire,  ren- 
fermant un  nombre  de  courbes  linéairement  distinctes  égal  à 

c'est-à-dire  (n°  155) 

n{q  -  J)-hp-  I  +K^  -  2)('7-3), 

nombre  qui  est  bien  égal  à  celui  des  courbes  d'ordre  n  +  q  —  4,  ad- 
jointes à  la  section  plane  de  la  surface  i5. 
Donc  : 

Les  courbes  d'ordre  n  +  q  —  4  adjointes  à  la  se clioii  plane  géné- 
rale d'une  surface  hyper  elliptique  sont  les  sections,  par  le  plan  de 
la  courbe,  des  surfaces  d'ordre  n  -{-  q  —  [\  adjointes  à  la  surface 
proposée,  dès  que  q  dépasse  l'unité. 

145.  V.  Il  est  difficile  d'établir,  sur  une  surface  liyperelliptique 
générale,  la  classification  des  courbes  algébriques  d'un  degré  donné  : 
le  degré  d,  d'une  courbe  &(u,  v)  =  o,  présentant  en  un  point  singu- 
lier W/i,  T/i,  la  singularité  .?^,  est  en  effet,  si  l'on  désigne  par  m  l'ordre 
de  la  fonction  Q(u,  t'),  donné  par  l'équation 

d  ==z  9. Jim  -II(cr^,.Syi). 

Ce  degré  dépend  donc  des  singularités  dont  la  fonction  0(«,  i-)  est 
douée  aux  points  singuliers  Wy^,  v^. 

Il  y  a  lieu  d'observer  cjue  si  ©(«,()  s'annule  au  point  u^^  Cy.,  la 
courbe  6 (m,  r)  =  o,  sur  la  surface  î5,  rencontre  la  courbe  unicursale 
singulière  qui  correspond  aux  valeurs  u^^  v,^  des  arguments,  et  réci- 
pro(juemcnt. 
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I^cs Tombes  (jui  no  ronconlronl  aucuuo  des  courbes  iinicursales  sln- 
iiulières  {'  )  sont  donc,  d'après  la  formule  précédente,  d'ordre  ihnr^ 
leur  dej^ré  esl  ainsi  divisible  par  ih.  Parmi  ces  courbes,  celles  de 
degré  minimum  s'oblienneul  eu  laisanl  m  =  t;  elles  sont  représentées 
par  ["('(pialiou  gt'uéi'ale 

V';)  &(// —  X,  r— [!.)=  o, 

où  A  cl  [i.  soûl  deux  constantes  (pit«lconques  et  ^  une  fonction  tbèla 
dOrdre  un.  Ou  jxMit  supposer  {pie2r(//,c^  csl   la  fonction  normale, 

d'ordiH'  uu  cl  de  caractérislicpie  (n"o*)). 

Nous  appellcM'ons  courhcs  y  les  courbes  représentées  par  Técpui- 
liou^i^);  CCS  courbes,  en  nond)re  doublement  infini,  sont,  comme 
ou  la  dit,  les  coiirltes  du  plus  petit  degré  qu'on  puisse  tracer  sur  la 
sui'face  li\perelliptique,  sans  rencontrer  les  courhcs  unicursales 
sin<ruli('res;  elles  sont  d'ordre  2//,  ce  (pii  donne  la  signification  géo- 
mélri(jue  du  nombre  //,  ordre  des  fonctions  ibéta  (]ui  servent  à  reprc- 
senler  les  coordonnées  d'un  point  de  55. 

Les  courbes  Y  i^ont  de  genre  deux  et  sont  représentabics  point  ))ar 
j)oint  l'une  sur  Tautrc  (n"  (îO). 

Sur  une  courbe  de  genre  deux,  on  appelle  points  conjugues  deux 
points  formant  un  groupe  (/ac/.  o5  tKaprès  ce  que  nous  avons  dit  au 
w"  (>li,  deux  points  conjugués  sur  la  courbe  Sr(w  —  X,  e  —  [jl)  —  o 
ont  pour  arguments  w,  c  et  2X  -  m,  atji  v.  I^n  particulier,  les  points 
d'une  courbe  y,  <pïi  coïncident  avec  leurs  conjugués,  sont  au  nombre 

de  six  et  ont  pour  arguments  AH ' ,  [x -^  -^  ,  on  désignant  par  -',  -' 

un  des  six  couples  d(^  demi-périodes  dont  le  tableau  a  été  donné  au 
u"  :iî). 

Ces  six  points  seront  dits  les  pôles  de  la  courbe  y  à  laquelle  ils  ap- 
partiennent; inversement  une  courbe  y  sera  dite  courbe  polaire  de 
cbacun  de  ses  six  pôles.  On  vérifie  sans  difficulté  qu'«/i  point  ([uel- 


(')  Ces  courbes    peuvent   couper  les  Hgnes   unicursales    singulières    en    des 
points  _//.re5,  qui  sont  les  points  multiples  de  première  catégorie  (n"  128). 
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co/tqifc  I/o,  i'o  a  six  courbes  polaires,  correspondant  aux  valeurs  de 

A  et  (j.  égales  à  Wo  H ^  '  ''o  +  —  • 

Il  existe  entre  les  courl)es  y  et  les  points  de  15  une  léciprocité  re- 
marquable que  les  théorèmes  suivants  mettent  en  évidence  ('  ). 

li(î.   Considérons  les  courbes  y  qui  passent  par  un  point  donne 
//o,  t'o  et  cherchons  le  lieu  de  leurs  pôles. 
Si 

(17)  ^(w  ^  X,  r  —  a.)  =  o 

est  une  de  ces  courbes,  on  aura 

(i8')  2r(X—  «0,  ij.—  c„)  —  o, 

puisque  ^(u,  r)  est  une  fonction  impaire.  Si  U,  V  est  un  pôle  de  la 
courbe  (17),  on  a 

l^liniinant  \  et   [Ji  entre   ces  deux  équations  et  l'équation   (iH).  on 
Irouve  le  lieu  cherché  : 

^(U-«., -^ce.,V-ro-^ci^;)  =  o. 

La  courbe  représentée  par  cette  écpiation  est  une  courbe  y.   cpii 
passe  par  le  point  u^,  ^0  ^t  admet  ce  point  pour  pôle.  Donc  : 

Les  six  pâles  d'une  courbe  y  qui  passe  par  un  point  sont  chacun 
sur  une  des  six  courbes  polaires  de  ce  point. 

De  même,  on  démontre  sans  difficulté  que  : 

Les  six  courbes  polaires  d'un  point  d'une  courbe  y  passent  cha- 
cune par  un  des  pôles  de  cette  courbe. 


(')  C'est  la  réciprocilé  qui  existe  entre  les  plans  tanf^enls  et  les  j)oinls  de  la 
surface  de  Kummer. 


'.o/; 


]2'|  r..     lH'MnERT. 

(^cs  llu'orôiiies  jiistifienl  les  driiomiiialions  de  pôles  el  de  eourbes 
polaires,  cl  étaMisseiil  la  l'éeiprocilé  dont  nous  parlions  plus  liaul. 

1  i7.  Pdi-  ffci/.r  points  (lonnt's  de  în  pas.sc/tf  f/ci/.v  roitrhcs  y,  <'l 
inversement  dcu.t'  coitrhes  y  sn  coupent  en  deux  points.  Ces  pioposi- 
lions  résullent  inimédiatenienl  du  lliéor«'Mne  de  INl.  Poincaré. 

(  Ihei'clions  les  conditions  anxcpielies  doivent  satisfaire  deux  points 
//,,  \\  et  u.,,,  w,  pour  (pie  les  dc\\\  couihes  y  <pii  liassent  par  ces  points 
eoïneident. 

Si  ~(  //  —  \,\—  li.")  est  rétpialion  d'une  courhe  y  passant  par  les 
deux  points,  on  a 

Z(\  —  //,,  ti,  —  t'i  )  =  O,  &(X  —  //o,  [Jt.  —  t\.  )  =  o. 

(les  di'u\  (Mpiations  en  X,  a  ont  deux  solutions  communes,  X,,  [X,  et 
A^,  Uo,  liées  {^xV  (>iî)  par  les  relations 

\^  -f-  Xjii:  w,  4-  Wo,  ,Lt|  +  pi-a^^  <\  +  *'a         (mod.  périodes). 

Si 

A,  =  Aj  et  [X,  =  [X,, 

il  vient 

27.,^^  M,  H- //^,  2[jL,^r,  +  e2         (mod.  périodes). 

l'écrivant  maintenant  (pic  A,  et  a,  vérifient  la  relation 

3r( A,  — //,,  [J., -»-,).=  o, 

on  trouve  la  condition  cherchée 

On  peut  donner  une  interprétation  géométri(|uc  de  cette  formule. 
Considérons  en  elîet  les  courbes  y  fpii  passent  par  un  point  u.^,  v.^,  et 
clierchons  le  lieu  du  point  conjugué  de  u.,,  i\,  sur  chacune  d'elles. 

Soit  r(//  —  A,  r  —  J^)  =  <">  "ik'  <1cs  courbes  y  passant  par  u.,,  p^;  on  a 

2r(A  —  U2,  [x  —  i'a)  =  o. 


THÉORIE    GKNÉRALK    DES    SURFACES     IIYl'ERELLIPTIQUES.  I\l5 

Le  conjugué  de  «^,,  v.,  sur  cette  courbe  a  pour  arguments 
u  —  2 A  —  u.,;  r  =  lu.  —  ç.,  ; 

il  décrit  donc  la  courbe 

^20)  ^    .  -,___^W.  o. 


Si  Ton  compare  maintenant  les  équations  (19)  et  ('2o\  on  obtient 
cette  proposition  : 

Lorsque  deux  points  sont  conjugués  sur  une  même  courbe  y,  Ici 
seconde  courbe  y  qui  passe  par  ces  deux  points  coïncide  avec  la 
première,  et  réciproquement . 

148.  Une  autre  propriété  de  la  courbe  (20)  résulte  des  considéra- 
tions suivantes. 

Cherchons  V enveloppe  des  courbes  y  qui  passent  par  un  point 
fixe  u.,,  V.,. 

Deux  de  ces  courbes 

'b(u  —  X,  V  —  (jt.)  =--  o;  S:( u  —  X',  v  —  [t.')  ■=  o 

se  coupent  en  Uo,  v.,  et  en  un  second  point,  u,  r,  tel  que  l'on  ait 

u  -+-  Wo^r^  A  -h  A';  i^  -h  (-'2  E=EE  pi  -h  ji.'  (mod.  périodes). 

Si  les  deux  courbes  primitives  sont  infiniment  voisines,  on  aura,  à 
la  limite, 

u  ^^^  -ik  —  u.,  ;  p  :^^  2[jt.  —  Po  ; 

on  obtiendra  le  lieu  de  w,  »-,  c'est-à-dire  Tenveloppe  cherchée,  en  éli- 
minant X,  ui  entre  les  deux  équations  qui  précèdent  et  la  relation 

^(X  —  u.,.,  \>.  —  »\,)  =  o, 

qui  exprime  que  la  courbe  y  considérée  passe  par  u.,,  i^.,;  il  vient  ainsi 

Journ.  de  Math.  (4°  série),  lome  IX.  —  ■'"asc.  IV,   iSgS.  -^4 
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Donc  :  L^'incloppc  des  courhes  y  qui  passent  pur  un  point  coiu- 
cidi'  a\'cc  le  lieu  des  conjugués  de  ce  point. 

Dans  cet  énoncé,  nons  appelons  points  conjugués  deux  points  con- 
)nj;nés  Tnn  de  Tantre  snr  une  même  courijc  y- 

l  iî).   Cherclions  la  condition  qui  exprime  que  deux  courbes  y  : 

^(u  —  X , ,  t'  —  ijL,  )  =  o ;  'è(it  —  \.,,  i-  —  [k.,)  =  o 

sont  tangentes:  on  trouve  aisément,  [)ar  des  considérations  send)lal)les 
aux  précédentes,  que  cette  condition  est  la  suivante 


Par  suite  : 

Lorsque  deux  points  so/it  conjugués  sur  une  courbe  y,  chacune  des 
six  courbes  polaires  de  l'un  touche  une  des  six  courbes  de  Vautre; 
rcciproqueinent ^  lorsque  deux  courbes  y  se  louchent,  chacun  des 
six  pôles  de  Vune  est  conjugué  d'un  des  six  pôles  de  l'autre. 

On  en  déduit  immédiatement  cet  autre  théorème  : 

Le  lieu  des  pôles  des  courbes  "^ç  qui  touchent  une  courbe  ^^  fixe  se 
décompose  en  six  courbes,  dont  chacune  est  lieu  des  conjugués  d'un 
pôle  de  la  courbe  fixe . 

loO.  Les  courbes  y  forment  une  famille  doublement  infinie  :  dans 
cette  famille  considérons  une  série  simplement  infinie  et  algébrique 
de  courbes  y  ;  X  et  [jl  seront  alors  liés  par  une  relation  de  la  forme 

0(X,  [i.)  =  o, 

0(A,  ix)  désignant  une  fonction  uniforme  quadruplcment  périodique 
de  X,  [X,  ou,  si  l'on  veut,  une  fonction  thêta  de  X,  p. 

Le  lieu  des  pôles  des  courbes  y  considérées  est  donné  par  l'équation 
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il  se  décompose  donc  en  six  courbes,  généralement  distinctes,  de 
même  genre  et  de  mêmes  modules. 

Plus  généralement,  sur  chacune  des  courbes 

3"(w  —  X,  p  —  (ji)  =  o, 

où  X,  [x  vérifient  la  relation  0(X,  [jt.)  =  o,  prenons  le  point  qui  corres- 
pond à  un  point  fixe  iio,  <^o  de  la  courbe  2r(w,  v)  =  o  dans  la  transfor- 
mation univoque  qui  lie  ces  deux  courbes;  ce  point  sera  (n"  60) 

W  =  X  H-  Wo,  P  =  [A  -+-  Po- 

il décrit  par  suite  la  courbe 

&(u  —  i/o,  V  —  t'o)  =  o. 
Ainsi  : 

Soit  une  série  algébrique,  quelconque  d'ailleurs  de  courbes  y  : 
le  lieu  du  point  qui,  sur  chacune  de  ces  courbes,  correspond  univo- 
quement  à  un  même  point  M  de  Vune  d'elles,  est  une  courbe  algé- 
brique; si  le  point  M  varie,  on  obtient  ainsi  une  infinité  simple  de 
courbes  algébriques,  qui  sont  toutes  de  même  genre  et  de  mêmes 
modules  :  V  équation  générale  de  ces  courbes  est  de  la  forme 

Q(u  —  a,  p  —  P)  =  o, 

0(m,  p)  étant  une  fonction  thêta,  et  a,  [3  deux  paramètres,  variables 
d' une  courbe  à  l'autre,  liés  par  la  relation 

S(a,  p)  =  o. 

Inversement,  il  est  clair  que,  sur  chacune  des  nouvelles  courbes,  le 
point  qui  correspond  univoquement  à  un  même  point  de  l'une  d'elles 
décrit  une  des  courbes  y  de  la  série  considérée  :  la  démonstration  est 
identique  à  celle  qui  précède. 

Ces  résultats  se  généralisent  sans  difficulté. 

Soit  une  série  quelconque  simplement  infinie  de  courbes  de  même 


/jaH  c.   m  Miu-.HT. 

i;(Miro  cl  (1(>  iiKMucs  niodulcs,  Iracôos  sur  une  surface  liypcM^ellipliqiKMM 

comprises  daus  IcMpialion 

1^21)  0{if  -  X,  i"  —  [l)-^  o, 

où  0(^ //,  !•  )  est  uuc   l'oucliou   tlicla  douucc  cl  où  X,  ij.  clcsi^iicul   deux 
jKiramclres  liés  ])ar  uuc  iclaliou  (1(>  la  forme 

e^X,  u.)  ::=0, 

(-)(^X,  [).)  claut  uuc  uouvellc  l'oucliou  ihcla. 
Considcrous  la  secoude  série  de  courbes 

Q(u  -  a,c-  fl)  ^^o, 

où  a  et  ^  sout  deux  païauu'trcs  liés  par  la  rclaliou 

(i{OL,  |îS)^-o. 

Les  courbes  de  celU'  uouvclle  série  soûl  aussi  de  uiéuie  ^'curc  cl  de 
uicuies  uiodules,  cl  l(>s  deux  séries  jouisseul  de  la  pi-oj)riélé  suivante  : 

Le  heu  (lu  point  (jui,  sur  cliacunc  des  courbes  (V uiœ  série,  cor- 
respond uniioquement  à  un  mènie  point  de  V une  de  ces  courbes, 
est  une  cour/fc  de  V autre  série. 

Si  les  deux  fonctions  Û(w,  p)  et  0(w,  v)  sont  les  mêmes,  les  courbes 
des  deux  séiies  se  confondent;  il  en  est  de  môme  si  0(  //,  l' j  esl  uuc 
fonction  paire  ou  impaire  et  si  0(«,  ^^)  =  0(w—  /^„,  t  —  \\)\  //„.  r„ 
étant  des  constantes  données.  Dans  ce  dernier  cas,  les  courbes  de  la 
première  série  passent  par  le  point  fixe  Wo,  f„.  En  particulier  : 

Considérons  les  courbes  y  qui  passent  par  un  point  Jixe  :  le  lieu 
du  point  qui  sur  chacune  d'elles  correspond  univoquemenl  à  un 
même  point  d'une  courbe  y  donnée  est  une  courbe  ^[  passant  par 
le  point  fixe. 

Le  ibéorème  du  n"  146  est  un  cas  particulier  du  précédent. 
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151.  YI.  Revenons  maintenant  aux  surfaces  adjointes  :  la  formule 
qui  fait  connaître  le  nombre  des  surfaces  adjointes  d'ordre  n -\-  q  —  4, 
linéairement  distinctes,  donne  lieu  à  une  remarque  intéressante. 

On  sait  que  deux  définitions  ont  été  proposées  pour  le  genre  d'une 
surface  d'ordre  n. 

Le  genre  géométrique,  P,  est  le  nombre  des  surfaces  d'ordre  //  —  \^ 
linéairement  distinctes,  adjointes  à  la  proposée; 

Le  genre  numérique ,  P',  s'oljtient  en  faisant  N  =  /i  —  4  dans  la 
formule  qui  donne  le  nombre  des  surfaces  distinctes  d'ordre  N  satis- 
faisant aux  conditions  des  surfaces  adjointes,  c'est-à-dire  ayant  pour 
courbe  multiple  d'ordre  /  —  i  toute  courbe  multiple  d'ordre  /  et  pour 
point  multiple  d'ordre  / —  2  tout  point  multiple  d'ordre  /  de  la  pro- 
posée. 

Ces  deux  définitions,  en  apparence  identiques,  ne  le  sont  pas  réel- 
lement :  en  effet,  on  ne  sait  pas  déterminer  à  l'aide  d'une  formule  gé- 
nérale le  nombre  des  conditions  auxquelles  équivaut,  pour  une  surface 
d'ordre  N,  l'obligation  d'avoir  pour  courbe  multiple  d'ordre  /  —  i  une 
courbe  donnée,  que  si  N  est  suffisamment  grand  par  rapport  au  degré 
de  la  courbe.  Pour  ce  cas,  il  existe  une  formule  générale  exacte,  mais 
on  ne  sait  pas  pour  quelle  valeur  minimum  de  N  elle  cesse  de  s'appli- 
quer. En  d'autres  termes,  les  courbes  et  les  points  multiples  d'une 
surface  d'ordre  n  étant  donnés,  on  sait  calculer  le  nombre  des  surfaces 
adjointes  d'ordre  N,  N  étant  suffisamment  grand  :  si  dans  la  formule 
ainsi  obtenue  on  fait  N  =  /i  —  4,  rien  ne  prouve  qu'on  doive  obtenir 
réellement  le  nombre  des  surfaces  adjointes  d'ordre  n  —  4i  on  trouve 
un  nombre  P',  qui  peut  différer  de  P,  mais  qui  est  également  intéres- 
sant, parce  qu'il  possède  le  caractère  d'invariance  dans  les  transforma- 
tions birationnelles,  comme  l'ont  montré  iNIM.  Caylcy  et  Zeutben. 

Pour  les  surfaces  représentables  point  par  point  sur  le  champ  byper- 
elliptique,  on  a  (n"  102) 

P=,; 

quant  à  P',  on  le  calculera,  d'après  ce  qui  précède,  en  faisaut  q  —  o 
dans  la  formule  qui  donne  le  nombre  des  surfaces  adjointes  d'ordre 
n  -\-  q  —  \^  et  l'on  trouve  ainsi 


P^-- 


(. 
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Les  doux  nombres  P  et  P  sont  donc  diiVéreiits.  11  convient  de  sup- 
poser, dans  celte  application,  cjne  la  surface  î5  n'a  pas  de  ])oinls  mul- 
tiples isolés;  en  ce  cas,  notre  délinition  des  surfaces  adjointes  coïncide 
avec  celle  qui  est  généralement  adoptée. 


Clïy\ PITRE  IV. 

Classes  particulières  de  surfaces  hyperelliptiques. 

152.  Les  plus  simples  des  surfaces  hyperelliptiques  sont  celles  qui 
I)  ont  pas  (le  courbes  unicursales  singulières. 

Pour  une  de  ces  surfaces,  les  fonctions  .r,  (w,  v)\  x^(u.,  p);  .x";, (w,  v)\ 
.r,(w,  r)  sont  quatre  fonctions  thêta,  de  caractéristique  nulle,  d'or- 
dre ^,  ne  s'annulant  simultanément  |)()nr  aucun  système  de  valeurs 
des  paramètres. 

Les  formules  du  n"  125  donnent  alors,  pour  Tordre  n  de  la  surface 
et  le  genre  p  de  ses  sections  planes, 


/t  =^  i/r,  ^j  z=  A-  -f-  I  ;  ou  p  =  — — 


Ainsi  : 


Si  une  surface  hyperclUptique  n'a  pas  de  courbes  unicursales 
sini^ulières,  son  ordre  est  le  double  d'un  carré. 

il>5.  Surfaces  adjointes.  —   Le  nombre  des  surfaces  adjointes, 
linéairement  distinctes,  d'ordre  n  -\-q  —  /j,  a  pour  expression  (n"  155) 

q^h^^^,{q^i){q-^){q~^)- 

ces  surfaces  découpent,  sur  la  proposée,  un  système  linéaire  q- h-  —  \ 
fois  infini  de  courbes  ayant  pour  équation  générale  (n"  151  ) 

A,6,(m,  p)-f-Xj02(M,  t;)4-...-f-  \v,^0^^^^(w,  (•)  =  0, 

où  6,  (m,  p),  . . .,  (iç-fy'(u,  p)  désignent  q- /r  fonctions  thêta,  d'ordre  qh 
et  de  caractéristique  nulle,  linéairement  distinctes;  en  d'autres  termes. 
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toute  fonction  thêta,  d'ordre  qh  et  de  caractéristique  nulle,  égalée  à 
zéro,  représente  sur  ^  une  courbe  qui  est  l'intersection  de  JS  avec 
une  surface  adjointe  d'ordre  n-\-  q  —  l\  {*). 

Le  degré  de  cette  courbe  est  égal  à  iqh-  ou  qn^w"  137). 

Le  problème  des  surfaces  adjointes  de  contaot  est  susceptible 
d'une  solution  plus  complète  que  dans  le  cas  général. 

Cherchons  les  surfaces  adjointes  d'ordre  n  -{-  q  —  l\  qui  ont  avec  S, 
tout  le  long  de  la  courbe  commune,  un  contact  d'ordre  /■  —  i  :  on  voit, 
comme  au  n**  141,  que  le  problème  n'est  possible  que  si  l'on  a 

hq  =  rp, 

p  étant  un  entier;  mais  il  n'est  pas  nécessaire  de  supposer  ici  que  r 
divise  q,  et  le  problème  comporte  ainsi  une  solution  plus  étendue  que 
celui  des  surfaces  adjointes  de  contact  passant  par  les  courbes  unicur- 
sales  singulières  d'une  surface  hyperelliptique  générale. 

Soit  &(u  —  X,  ('  —  [jl)  —  o  l'équation  d'une  des  courbes  de  contact 
cherchées;  &(u,  v)  sera  une  fonction  thêta  quelconque,  d'ordre  p  et  de 
caractéristique  nulle;  À,  [x  seront  deux  constantes  vérifiant  les  con- 
gruences, 

rp\^o   ] 

I  (mod  périodes). 
rp^^Q  ) 

On  le  démontre  par  la  méthode  appliquée  au  n"  141. 

On  en  conclut,  toujours  comme  au  n°  lil,  que  les  courbes  de  con- 
tact sont  toutes  celles  qui  appartiennent  à  r'  familles,  et  l'on  peut 
énoncer  le  théorème  général  suivant  : 

Soit  Jô  une  surface  hyperelliptique  sans  courbes  unicursales  sin- 
gulières, d'ordre  n(^  2A-);  désignons  par  q,  r,  p  des  entiers  po- 
sitifs tels  que 

qh  =  rp. 


{')  Pour  abréger,  nous  dirons  qu'une  courbe  est  l'intersection  de  S  avec  une 
surface  adjointe  quand  elle  constitue,  jointe  aux  courbes  multiples,  Tintersec- 
tion  complète  des  deux  surfaces. 


^J2 
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Les  si/r  faces  d  'ort/rc  //  4-  y  -  \  ait  jointes  à  $,  et  ayant  arec 
reffe  sufface,  tout  te  loii^'  de  leur  eoi/rhe  (rintersection  (  non  t)iul- 
tipte),  un  contact  (Torifre  r  ~  i,  se  /-e/xirtisse/it  en  /•*  systèmes. 

Pour  /<'S  sitr/aces  d'un  s\sfè/ne,  tes  courbes  de  contact  sitnl  des 
courlx's  d'un  même  ordre  et  (/'u/ie  nn-me  famdle,  et  forment  une 
série  linéaire  p-  —  i  fois  in  finie,  hncrseme/it  toute  courhe  de 
rordic  et  de  la  famille  coitsidéiu'w  est  la  courhe  de  contact  d'une 
des  surfaces  du  système. 

Les  r  courhes  de  conl<nl  de  r  surfaces  (Tun  même  systènie  sont 
sur  une  surface  adjointe  d'ordre  n  -+-  y  —   ]. 

Par  r  -  \  courhes  de  contact  ajtpai'tenanl  à  des  systè/nes  quel- 
conques ou  peut  nienei-  une  surface  adjointe  d'ordre  ii -\- q — ■  4? 
ijui  coupe  en  outre  în  suivant  une  r"'""'  courhe  de  contact. 

Colle  llu'oiii'  csl  au  loiul  la  inènie  (juc  ccIIl'  (|ui  a  clc'  ('\[)()S('m'  au 
n'  117  |)i)ur  les  courlx's  du  champ  liyperclliptiquc  sans  point  singu- 
lier. 

l'.ii  |)arlieulier.  si  Ton  fait  q  z~  \  ^  r  =^-  //,  on  voilfpie  : 

//  e.riste  //'  surfaces  d'o/d/c  //  —  3  adjointes  à  55  et  ayant  avec 
cette  surface,  le  lom;-  de  leur  intersection,  un  contact  d'ordre  //  —  i , 

Les  h*  courhes  de  contact  sont  des  courhes  y;  par  r  i  d'entre 
elles  passe  une  surface  adjointe  d'ordre  n  —  3,  coupant  en  outre  î5 
sf/i\a/tf  u/n'  /•"""'  de  ces  courhes. 


(Jri  a  des  théorèmes  toul  à  fait  analogues  pour  les  surfaces  adjointes 
dOrdre  // -f- y  —  4  passant  par  une  ou  plusieurs  courbes  données 
sur  $  et  ayant  en  outre  avec  iS,  tout  le  long  du  reste  de  l'intersection, 
un  conlact  d'ordre  /'—  r;  ces  surfaces  se  répartissent  encore  en  /•'*  sys- 
tèmes; les  courhes  de  contact  de  /■  surfaces  d'un  même  systènie  et  les 
courhes  fixes  données  sur  fo  sont  sur  une  même  surface  adjointe 
d'ordre  n  -h  q  —  \  '.,  .... 

Ces  propriétés,  qui  ofï'rent  une  analogie  complète  avec  celles  que 
Ton  a  élahlies  pour  les  courhes  de  contact  adjointes  à  une  courhe  plane, 
ne  s'étendent  pas,  du  moins,  sous  cette  forme  générale,  aux  surfaces 
hypcrelliptiques  douées  de  courbes  unicursales  singulières. 
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154.  Courbes  tracées  sui'  la  sur/ace.  —  L'équation  d'une  courbe 
algébrique  quelconque  tracée  sur  55  s'obtient  en  égalant  à  zéro  une 
fonction  thêta:  si  q  est  l'ordre  de  celle-ci,  le  degré  de  la  courbe  cor- 
respondante sera  o.hq  :  ainsi,  les  degrés  des  courbes  tracées  sur  !o  sont 
des  multiples  de  ih. 

Si  q  est  inférieur  à  h,  on  peut,  à  une  fonction  thêta  d'ordre  q,  asso- 
cier au  moins  une  fonction  d'ordre  h  —  q,  de  telle  sorte  que  le  produit 
des  deux  fonctions  soit  une  fonction  thêta  d'ordre  h  et  de  caractéris- 
tique nulle  (n"  116);  donc  : 

Par  une  courbe  quelconque ,  ti-acée  sur  î5,  et  dont  l'ordre  est  in- 
férieur à  l'ordre  n  de  la  surface,  on  peut  faire  passer  au  moins 
une  surface  adjointe  d'ordre  n  —  3.' 

De  plus  : 

Si  iqh  est  l'ordre  de  la  courbe  considérée,  le  nombre  des  sur- 
faces adjointes  d'ordre  n  —  3,  linéaij-ement  distinctes,  passant  par 
la  courbe,  est  égal  à  (/i  —  q)-. 

De  même  on  démontrerait  que  : 

Par  une  courbe  d'oidre  iqh,  tracée  sur  S,  et  dont  l'ordre  est 
compris  entre  n  et  in  —  i  {c'est-à-dire  telle  que  ih  '^q^h)  on  peut 
faire  passer  (i/i  —  q)'^  surfaces  adjointes  d'ordi'e  n  —  2,  linéaire- 
ment distinctes,  etc. 

Rien  n'est  plus  aisé  que  de  déterminer  toutes  les  courbes  d'un  de- 
gré donné  ihq,  que  l'on  peut  tracer  sur  ^  :  leur  écpiation  générale  est 
de  la  forme 

A,  0 ,  (  //  —  A,  i-  —  [J^  )  -t-  Ao  f).,(u  —  A,  i-  --  [X)  -h.  .. 

-+-  \'-()^'-{u  —  A,  f  —  [x)  =  o, 

OÙ  A,,  . . . ,  X^2,  A,  [j.  sont  des  constantes  arbitraires,  et  où  0,(//,p), 
6,(w,  p),...  désignent  q-  fonctions  thêta  linéairement  distinctes, 
d'ordre  q  et  de  caractéristicpie  nulle. 

5^' 
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Los  coinhos  (lu  j)lus  polil  (li'<;iv,  ([ue  l'on  puisso  Iracor  siula  surface, 
oui  l'ordro  2A,  ol  soûl  los  courhosY  (^  '  ). 

liîô.  Remarque.  —  Los  courl)os  dôcoupées  sur  ô  pai' les  surfaces 
adjoiuU's  tlordro  11 -\- <j  —  \  foruuMil  un  syslèuio  linéaire  q^/r  i 
fois  iulini  ;  le  yenre  de  ces  courbes  esl  (/'-/i'^  -+- 1  (n"  1  l  i);  deux  (Tenlre 
elles  se  coupent  eu  Kf/i-  points,  d'après  le  ihéorème  de  M.  Poinearé  : 
la  connaissance  do  ces  nondjros  nous  permel  de  discuter  une  formule, 
due  à  ^L  Nôllier,  et  qui  est  une  cxlensiou  aux  surfaces  du  ihéorènie 
de  Kieniann-llocli  relatif  aux  courbes  algéhricpies. 

Dapiès  INL  Nolber,  si  Ton  appelle  : 

C  des  courl)es  du  i^cnre  ?:,  situées  sur  une  surface  algébri(pie  V»,  et 

foriuanl  un  sysiènie  liiu'aii'e  (^  fois  infini; 
s  le  nombre  de  points  d'intersection  de  deux  courbes  G; 
1'  le  uenre  de  la  surface  ^,  supposée  de  degré  ii\ 
z  le  noud)re  des  surfaces  d'ordre  n  —  l\   linéairement  distinctes  ad- 

joiules  à  $,  et  passant  j)ai'  une  courbe  C, 


on  a  1  inc-galité 


Q>P-f-.9  — --p-f-r. 


Si  nous  ap[)li(pions  la  formule  à  une  surface  liypcrellipticpic  Vi,  et 
au  système  des  courbes  C  découpées  sur  elle  par  les  surfaces  adjointes 
«l'ordre  ii  -\-  q  —  l\.,  nous  trouvons,  puis(jue  p  —  o, 

q- li'^ — i>P -h  i>«y-//-—  (</-A^-h  1) -h  I  ou  —  i>P. 


(')  Il  esl  à  observer  que  les  courbes  y,  bien  qu'étant  toutes  du  même  ordre 
et  du  même  genre  et  formant  un  système  continu,  n'appartiennent  pas  à  une 
série  linéaire  de  courbes  de  même  ordre  qu'elles,  c'est-à-dire  de  courbes  dé- 
coupées sur  S  par  un  système  linéaire  de  surfaces,  chaque  surface  mobile  ne 
découpant  qu'une  courbe.  Ce  fait  ne  s'est  pas  présenté  sur  la  surface  de  Kummer, 
où  toutes  les  courbes  d'un  degré  donné  se  répartissaient  en  une  ou  plusieurs 
séries  linéaires;  la  raison  générale  de  cette  difTérence  tient  à  l'existence  sur  6 


mme  nous!  avons  mon- 


des deux  intégrales  de  première  espèce    /  du  et    /  dv,  comme  nousl 

tré  dans  une  Note  insérée  aux.  Comptes  rendus  de  l' Académie  des  Sciences 
(28  août  1893). 
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Or  le  genre  géométrique,  P  est  égal  à  i;  la  formule  n'est  donc  pas 
vérifiée  pour  cette  valeur  de  P.  Elle  l'est  au  contraire  si  l'on  introduit, 
au  lieu  du  genre  géométrique,  le  genre  numérique  P',  égal  ici  à  —  i. 
Il  y  a  donc  lieu  de  penser  que  la  formule  générale  de  M.  Nother  doit 
être  précisée,  soit  dans  le  sens  que  nous  indiquons,  soit  en  tenant 
compte  des  intégrales  de  difYérentielles  totales  de  première  espèce 
appartenant  à  la  surface. 

ItiG.  Les  surfaces  hyperelliptiques  qui  n'ont  pour  courbes  uni- 
cursales  singulières  que  des  droites,  c'est-à-dire  pour  lesquelles  les 
quatre  courbes  coordonnées  Xj(u^  r)  considérées  dans  le  champ  h}  por- 
elliptiquc  n'ont  en  commun  que  des  points  simples,  jouissent  d'une 
propriété  spéciale. 

Dans  ce  cas,  en  effet,  la  singularité  o-^,  que  présentent  les  courbes 
x'j{u,  ç)  =  o  en  un  de  leurs  points  simples  communs,  n'est  pas  une 
singularité  proprement  dite,  et  les  courbes  adjointes  ne  sont  pas  assu- 
jetties à  passer  par  ce  point.  En  d'autres  termes,  la  singularité  cr^ 
n'existe  pas. 

Il  en  résulte  (n°  130)  que  les  surfaces  adjointes  d'ordre  //  —  3  dé- 
couperont sur  ^  la  série  linéaire  de  courbes  dont  l'équation  s'obtient 
en  égalant  à  zéro  une  fonction  thêta  quelconque  d'ordre  h  et  de  ca- 
ractéristique nulle,  renfermant,  par  suite,  sous  forme  linéaire  et  ho- 
mogène, h^  coefficients  arbitraires. 

Les  propriétés  des  surfaces  de  contact  adjointes  d'ordre  //  —  3 
seront  ainsi  les  mêmes,  pour  la  surface  ô  considérée,  que  pour  les 
surfaces  sans  courbes  unicursales  singulières,  en  particulier  il  existe  h' 
surfaces  adjointes  d'ordre  /i  —  3  ayant  avecJS",  le  long  de  leur  inter- 
section, un  contact  d'ordre  h  —  i,  etc. 

Le  nombre  h  est  lié  ici  au  genre  p  des  sections  planes  de  6  par  la 
relation 

p  =  h-  -+-  I . 


/M 


(;.     lllMltKKT. 


CIlAPlTKi:  \  . 
Étude  de  quelques  surfaces  hyperelliptiques. 

Ii57.  iSous  ôludierons,  dans  co  Cliajiilro,  qiic'l(nies  surfaces  rcprr- 
scnlahlos  point  par  point  snr  lo  chanij)  hvporollij)li(iue  :  nons  n'avons 
pas  roussi  à  (lôlorniincM"  d'une  manière  j^énérale  le  dej»ré  niininunu 
des  surfaces  de  cette  nature;  il  résulte  des  recherches  de  M.  Picard 
(|uece  deji^ré  est  supérieur  à  cincj;  nous  avons,  d'autre  part,  formé  des 
surfaces  hyperellij)ti(pies  d'ordre  huit.  Il  ne  resterait  donc,  pour  coin- 
hler  la  lacune,  «pià  former  des  surfaces  d'ordre  six  el  sept,  ou  à  dé- 
inonlrer,  ce  (pii  send)le  prohahle,  <pie  le  deg:ré  doit  nécessairemeni 
dépasser  sept. 

(^)uoi  qu'il  en  soit,  nous  allons  faire  connaître  et  étudier  quehpies 
surfaces  d'ordre  huit. 

Iiî8.  Soient  ^„(//,();  Sr, (//,*);  r^,(//,i);  £:3(«,c)  quatre  fonc- 
tions thêta  iiorinnirs,  du  premier  ordre,  formant  un  «groupe  de  Kosen- 
hain  (n°  20)  :  pour  fixer  les  idées,  nous  supposerons  (ju'ellcs  ont 
respectivement  pour  synd)oles  (n"  20)  /j V^  12',  i3,  \\' . 

La  fonction  ~o(//,  e)  est  ainsi  la  fonction  thêta  (paire)  d'ordre  un, 
de  caractéristique  nulle,  et  les  trois  fonctions  w,,Sr^,,  St.,  s'annulent 
pour  la  demi-période  11  =  o,  c  =  o. 

De  plus,  le  produit  ~„2r,  ~^r.,  étant  une  fonction  impaire,  de  carac- 
léristiipie  nulle  (n"21),  il  en  sera  de  même  du  produit  StiSt.jHtj. 

Cela  posé,  considérons  la  surface  définie  par  les  relations 

/     \  .     ?-    C-  .     c    —-  .     c    C-  .    o    c    c 

\  '.'        '^  t    —   ~  0  •'  I  1  ■'  1   ~  "0"  ■<•>  '^  'i 0  -^  :i  •>  ■^'  ', {  -^^-^  ;i 

OU,  en  coordonnées  cartésiennes, 


(2) 


X 


y 


'1  ^'o 


Les    quatre   fonctions    coordonnées,    Xj(u,  ç),  sont   des   fonctions 
thêta,  d'ordre  trois  et  de  caractéristique  nulle,  s'annulant  à  la  fois 
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pour  les  valeurs  de  z/,  v  qui  vérifient  les  équations 

ro(w,  i-)  =  o,  r,r,r,  =  o 

et  qui  sont  au  nombre  de  six,  d'après  le  théorème  de  M.  Poincaré. 
De  plus,  les  fonctions  S',,  S^,  Stj  devenant  nulles  pour w  :=  o,  p  =  o,  le 
point  u  =  o,  r=o  est  un  point  double  pour  les  courbes  du  champ 
hyperelliptique  a7,(w,  v)  =  o,  x,(ii^  '0^^  ^'  •^:i(^'>  *0  =  o  et  un  point 
triple  pour  la  courbe  x.(w,p)  =o;  par  suite,  c'est  un  point  double 
pour  toute  courbe  \^x^->r\.,x.;,-\-\r^x.■^ -\-\,,.v.,  =  o  et  il  diminue  le 
degré  de  la  surface  (i)  de  quatre  unités  (n**  125). 

En  résumé,  les  zéros  communs  aux  fonctions  Xj(u,  c)  diminuent  le 
degré  de  G  -h  4  =  lo  unités;  ce  degré  est  donc  égal  à  2.3-  —  lo  =  8. 
Ainsi  : 

La  surface  définie  par  les  relations  (i)  est  d'ordre  huit. 

Nous  la  désignerons  par  1. 

Il  est  aisé  d'obtenir  son  équation. 

Les  relations  (i)  donnent  en  effet  sans  difficulté 

">{>        •'-  ', 
-'O  -  -'0  •-'0 

les  fonctions  rj;,  S'^,  z'i,  'z'I  sont  donc  respectivement  proportionnelles 
à  x^x.J,x.^:|  -t'c^iî;  ^'■x-'^l'i  ^'s-^'i)  6t  l'équation  de  la  surface  2  s'obtiendra 
en  remplaçant  r^,  S^,  3î;,  Sj  par  leurs  valeurs  proportionnelles  dans 
réquation  homogène  classique  c{ui  lie  les  carres  de  quatre  fonctions 
thêta  d'un  même  groupe  de  Rosenhain. 
Cette  dernière  relation  est  la  suivante 

\       -  'ia.,a.,z.,z.^{z^^-  r,)-  2«,  a,  &;;:-(r^  +  r  J 

■".     r^  •)  r   •>  ^  •>  '^   ■> 

+  2A£r-r;r-r-  =  o. 


r 


fis 


<i.     m  MHKUT. 


]a's  t'oelTiciiMits  a,,  (/^,,  (i^,  X  (K''p(Mi(ienl  des  périodes  des  roiiclions 
h\H(M"i'lli|)li(|iu'S  considôréos;  nous  rcincirons,  poui"  Iciii"  t'\])ression, 
au  MiMuoiro  do  Kosonliaiu. 

Ou  a  d'après  cola  pour  l't'tpialiou  de  21 

^a..a^.v';.v._^.V3Çvlxl  — x\)   -  ^2à,aiX:x^.Cf(x-^xl-h  xl) 
(.")')    'i       —  2 «r ,  «^, .ri; ^* ,  x.^ (.r^ .r!;  -h  ic *  )  —  ia.^a^ x\ x.^ op^ x'I (xl  —  x'I ) 

^  -h  2  A  .f'J  .ri;  .r H  .v'^  =  < > . 

l{ouij)laçaul  — '»  — .  —  par  j;,  y,  ^,  ou  ol)liendr<ut  ré(iualiou  caiié- 
j\    j\    a\ 

sienne  de  1.  à  la((uollo  nous  donnerons  plus  loin  une  forme  simple  ('). 

liîî).  On  voit  (pie  il  esl  bien  du  luiilième  ordre;  celle  surface,  en 
coordonnées  cartésiennes,  admet  pour  centre  rorigine  x  =  o,  y  =  o, 
-  =z  o,  ainsi  qu'on  pouvait  s'en  rendre  compte  a  priori  :  en  ofl'et,  si 
Ton  change  u  et  c  en  —  w,  —  c,  les  fonctions  x,,  x.^^  x^  restent  inalté- 
rées et  x^  change  de  signe,  puisque  Sr„,  ^^  2?^,  ^3  sont  des  fonctions 
paires  et  (jue  Si^Tj^Tj  est  une  fonction  impaire. 

La  surface  S  est  liée  d'une  manière  simple  à  la  surface  de  Kummer. 
Posons  en  effet 


(G) 


X  =  ||(«,P),         Y  =  |i(«,p), 


•^  Il 


Le  point  X,  Y,  Z  décrit  une  surface  de  Kummer,  puisque  2rj;,  ^i;, 
^'i,  STj  sont  des  fonctions  thêta  d'ordre  deux  et  de  caractéristique 
nulle,  linéairement  distinctes  (n°  J2);  cette  surface  admet  pour  plans 
singuliers  les  plans  de  coordonnées  et  le  plan  de  l'infini,  qui  forment 
un  tétraèdre  de  Rosenhain. 


(')  L'équation  (5)  représente,  quelles  que  soient  les  constantes  «,,  a^,  «3,  /, 
une  surface  S,  parce  que  l'équation  (4),  où  les  2r  sont  considérées  comme  des 
coordonnées  homogènes,  représente  toujours  une  surface  de  Kummer  [voir  le 
n°  159). 
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Entre  les  coordonnées  X,  Y,  Z  d'un  point  de  la  surface  de  Kunimer 
et  les  coordonnées  x^  y,  z  d'un  point  de  2,  correspondant  aux  mêmes 
valeurs  de  u,  c,  on  trouve  aisément,  en  éliminant  les  2r,  entre  les 
relations  (2)  et  (6),  les  équations 


(7)                x  =  i-, 

Y  = 

I 

a: y 

d'où  l'on  tire 

(8)                  •^•-   .^    ' 

^       -'                                                       ./V\'7 

y  =  : 

Y 

Z-      ^ 

/vw 

.  /  wz 

Ainsi  à  un  point  de  la  surface  de  Kummer  correspondent  dcnix. 
points  de  2  symétric|ues  par  rapport  à  l'origine  et  à  un  point  de  2  cor- 
respond un  seul  point  de  la  surface  de  Kummer. 

Soient   K(X,  Y,Z)=:o  l'équation   de  cette    dernière   surface  et 

Ii(x,  y,  z)  =  o  celle  de  2;  on  a,  d'après  (4)  et  (G),' 

K(X,  Y,  Z)=.C,(X,  Y,  Z)+  2B3(X,  Y,  Z)  + A.](X,  V,  Z), 

C2,   B3,  Ao   étant  des   polynômes  homogènes  en.  X,  Y,   Z  d'ordre 
marqué  par  l'indice 

Co  =:      a''^\'-  H-  a',\-  H-  aijZ^  —  2a,«oXY  —  2«, «^XZ  —  -id^d^  YZ, 
\^,^-.a.a,X{\^-Z') 

-f-«,«3Y(X^  +  Z2)-a,a,Z(X^4-  Y=)+ aXYZ, 
A.=     «,  YZ  -  rt.ZX  -  a,  XY. 


On  en  déduit  pour  le  polynôme  2  (^,y,  ::)  la  forme  simpk 
(9) 


2(^*,7,  z)=.L--r-z-C.,{x,y,  z) 

+  9.xyz^,{x,y,  z)  4-  K{x,y,  z); 


on  a  de  plus  identiquement 


y. 


^/|()  G.     m   MliKllT. 

IGO.  (lola  |H>sc,  les  f(>rm(^s(r>)  (<))  cl  {to)  i\uo  nous  avons  donnôcs 
à  l\"'(iuation  de  la  surlaco  il  nu'Honl  on  ôvideiuo  los  propriôlôs  sui- 
vanlos. 

En  coordonnées  homogènes,  les  six  arèles  dn  tétraèdre  de  référence 
sont  des  droites  doubles  de  il.  Les  trois  arèles  (jui  parlent  dn  point 
.r,  =  ./\.  —  .r.,  =  o,  c'est-à-dire  les  trois  a\es  des  coordonnées  carié- 
siennes,  sonl  en  nicin<'  temps  des  courbes  unicuisales  sinj^nlières  :  en 
elVel,  les  courbes  nnicnrsales  singulières  deS,  abstraction  faite  de  celle 
(pi'on  oblienl  en  faisant  i/  --  o,  c  :=  o,  corres]>on(lent  aux  valeurs  de 
//,  \-  ([ui  annulent  siniultauénient  !r„  et  !r,  ir.j  !r.,.  Or  les (pialre  fonctions 
2r„,  .r,,!c'a,~;,  foiinenl  un  iirou|)e  de  ivosenbain  el  ])ai"  suite  des  deux 
svstèmes  de  valeurs  (^(lenii-périodcs)  de  w,  (^  qui  aniudent  à  la  fois  &„ 
et  r,  ;  Tini  annule  .r.  et  Tantre  annule  ^3.  Même  i-einarquc  ]K)ur  les 
svstèmes  cpii  annulent  à  la  fois  ir„  et  .'r.j,  ou  2r„  et  S".,. 

11  en  résulte,  si  Ton  se  reporte  aux  relations  (i),  <pie  les  courbes 
unicuisales  singuFières  considérées  se  réduisent  aux  trois  droites 
./•,  =  o,  ./"j  =  o  ;  .r,  =  o,  ./•;,  —  o  ;  .v.,  =  ;>,  .r.,  =  o  ;  cliacune  d'elles  étant 
obtenue  (leujc  fois. 

T^a  courbe  unicursale  singulière  (pii  correspond  aux  valeurs  11  =  o, 
»■  =  o  est  une  conique,  qiii  est  située  dans  le  plan  ./■j  =  o;  en  effet, 
r,,  r.,  r^  s'annulent  [)our  u  =  0,  v  =  o,  et  &„  ne  s'annule  pas;  si  donc 
on  donne  à  u  et  c  des  valeurs  très  petites,  .r,(//,  c)  est  inlinimeul 
petit  par  rapport  aux  trois  autres  fonctions  ic,,  x.,,  x.,. 

L'équation  de  cette  conique  s'obtient  en  faisant  x^=^  o  dans  (5)  et 
en  divisant  par  x^  xi;  ri;;  on  trouve  ainsi 

Cj  (./•,,. r  a,. r.,)  =  o. 

C'est  une  conicpie  qui  toucbe  les  trois  arêtes  du  tétraèdre  de  réfé- 
rence situées  dans  le  plan  .r^  =:  o. 

En  coordonnées  cartésiennes  (9),  on  voit  que  l'origine  est  un  ()oiut 
quadruple  de  S;  le  cône  des  tangentes  en  ce  point  est  le  cône  du  second 
ordre 

A2(j^-,v,  s)=o 

compté  deux  fois;  ce  cône  passe  par  les  trois  axes  de  coordonnées.  Il 
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est  à  observer  que  l'origine  (ou  le  point  ;r,  =072  =  ^.'3  =  o)  est  un  point 
multiple  àQ  prcînière  catégorie  (n°  128);  si  en  effet,  dans  les  rela- 
tions (i),  on  donne  à  w,  v  des  valeurs  annulant  2ro(w,  p),  on  trouve 

161.  La  surface  d'ordre  quatre  adjointe  à  Z  se  trouve  aisément; 
on  pourrait  la  chercher  directement  par  Tétude  des  lignes  doubles, 
mais  la  marche  suivante  est  plus  simple. 

La  surface  de  Kummer,  K(X,  Y,  Z)  =  o,  admet,  comme  nous  le  sa- 
vons, une  intégrale  double  de  fonction  rationnelle  ne  devenant  jamais 
infinie;  la  fonction  K  étant  d'ordre  quatre,  cette  intégrale  a  pour  ex- 
pression 


// 


dXdY 


Sous  le  signe   /  /  remplaçons  X,  Y,  Z   par  leurs  valeurs  (7)  en 

fonction  rationnelle  de  x^y,  z,  c'est-à-dire  par  — ;>  —,  — ;  l'intégrale 

yz    xz    xy 

nouvelle  restera  finie  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  x^y^  z  qui 

correspondent  à  un  point  de  la  surface  S,  et  par  suite  elle  sera  de  la 

forme 

r  rD{x,r,z)dxdy 

D  étant  le  polynôme  d'ordre  cjuatre  adjoint  à  2. 
Or  les  relations 

X=^,        Y==-^ 

J~.  zx 

donnent 

^  et  ^  étant  les  dérivées  partielles  de  z  par  rapport  à  j:-  et  à  y,  dé 

duites  de  la  relation 

'       I>(x,y,z)  =  o. 


La  relation  identique  (10), 
K(X,Y,Z 

Journ.  de  Math.  (4'  série),  tome  IX.  —  Fasc.  IV,  iSgS.  ^^ 


K-(X,Y,Z)=^.2(x,y,.) 


'|'|2  (..     lll'MnKUT. 

(l(»iiH(\  (Ml  i'li;u|ii»'  |>(Uiil  (le  la  surlacc  1!   —  o, 

().r     àv     à'-     • ,       ,    \  I  ■    •     •  ,  •    Il  ,     '    V       I 

-T7Î-»  -r-/>  ^j^#  clant  1rs  (Iciivccs  paiiicUi^s,  par  lapixnM   a  A,  de  ./■,  w  z 

i)A    ôL    aL  '  '111 

consuK'Mvs  coiunic   loiulioiis  dos  Irois  \ariahlos   X,  ^  ,  Z.  (  )r  ou  lire 

de  (8) 

_      'Il  —        >^  _      ^'  _       Y  ->  ^  —  —  i  - 

^  ^^^  ~  Zv/XYZ'  ^  ^  ~  Zy/XVz'  "  <7/  ~  7^^ 

ol.  en  icniplaraiit  \,  Y,  Z  par  leurs  valeurs  en  .f^",  ^,  ^,  il  vi(Mit 
D'ailleins  on  a 

dz  ()Z 


.1 


V  1' v  _,     -  v   v 


-.  -  y -.  +  --=  =  -=  (.-'••  57.  +  r  4?  +  --; • 

ot,  par  suite,  daprès  (  i  i  )  et  (i  2), 


fr^=-\lï-W"^''y 


Colle  formule  nionlre  (pie  la  surface  adjoinle  L)  =  o  a  pour  (Mpia- 
liou  .ryz  =  o,  c'cst-à-dirc,  en  revenant  aux  coordonnées  homogènes, 
./•,x-a.i-3,r^  =  o,  puisque  celle  surface  esl  d'ordre  quatre. 

La  surface  adjoinle  du  (pialrième  degré  se  décompose;  donc  en 
(pialre  plans,  qui  sont  les  faces  du  tétraèdre  de  référence  :  il  en  résulte 
(pie  la  surface  2  n'a  pas  d'autres  lignes'multiples  que  les  arêtes  de  ce 
tétraèdre,  qui  sont  des  lignes  doubles;  on  le  voit  de  suite  en  faisant 
successivement  x,  =  o,  .v.,  =  o,  x'.,  =  o,  x,,  =  o,  dans  l'équation  (5). 

11  y  a  lieu  d'observer  toutefois  que  les  six  arêtes  ne  jouent  pas  le 
même  rcjlc  géométrique.  Si  l'on  considère  en  eflel  la  section  de  la 
surface  S  par  un  plan  quelconque  P,  cette  section  a  six  points  doubles 
en  chacun  des  six  points  où  P  coupe  les  arêtes;  mais  on  démontrerait 
sans  difficulté  que  chacun  des  trois  points  doubles  situés  dans  le  plan 
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X,  --^  o  diminue  le  genre  de  la  section  de  trois  unités,  tandis  (|iic  les 
trois  autres  points  doubles,  situés  sur  les  arêtes  qui  partent  du  point 
x^  :=  Xo  =x.i  =  o,  sont  des  points  de  rebroussemcnt  ordinaires.  Les 
trois  premiers  points  doubles  sont  donc  d'une  nature  toute  particu- 
lière; les  deux  branches  de  la  courbe  passant  par  chacun  d'eux  y  ont 
un  contact  d'ordre  élevé. 

La  section  plane  de  S  est  ainsi  de  genre 

i. 7. 6-3.3-3  =  9, 

comme  on  le  savait  a  priori,  car  les  quatre  courbes  Xj(u,  f  )=  o,  con- 
sidérées dans  le  champ  hyperelliptique,  ont  six  points  simples  el  im 
point  double  («  =  p  =  o)  communs;  dès  lors  la  formule 

donne  ici 

/?  =  3-  +  I  —  I  =  9. 

162.  L'étude  des  courbes  algébriques  tracées  sur  la  surface  Z  nous 
entraînerait  trop  loin  ;  nous  nous  bornerons  à  parler  de  celles  qui  sont 
du  plus  petit  degré. 

En  dehors  des  courbes  multiples  et  des  courbes  unicursalcs  singu- 
lières, toute  courbe  tracée  sur  une  surface  représentable  point  par 
point  sur  le  champ  hyperelliptique  est  au  moins  de  genre  deux,  puis- 
qu'elle admet  les  deux  intégrales  de  première  espèce   /  di/  et  /  dv  : 

les  courbes  de  moindre  degré  seront  donc  au  moins  du  quatrième 
ordre.  Si  elles  sont  du  quatrième  ordre,  elles  seront  planes,  car  les 
courbes  gauches  de  degré  quatre  sont  de  genre  zéro  ou  un. 

Sur  la  surface  Sexiste  cfTectivement  une  série  simplement  infinie 
de  courbes  planes  d'ordre  quatre  et  de  genre  deux.  Soit  en  eflet 
£r(M,  p)  la  fonction  normale  impaire  d'ordre  un  et  de  caractéristique 

;  désignons  par  X  et  [x  deux  paramètres  liés  par  la  relation 


I   o 
I   I 


27(X,   (i.)  =  0 


k 


jVl  '■•    m  M  ni: HT. 


c\  coiisidri'ons  siii"  1  les  coiirhcs  rcprôscMUécs   j)iir  r(''([iiali()ii  i^riirrali' 

(i3)  £:(//  -f-  X,  i-+  a)  =  o. 

Xoiis  allons  luonti'iM"  (juo  ces  conrhes,  (M1  nombre  siinpIcnuMil  iii- 
liiii.  soiil  (Tordis  «juatro. 

l'ji  clTiM,  dans  lo  clianij)  h\  |)(M'ollipli(|nc',  la  ronilx' 

."r^//  -h  X,  i'  H-  (i.)  =  o 

a  nn  point  simple  en  //  =  o,  »'  =  o,  |)nis(pn' 

la  conrhe 

p,.r,( //,»•)-!-  p,.r2(^/,  i-)4-  p.,.r.,(/M')+  p,./;»(w,  p)  =  o 

a  nn  point  donlde  an  même  point.  Done  des  .v/.r  points  eommnns  à 
ecs  (len\  eonrbes,  (Icu.r  eoïncidcnt  avec  le  point  //  =  o,  r  =  o. 

Va\  revenant  à  la  snrface  2,  on  voit  que  toute  courbe  (i'})  tracée 
sni"  celle  snrface  est  rencontrée  par  nn  ])]aii  quelconque  en  (>  —  2  --  f\ 
points  ;  elle  est  j)ar  suite  du  quali'icinr  degré. 

N  oiei  quebjues  propriétés  des  courbes  (i3). 

La  fonction 

z{u  -h  A,  \-  H-  Ji.)  ^(//  —  A,  c  —  tJ.) 

est  évidemment  une  fonction  thêta  d'ordre  deux  et  de  caraetérislicpie 
nulle;  elle  s'exprime  donc  en  fonction  linéaire  et  bomogène  de  quatre 
fonctions  distinctes  de  même  nature,  par  excm])lc  de  ^l^  j^,  Si!^,  &!;. 
(^.ommc  d'ailleurs  elle  s'annule  pour  u=^o^  ç^=o^  ainsi  que  2r^,  Sri], 
~i;  et  que  r^;  ne  s'annule  pas,  on  pourra  l'exprimer  à  l'aide  de  Sr^,!ri;,  Si; 
seulement,  et  l'on  a  ainsi 

(r  '1  )      r(?/  -h  A,  r  -h  iLj'b^a  —  A,  r  —  a)  =  A,.rJ  H-  A.  ri;  -h  A.,r:|. 

Observons  ici  que,  si  l'on  considère  la  surface  de  Kummer  déjà  in- 
troduite et  définie  par  les  relations  (6),  le  plan 

*A,X  -f- A.  Y  H- A;,Z  =  o, 
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en  vertu  de  rc({ualion  précédente,  est  un  plan  tangent  de  cette  surface 
(n"  o9)  dont  le  point  de  contact  est  défini  par  les  deux  équations 

^(u  -+-  X,  V  -h  ui.)==  o,  ?z(ii  —  X,  V  —  a)  =:  o; 

c'est  donc  le  point  u  =  o,  ç  =  o,  c'est-à-dire  le  point  X  =  o,  Y  =  o, 
Z  =  o,  qui  est  un  point  singulier  de  la  surface.  En  d'autres  ternies,  le 
plan  X,X  H-  Xo  Y  -h  X^Z  =  o  touche  le  cône  C2(X,  Y,  Z)  =  o  formé 
par  les  tangentes  en  ce  point  singulier  (n°  li59). 

Si  nous  revenons  à  H,  nous  voyons  que  l'équation  (14)5  fiprès  mul- 
tiplication des  deux  membres  par  '^n(u,  v),  peut  s'écrire 

Eto  (f/,  \')z(ii  +  X,  r  -h  lk)'z(ii  —  X,  (■  —  u.) 
=  ''k^X^(u,  ^)-^  L^Xiitt,  r)  -h  X.,.X-3(w,  V), 

Le  plan  X, x,  -f-  'k.,X2-i-  X3X3  =  o  coupe  donc  la  surface  Z  suivant 
les  deux  courbes  du  quatrième  ordre 

(16)  S:[u  -+-  X,  r  -(--  u.)  =  o,  x:(u  —  X,  i'  —  jj.  )  =  o. 

Le  facteur  ^o(u,  v)  ne  donne  que  l'origine  des  coordonnées  (n°  128  ). 
Les  deux  courbes  (iG)  sont  symétriques  l'une  de  l'autre  par  rapport  à 
l'origine,  car  on  passe  de  Tune  à  l'autre  en  changeant  u  et  r  eu  —  u, 
—  V  (n"  159).  Le  plan  X,  j;  +  X^j^ -h  Xj^  =  o  enveloppe  le  cône 
Co  (r,  y,  :)  =  o  d'après  ce  qui  précède. 

En  d'autres  termes  : 

Les  plans  menés  par  le  centre  de  I^,  tangenliellcnienl  au  cône  qui 
a  pour  sommet  ce  point  et  pour  hase  la  conique  située  sur  la  sur- 
face coupent  li  suivant  deux  courbes  du  quatrième  ordre. 

Ces  deux  courbes  ont  le  centre  (qui  est  un  point  quadruple  de  2) 
pour  point  double;  on  démontre  sans  difficulté  qu'elles  ont  toutes 
deux  pour  asymptotes  les  trois  droites  suivant  lesquelles  leur  plan 
coupe  les  trois  plans  des  coordonnées  cartésiennes,  et  qu'elles  sont 
osculatrices  entre  elles  aux  points  à  l'infini  sur  ces  asymptotes,  etc. 

Pour  six  positions  du  plan  sécant,  correspondant  aux  six  plans  sin- 
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miliors  (1(>  la  surface  do  kuniinor  passant  |)ar  le  poinl  w  =  o,  i' =  o, 
les  deux  courbes  du  quatriènic  ordre  coïncident  (')  :  trois  des  |)lans 
sécants  ainsi  délinis  sont  les  plans  de  cooi'données  ./;  =;  o,  y  =  t), 
z  =  o,  et  les  (juarlicjues  se  décomposent  en  droites;  les  trois  autres 
plans  touchent  2  le  lonj;  d'une  quarti(jue  de  g^enro  deux  proprenient 
dite. 

11  serait  aisé  de  déduire  de  ces  propositions  un  mode  de  généra- 
lion  de  la  surface  2  par  des  (piarti(jues  planes;  sans  insister  sur  ce 
point,  nous  nous  bornerons  à  faire  observer  que  toutes  les  quarti- 
(pies  (i3)  sont  des  courbes  y  <'l  <>'»l  pjn'  suite  les  mêmes  modules. 
(iéométri(piement  on  peut  donner  de  celte  dernière  pro])riélé  une  dé- 
monstration idenli(|uc  à  celle  du  n"  60,  basée  sur  la  li.vilé  des  rap- 
ports anharmoniquesdessix  droites  suivant  lcs(|uelles  un  plan  mobile, 
lanj^eul  à  un  cône  du  second  ordre  (C,  =  o),  est  coupé  par  six  |)lans 
lixes  tannenls  au  même  cône. 

l^nfm  il  y  a  lieu  de  remanpier  (jue  les  j)ropriétés  j^énéralcs  des 
courbes  y  passant  par  un  point  fixe  s'applicjuent  à  nos  quartiques. 

iG5.  On  obtient  une  seconde  surface  du  huitième  ordre,  analogue 
à  la  précédente,  mais  un  peu  plus  générale,  de  la  manière  suivante  : 

Désignons  par  &,(m,  e);  &.(«,  c);  &3(m,  t^);  ^,{u,v);  ^^{u,v); 
.r,.,(w,c)  les  six  fonctions  thêta  normales  d'ordre  un  cpii  s'annulent 
pour  M  =  o,  (^  =  o;  ce  seront  les  six  fondions  impaires,  ayant  pour 
symboles  respectifs 

12',     i3',      il',     iV,     2i',     3r. 

Soit  toujours  '^o(f^i  ^')  ^^  fonction  d'ordre  un  et  de  caractéristique 
nulle,  de  symbole  44-  Considérons  la  surface  S  définie  par  les  ccjua- 
tions 

/    X ,   =  .>>  y  ~  , ,  X.)  =  •^()  "^  2  '  '^s  —  "^  0  "^ ri  ? 

OÙ  p  est  une  constante  quelconque  (pour  p  =  o  on  a  la  surface  2).  Les 
(  '  )   L'équation  de  ces  si\  pians  est  évidemment  B!;  —  C^A-'i  rr  o. 


.,,.    c   c,   c    _,    ^  c.   q.   c^ 
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quatre  fonctions  x,,  x.,,  x\,  x,,  sont  d'ordre  trois  et  de  (caractéristique 
nulle,  comme  on  le  voit  aisément;  les  trois  premières  sont  paires  et  lu 
dernière  est  impaire. 

Ces  fonctions  s'annulent  simultanément  : 

1°  Pour  les  six  solutions  communes  aux  équations 

'2"^  Pour  le  système  ii  =:  o,  t'  =  o;  de  plus,  le  point  m  =  o,  p  =  o 
est  un  point  double,  au  moins,  pour  chacune  des  courbes  du  chanq) 
hyperelliptique  Xy(i/,  p)  =  o  ;  (/  =  i ,  2,  3,  4). 

Il  en  résulte  que  le  degré  de  S  est  égal  à 

o.3--G-4  =  8. 

Cette  surface,  en  coordonnées  cartésiennes,  a  pour  centre  le  point 
X  z=  o^  y  =  o,  z  =  o,  qui  est  un  point  quadruple  (de  première  caté- 
gorie). Examinons  maintenant  en  quelques  mots  rapides  les  courbes 
remarquables  tracées  sur  S,  et  d'abord  les  courbes  unicursales  singu- 
lières. 

Les  six  solutions  communes  aux  deux  équations 

r^     .  C    C    C       I         C-    c    c 

.3^,j      ■ O  et  .^1    ^o   ^3    — T"     p   .0   ^   ^ -^   .V(; 

sont  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires;  soient  «0,  c,,  et  —  «„, 
—  c'o  deux  d'entre  elles.  Donnons  à  w,  p  dans  les  fonctions  Xj(^ii,  r)lcs 
valeurs  ii^  -+-  £,  v^  -+-  /],  z  et  y]  étant  très  petits,  il  vient 

.z-,  =  a,  (As  +  Br, )-+-.. ., 
x.y=  a.,(AE-h^'ri)-h. .., 
X3  =  a,(A£-^  B-/])  +  ..., 
X.,  =  A  j  £      H-  B  i  -r]  -h . . . , 

les  a,  A,  B  étant  des  constantes  et  les  termes  négligés  étant  du  second 
ordre  au  moins  en  £  et  yj. 

(^uand  £  et  y]  varient,  le  point  ainsi  défmi  décrit  la  droite 

j^i  ^2  ^3 

«j  «2  ^3 


i/jiS  (..     lirMBERT. 

L;i  droite  analoi^uo  (|ul  correspond  aux  valeurs  —  //„,  —  j'o  des  pa- 
ramèlres  eoiueide  avec  la  préeédenle,  ear  dans  le  calcul  ci-dessus  «,, 
a.^,  «:,  sont  les  valeurs  (|ue  preiiiienl  les  fondions  paires  !r^,  Si;,  Sri;  pour 
//  =  //„,  e  =  »o- 

l',u  d'autres  tenues,  le^  six  droites  (unicursales  singulières)  se  rédui- 
ront à  trois,  passaul  parle  centre  de  la  surface  et  dont  cliacune  sera 
une  lii;ue  double  de  S.  Xous  avons  déjà  renconlré  le  même  fait  |)our 
la  surface  Z. 

Au  système  // =  o,  i- =  o  correspond  sur  S  une  courbe  uuieursale 
singulière  (|ui  est  une  conicpu',  située  dans  le  j)lau  X;,  =  o  ( n"  1(>0); 
rétpialion  de  celle  coui(]ue,  ou  plulôl  celle  du  cône  qui  la  contient  et 
qu,i  a  pour  sommet  le  centre  de  S,  est  C^^Xf,  x.^,  x^)  =  o,  comme 
dans  le  cas  de  la  suilace  X,  car  Técjuation  cherclu'e  ne  déjxMid  (pie  des 
valeurs  (pie  |)iennent  les  fonctions  x,,  x^,  x.^  pour  w  =  £,  c  =  y],  et  ces 
fonctions  sont  les  mèuies  pour  les  surfaces  Set  2. 

(  )n  voit  éj;alement,  comme  plus  haut,  que  les  plans  tangents  au 
e(Mie  (^,  =o  coupent  S  suivant  deux  courbes  y,  du  (juatrième  ordre, 
s\  nu''tri(pies  par  rapport  au  centre,  et  dont  les  é(piations  sont  de  la 
forme 

z(i{  -h  A,  i-  4-  ij.)  —  o,  x:(u  —  X,  ('--  [J.)=  o, 

A  et  u.  étant  deux  paramètres  liés  par  la  relation  &(X,  fx)  =  o. 

Toutes  ces  courbes  ont  pourpoint  double  le  centre  de  S. 

(Jn  démontre  ensuite  sans  difficulté  que,  })armi  les  plans  tangents 
au  c(')ne  (]^  =  o,  il  en  est  six  qui  touchent  la  surface  S  suivant  une 
courbe  du  quatrième  ordre  (*).  Les  trois  faces  du  trièdre  formé  par 
les  droites  doubles  trouvées  y)lus  haut,  touchent  également  le  cône,  et 
coupent  chacune  S  suivant  une  conique,  qui  est  une  ligne  double  de 
cette  surface. 

Knfin  le  plan  x^  =  o  coupe  S  suivant  la  conique  qui  correspond  au 
système  de  valeurs  w  =  o,  c  =  o,  et  suivant  une  courbe  du  troisième 
ordre  (pii  est  également  une  ligne  double  de  la  surface. 

J^]n  résumé,  la  surface  S  a  pour  lignes  doubles  trois  droites,  trois 


(')  Parmi  ces  plans  figurent  les  plans  de  coordonnées  ^1^=0,  5:2=0,  X3-:iro. 
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coni(|iie.s  et  iiiio  ciil)i(jiie;  le  ^uiire  des  sections  planes  est  ainsi  ('-^al  à 
^.7.6  —  12  =:::  (),  comme  on  le  savait  a  priori. 

La  snrface  adjointe  du  (|iiatrième  ordre  se  décompose  en  ([natre 
plans,  (pii  sont  les  faces  du  trièdre  formé  par  les  droites  doubles  et  le 
plan  r,  --  o. 

I(ï4.  Mous  nous  bornerons  enfin  à  signaler  une  troisième  surface 
liypereiiiptique  d'ordre  hait,  (pi'on  déduit  de  2  eu  remplaçant  .r, 

I      [    I      ,, 

y,  z  par  —■,  -■>  -;  elle  a  pour  e(jualion 


C,  +  i>.r/jB.,  +  X\x'^y'-z^  =--  o, 
étant  posé 

C,  =  a\  y'^z'^  H-  a'ix-  z-  -+-  à\,c'^y-  —  2û7/j(a,  a.,z  -{-  H^  a.^y  -f-  aoa.^x)^ 
B.,  =:r  —  a.>  a.,  X (  z'^  —  y^  ) 

-h  «,  a.^y{x-  -\-  z-  )  —  a^  a.,z(x^  ~^ y'^^~^  ^^y^i 
A,  =^  «, ./;  —  «2 X  "~  ^:i  ^' 


QUATRIEME   PARTIE. 

SURFACKS  REPRÉSENTABLES  POINT  PAR  POINT  SUR  LA  SURFACE  DE  KUMMER. 


Généralités. 

I60.  Nous  avons  admis  jusqu'ici,  dans  l'étude  des  surfaces  hyper- 
elliptiques  générales,  qu'à  un  point  de  la  surface  ne  correspond,  aux 
multiples  près  des  périodes,  (ju'un  seul  couple  d'arguments  w,  w 

Supposons  maintenant  qu'à  un  point  d'une  surface  C  dont  les  coor- 
données cartésiennes  x,  y,  z  s'expriment  en  fonctioii  quadruplement 
périodique  uniforme  de  deux  paramètres  m,  w',  correspondent  deux 
couples  d'arguments  u^  r  et  u\  v' .  Nous  allons  démontrer  que  la  sur- 

Journ.  de   Math,  (/i*  série),  tome  L\    —  Fasc.  IV',  iSg'i.  ^7 
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lace  (î  csl   n'|)n''siMilal)l('  point   |>ar  poml  sur  une  siii  l'ace  de  Kiiiiiiiici'. 

V.u  cllVl,   considérons,  en    cliatjnc  poinl  .r,  j',  r   de   ^,   la  sonniic 

f/i/  -t-  (/(/    ;  clic  p«Mit  se  inctlre  sous  la   forme  M  ^/.i- -f-  ÎN  dy,  M   cl  l\ 

ctani   lalionnels  en  .i\  \\   z.   car  ,/    cl  \    élaiil   les  variahles  indépen- 

1      .  I  II         i-        .  '^"        '^"'     .  '^"        '^"       .  i- 

danles.  chacune  des  dciiv  lonclions  ,     -+-    ,     et    7-  H ,     esl  une  lonc- 

o.f         a.v        (fy         oy 

lion  ralionnellc  de  /•,  r,  ;  en  clwupie  point  do  'ÎZL,  pniscpi'ellc  n'a  (juiine 

seule  \aleui'  en  ce  point. 

Si   mainlenani,   dans   M  r/.r -h  M  ^/y,  on  rein[)lace  ./,  j',  r  |)ar  leurs 

valeinseu  fonction  (piadiuplenient  péiModi(pie  de  i/,  c,  il  vient 

t/tt  -+-  du'  —  A(//,  i-  )  ,'///  -h  iî(//,  r)  (l\\ 

A  cl  H  étant  des  fonctions  «piadrnplenicnl  j)ériodi(pies  ujiifornies. 
De  nièine  on  aurait 

<U'  -r  ^A'  -  :  A  ,  (//,  c)  du  -h  H,  (w,  i')  dv. 

Les  (l«Mi\   intéj^rales   /  {du  -\- <lu  )  et    /  (^c/r -h  c/c' )  reslenl  ('videni- 
nieut   finies  sui-  la  suif'ace  ^;  or  rinté^rale   /  A(u,v)du  -{-  \\{Uji)dv 

ni'  peut  demeurer  finie  (]ue  si  les  fonctions  quadruplemenl  péi'iodiques 
A  cl  lî  se  réduisent  à  des  consLantes,  el  de  même  les  fondions  A, 
et  li,. 

(  )u  a  ainsi 

I   du  -h  du'  —  a   du  -f-  [ÏJ   ^/r, 

(   ^/c  -h  c^i  '   --  a,  r/w  4-  ^,  d\.i 


U) 


a,  [3,  a,,  ^,  étant  des  constantes. 

Permutant  //  et  w',  r  etp'  dans  ces  relations,  on  trouve  les  nouvelles 
équations 

;  a  (du  —  du')  -(-  ^  {dv  —  r/c')  =  o, 
(   a,  (f/w  —  </«'  )  +  ^^i{dv  --  dv'  )  ~  o. 


(2) 


Deux  cas  sont  à  distinguer 
I.   Si  l'on  a 


du'  —  du         et         di'  —  c^p, 


/. 
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les  deux  relations  (2)  sont  satisfaites.  Mais  on  en  conclut  m'  r=;  w  -i- y, 
p'  =  t'-h  Y,  ;  y  et  y,  étant  des  constantes,  et  par  suite  les  coordonnées 
X,  y,  z,  considérées  comme  des  fonctions  quadruplenient  périodiques 
de  M,  t',  admettent  le  couple  de  périodes  y,  y,.  Le  système  d'argu- 
ments m',  v'  n'est  donc  pas  distinct  (aux:  périodes  près)  du  sys- 
tème u,  p. 

II.   Si  l'on  n'a  pas  simultanément 

du  =  du'         et         dv  ^^  dv', 

les  relations  (2)  montrent  que  le  déterminant  ap,  —  ^a,  est  nul. 
Distinguons  encore  deux  cas. 
i"  Si  a,  [3,  a,,  [3,  sont  tous  nuls,  il  reste  dans  (i) 

du  -{-  du'  —  o,  di^  -h  dv'  ==  o  ; 

d'où  l'on  tire 

u  -h  u'  —  y,  c  H-  t^'  —  y , . 

Posons  maintenant 

"=U-4-ly,  i^=V+^y., 

u'  =IJ'-}-  ^y,  ç'  —  V'  -+-  iy,  ; 

il  vient 

U+U'-o,         V  +  Y'  =  o. 

On  voit  ainsi  que  les  coordonnées  x,  y,  z,  considérées  comme  fonc- 
tions quadruplement  périodiques  de  U  et  V  ne  changent  pas  cpiand 
on  remplace  U  et  V  simultanément  par  —  U  et  —  V;  ce  sont  donc  des 
fonctions  paires  de  U,  V. 

2"  Supposons  que  l'une  au  moins  des  quantitésa,  ^,  a,,  [3,  ;  a,,  par 
exemple,  ne  soit  pas  nulle. 

On  déduit  des  équations  (i),  en  tenant  compte  de  la  condition 
a[3,  —  [3a,  =  o, 

(a,  du  —  adv)-\-  (a,  du'  —  ocdç')  —  o; 
d'où 

(3)  (a,  M  —  ap)  +  (a,  w' —  ac')  =  y. 


^l^-?.  c. .    m  MitKUT. 

La  second»*  iflalioii  {■2)  (lomic  (raillciirs 

I*i(ii()iis  iiiaiiilciiaiil  |)()iir  \aiial)l('s.  à  la  j)lac(''(lt'  //  cl  r,  les  ar"i;ii- 
nieiils  l    el  \   ainsi  di-linis 

l.  -"  a,  //  —  ar  -    .'y. 
\'  =  a,  //  -t-  3,»-. 

Les  l'eia  lions  (^^H  el  (  'j  )  mon  M'en  I  (|iie,  à  nn  point  de  (L,  coi  respon- 
dronl  les  denv  sNsiènies  d'arunnicnls 

U,  \    .1        l  ,  V+Y.- 

Lu  ce  cas,  les  l'onclions  «jnadi  ii|»leinenl  |)(''ciodi<|nes  consi<léiéi's  se 
ramènent  an\  fonctions  ellipticjnes. 

Soit  en  elVet  l''(  I  ,  \  )  lime  (jnelcon(|nc  des  coordonnées  .r,  y,  z 
d  nn  point  de  (L  ;  on  a,  d'après  ce  (pii  pri'cèfle,  ponr  tontes  les  valenis 
de  l  .  \  , 

(5)  F(U,V)=.lM,-lI,  V^Y.)- 

On  en  concint,  en  changeant  encore  nne  fois  L',  V  en  —  l  ,  ^  -h  Ym 

F(r,V)-i«7r.  v^2Y,). 

2Yi  est  donc  nne  période  par  rapputl  à  V  senlement. 

Soient  maintenant  w  et  w'  un  couple  quclconcjue  (Je  périodes  simul- 
tanées de  LI,  V  :  changeons  dans  (5)  II  et  V  en  L)  -h  w,  V  -h  w';  il 
vient  successivement,  par  des  transformations  évidentes, 

F(U,  Y)=  F(U  -h  w,  V  -hbi')  ^  F{-  l.i  -  w,  V  -f-  0)'-+-  Y.) 

:=F(-U,    V   +   2C0'+Y.) 

—  F(U,  V  -h  2  0J'-^  2Y,  ) 
=  F(l',  V  -+-  20j'). 

Celte  dernière  relation  montre  que  2oj'  est  une  période  par  ra[)port 
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à  V  seul;  et,  par  suite,  puisque  f  20j,  2oj')  est  un  couple  de  p«*riodes 
simultanées,  que  2  0j  est  une  période  par  rapport  à  U  seul. 

11  en  résulte  évidemment  que  FfU,  V  )est  une  fonction  doublement 
périodique  de  T    et  doublement  périodique  de  V. 

1()H.  Résumant  toute  celte  analyse,  on  voit  que,  si  Ton  reste  dans 
le  cbamp  hyperelliptique  proprement  dit,  toute  surf  arc  (t,  telle  qu'à 
un  de  ses  points  correspondent  deux  points  du  champ,  peut,  après 
un  changement  de  variables,  être  représentée  par  des  équations  df* 
la  forme 

X  =:  F,  (' w.  i"  ^.         y=^Y.Au.^\.         z  =^Y  J  II .  i  \. 

où  F,,  F,,  F.,  sont  des  fonctions  quadruplement  périodiques  paires 
de  w,  P',  cVsl-à-dire  ne  chanj^eant  pas  quand  on  remplace  w.  i*  par 
—  w,  —  V. 

?2n  d'autres  termes  : 

La  surface  ^  est  représentahle  point  par  point  sur  la  surface  dr 
K  uni  mer. 

167.  Les  coordonnées  homogènes  ar,,  Xj,  x^,  x^  d'un  point  de  la 
surface  ^  peuvent  être  mises  sous  une  forme  remarquable. 

Si  Ion  se  reporte  en  effet  au  théorème  de  M.  Appell,  rappelé  au 
n"  1,  on  voit  qu'on  peut  écrire  (en  négligeant  le  facteur  de  propor- 
tionnalité) 

X,  =  0,(w,  r;,  x.,=  h.,{u,i). 

x,  =  O3  (u,v).  j:,  =  h .  (  u,  V)  ; 

0,  (  w,  V),  . . .,  0^  (w,  V)  étant  des  fonctions  thêta  de  même  ordre  et  de 
mêmes  multiplicateurs. 

Pour  que  la  fonction  —  soit  paire,  il  faut  qu'on  ait 


G.     HUMnERT. 


(l'on  Vow  (lôduil  aisciiu'iil  (iiic  le  (luolifiil    '  ,-7—'-,-      (l<»il  <Mro  ciilicr, 
et  pai'  suite  (  11"   10»    il   laul    (juc  0,(//,i'j  soil    une  roiiclion  paire  ou 

iuijKiire,  ou  ((u"(>lle  le  (le\ienue  cpiaud  ou  la   multiplie  [r,\v  e    ^       *    , 
p'  et  (/'  étant  des  nombres  (Mi tiers. 

Désip^nous  pai'  (■),  (  u,  e  )  la  l'ouetiou  paire  (M1  impaii'e 


le  laisouuemeul   l'ail  au    u"  M  u'oulie  ipie  (-),(//,  i')  est  une  foiiclion 

nonn<ih\  de  earacUM'islicpie  (pieleon(jue. 

0,    0,    0.    ,  I        ,-         •  Il  .   •     I- 

Les  (Uiolienls  -  , -->       elaul  des   touehous  (piadrupuMnenl  periodi- 
0,    0,    0, 

»]ues  paires,  les  trois  foiuiions 
-t     'L 

ipii  sont  des  fonctions  thêta,  seront  des  fonctions  normales,  de  même 
ordre  et  de  même  caractéristique  que  0,(m,  e),  et  seront  paires  ou 
impaires  avec  0,. 

V.n  d'antres  termes  : 

Les  coordonnées  homogènes  d'un  point  de  'QL  sont  propor/io/i- 
nc/lcs  à  qualic  fonctions  thêta  normales,  de  même  ordre  <'l  de 
même  caractéristique ,  simultanément  paires  ou  impaires. 

On  peut  dire  aussi  que  toute  surface  (L  correspond  point  par  point 
à  une  surface  de  Kummer  K,  ])ar  les  relations 

Xj  ^  Sy(X, ,  X2,  X,,  X, )  (y  =  r ,  2,  3,  4), 

en  désignant  par  Xj  les  coordonnées  d'un  point  de  C  et  par  Xy  celles 
du  point  correspondant  de  K. 

Les  fonctions  Sy,  égalées  à  zéro,  représentent  des  surfaces  liées  d'une 
manière  remarquable  à  la  surface  de  Kummer;   d'après  la  théorie 


THÉORIE    GÉNÉRALE     DES     SURFACES    IIVl'ERELL  ll'TIQU  E  S .  4^*'^ 

générale  des  courbes  tracées  sur  cette  surface,  cinq  cas  sont  à  distin- 
guer : 

i"  Les  coordonnées  x-j(u,ç)  sont  d'ordre  impair,  'ip -h  i,  et  s'an- 
nulent pour  six  demi-périodes  :  les  surfaces  Sy  =  o  sont  d'ordre  p-h  i 
et  passent  par  une  même  conique  de  K. 

2"  Les  coordonnées  Xj(u,  p)  sont  d'ordre  impair,  2p  h-  i,  et  s'an- 
nulent pour  dix  demi-périodes  :  les  surfaces  Sy  =^  o  sont  d'ordre  p  -H  2, 
et  passent  par  trois  mêmes  conicpies  de  Iv,  ayant  en  commun  un  point 
double  de  K. 

3"  Les  coordonnées  Xj(u,  p)  sont  paires,  d'ordre  pair,  2p,  et  de 
caractéristique  nulle  :  les  surfaces  Sy  sont  d'ordre  p  et  n'ont  en  com- 
mun aucune  courbe  située  sur  K. 

4"  Les  coordonnées  Xj(u,v)  sont  impaires,  d'ordre  pair  2p,  et  de 
caractéristicjue  nulle  :  les  surfaces  Sy  sont  d'ordre  p  -f-  2  et  passent  par 
quatre  mêmes  conicjues  de  K,  formant  un  groupe  de  Rosenhain. 

5"  Les  coordonnées  Xj(u,  v)  sont  d'ordre  pair,  2p,  et  de  caracté- 
ristique non  nulle;  les  surfaces  Sy  =  o  sont  d'ordre  p  H-  i  et  passent 
par  deux  mêmes  coniques  de  K. 

168.  Ces  principes  étant  établis,  il  est  aisé,  en  répétant  les  raison- 
nements faits  au  Chapitre  lil  de  la  troisième  Partie,  d'établir  la 
théorie  générale  des  surfaces  ^. 

Nous  nous  bornerons  à  énoncer  les  résultats  principaux. 

Toute  surface  ^,  d'ordre  n,  admet  une  sur/ace  adjointe  d'ordre 
n  —  4  (n"  102);  cette  surface  a  pour  ligne  multiple  d'ordre  /—  r 
toute  ligne  multiple  d'ordre  /  et  pour  point  multiple  d'ordre  /  —  2  (au 
moins)  tout  point  multiple  d'ordre  /  de  %.  Elle  coupe  C,  en  dehors 
des  lignes  multiples,  suivant  les  courbes  unicursales  singulières 
de  ^,  celles  qui  correspondent  à  des  demi-périodes  pouvant  tou- 
tefois être  exceptées  (n°  107). 

La  théorie  des  courbes  tracées  sur  la  surface  de  Kummer,  exposée 
au  Chapitre  IX  de  la  deuxième  Partie,  s'applique  évidemment  sans 
modification  aux  surfaces  €^,  du  moins  pour  les  propriétés  qui  restent 
invariables  dans  les  transformations  birationnelles. 

Le  nombre  des  surfaces  d'ordre  n  —  3,  linéairement  distinctes, 


'[5()  r. .     IllMItKUT. 

n(1  jointes  à  (t.  <'sl  t'i:(//  à  />  ^-  i  .  />  >'/<f/i/  /c  ^em-c  des  .scc/io/hs  p/a/ir.\ 

/^c  iiomhir  des  sur/arcs  (/'(>/'(//<'  //  -h  (/  '\,  lincaiimiciti  dis- 
tinctes, adjointi's  à  *L,  est  êixol  à 

\(]{(l       i}n  -i-  (/{/>       i)  -h:>.  -h  l  {(/    -  I  )  (7  2  )  (  y     -    )  ). 

(Icllc  ti)riiiuK' no  (lillV'rc  de  la  loriiiuK'  aiial()i;iit',  rclalixc  aii\  siii- 
l'arcs  l»y|)oivllipli(|iu's  i»viicral('s,  (juo  par  le  lorim.'  addilil"  -h  2  (  '  ). 

Si  1rs  (jiialro  lonclions  l'ooidonnéos  ■'^{iJ,  »')  sont,  dos  foiiclioiis 
(l'oi'dro  //,  avant  on  coniniini  des  singniarités  t,,  To,...,CT/,  (Mi  dos 
points  //,,»',,...,  i/^,  o^,  les  i-Diirhes  dé  einipèes  sur  %  pur  les  surfaces 
adjointes  (Tordre  //  -h  y  —  '\  forment  une  série  linéaire 

\(/{q  -    \)n  -f-  q(p  —  i)  -f-  i 

/V)/.v  infinie,  rt  ayant  pour  équation  'j^énérale 

A,0,(  //,  0)  4-  A-.Oal  //,  i- )-+-...  r-_r  <), 

les  0(//,o)  ('tant  les  fonctions  tltèta  normales  d'ordre  Ihj.,  linéai- 
renn'nt  disti/tctes.  de  même  caractéi'istujue  (jue  les  fonctions  -''■''(//,  f), 
et  paires  ou  impaires  selon  que  ces  dernières  sont  paires  ou  i//>- 
paires;  de  plus,  les  fondions  0(  u,  0)  ont  en  chaque  point  w,,,  i-^  la 
si//iiularit('  adjointe  de  la  singularité  composée  ( qi^). 

l()î).  Remarque.  --  Il  peul  arriver  que  les  fonctions  6(m,  p)  aient 
on  Uf,,  O/;  une  sinijcularité  d'ordre  plus  ôlové  c[uc  la  singularité  ad- 
jointe i/l'^k)'  1  tri  raison  de  la  condition  particulière  (|ui  leur  est  imposée 
d'être  paires  ou  impaires.  Par  exemple,  si  ces  fonctions  sont  des  fonc- 
tions paires,  de  caractéristique  nulle,  et  si  la  singularité  a/^  consiste 
en  un  point  double  correspondant  à  une  demi-|)ériode,  —  (o,  o)  par 
exemple,  —  la  singularité  qa^^  sera  un  point  multi[)le  d'ordre  ay,  et  la 


('  )  Levislence  du  terme  -1-  9.  lient  à  ce  que  les  ifité<,M"ales  /  du  et  /  dv  ne  sont 
pas  des  intégrales  abéliennes  le  long  de  toute  couibe  tracée  surfil. 
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singularité  {q^h)'  un  point  d'ordre  iq  —  \ ,  correspondant  à  la  même 
demi-pcriode;  mais  une  fonction  paire  ne  peut  avoir  au  point  (0,0) 
cju'un  point  multiple  d'ordre  pair;  les  fonctions  0(w,  (*)  auront  ainsi, 
en  ce  point,  un  point  multiple  d'ordre  2^,  et  parsuitey  seront  douées 
de  la  singularité  (^^a)  et  non  de  la  singularité  adjointe  {qi^)' .  La 
proposition  énoncée  plus  haut  n'en  subsiste  pas  moins,  si  l'on  con- 
sidère comme  douée  a  fortiori  de  la  singularité  {q'^h)'  toute  fonc- 
tion qui  présente  en  W/,,  c^  une  singularité  plus  élevée  que  (^qi^)' . 

Dans  cet  énoncé  voici  ce  que  nous  entendons  par  singularité  plus 
élevée  que  (qrr,^.)'.  Soient  0„(m,p)  une  fonction  quelconque,  ayant  en 
U/,,  (\  la  singularité  (q(7/,),  et  0(w,  c)  une  fonction  quelconque  ayant 
la  singularité  adjointe  (q'^k)'  '•  l'i  fonction  G(w,  p)  aura  une  singularité 

plus  élevée  que  (q'^k)'  si  le  quotient  ■      '       tend  vers  zéro  quand  u,  v 

s'approchent  respectivement  de  u^,  i-^  en  restant  liés  par  hi  relation 
&^(u,v)  =  o. 

170.   On  démontre  également,  comme  au  n°  15o,  que: 

Les  surfaces  adjointes  d'ordre  11  -k-  q  ~  -a  qui  passent  par  les 
courbes  unicursales  singulières,  communes  à '^  et  à  la  surface  ad- 
jointe d'ordre  n  —  4 7  découpent  sur  ^  la  série  linéaire  des  courbes 
comprises  dans  l'équation 

X,0,(w,p)  4-  \J).,{u,  V)  4-,. .  =  0, 

oii  6, ,  Oo, . . .  désignent  les  fonctions  thêta  normales  d'ordre  hq,  li- 
néairement distinctes,  de  même  caractéristique  que  les  fonctions 
■i'''j{u,  v),  et  paires  ou  impaires  en  même  temps  que  ces  dernières  ; 
de  plus,  les  fonctions  0, ,  0^, . . .  ont  en  chaque  point  w^,  ^'a  la  singula- 
rité composée  (^qa,^). 

Le  nombre  des  surfaces  adjointes,  linéairement  distinctes,  dont  il 
est  question,  est  au  moins  égal  à 

'^q{q  -^1)11  -  q{p  -  ^)  ^  1  ^\{q  -^){q  -  '>.){^q  -  ?>). 

Il  est  égal  à  ce  nombre  lorsque  les  singularités  {qf^h)  sont  indépen- 

Journ.  de  Math.  (4*  série),  tome  1\.  —  Fasc.  IV,  iSyS.  ^^ 


/pS  (..    jiiMnKur. 

(laiiles  [)()iii'  les  ronclioiis  tluHa  nonualos,  dOidrc  //y,  de  inrmc  <  arac- 
li''iMsti(jiir  t|iu'  K's  loMclions  ./''^(/z,  r^  cl  j)air('s  ou  impaires  en  uièinc 
Iciups  (juc  ("l'Ilcs-ii. 

Ces  ilivLM's  llu'orômos  doniitMaieiil  lifii  à  des  a|)|)li('ali()iis  iicoiiic- 
lri(|ii('s  analoi'iu'S  à  celles  <jiii  onl  élé  dével()j)|)ées  dans  le  cas  des  siir- 
laces  l»ypei'«'llij>li(|n»'s  liiMU'rales,  c[  sur  les(|uelles  nous  n'insisleions 
pas. 

Surfaces  hyperelliptiques  du  quatrième  ordre. 

171.  Laissant  ruaiiilcnanl  de  cn[r  Télnde  générale  des  suitaces  (î, 
nous  dirons  (piehpies  mois  de  celles  (|ni  sonl  (Tordre  minimum, 
c'esl-à-dire  d'ordre  j  :  il  est  clair,  en  eUel,  <[ue  les  surfaces  (ÏT  sonl  au 
moins  du  ((ualriènie  dei;ré,  jiuiscprelles  sonl  de  i^cnre  nn. 

Les  surfaces  ^,  d'ordre  (jualrt\  ne  jx'uvenl  avoir  d'aulres  courbes 
unicui'sales  singulières   cpie  celles  (pii   correspoiidenl   à  des  demi-p(''- 

riodes.  l"Ji  elle!  (w"  lOÔ),  Tin  Ii'j;  raie  douMe  /  j  f/tt  f/\\  sur  nue  sur- 
face (t.  (Tordre  //,  se  rnel  sous  la  forme 

\ons  savons  de  plus(n"  107)  (juc  la  fonction  l)(.r,  j^,  r),  d'ordre 
n  —  4,  s'annnlc  en  tous  les  points  d'une  courbe  unicursale  sin^uli('re 
(pii  ne  corresj)ond  pas  à  une  demi-pc'riode.  Si  T(.x',  y,  z)  est  d'ordre 
(jualre,  l)(.r,  y^  z)  est  une  constante  non  nulle,  et  par  suite  il  est  im- 
possible qu'il  existe  des  combes  unicursales  sinj^ulicTcs,  en  debors  de 
celles  qui  correspondent  à  des  demi-périodes. 

Les  (piatre  fonctions  coordonn(?es  Xj(u,v),  (J  =-  1,2,  :},4),  (pii 
délinissenl  une  surface  (L  d'ordre  (piatre,  n'ont  donc  de  singularitt's 

/  <j?  ^r'  \       , .  . 

communes  ([u  au\  seize  points  I  — ,  —  j?  en  désignant  toujours  par  <jP,  <J:' 

deux  pf'riodes  simultanées. 

Soient  cr,,  rr.,, . . . ,  7,e  ces  singularités  dont  plusieurs  ne  peuvent  pas 
exister;  on  a,  en  désignant  par  A  Tordre  des  fonctions  Xi(i/,  e), 
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car  rordi-e  de  C  est  évidemment  égal  à  la  moitié  du  nombre  des  solu- 
tions non  fixes  communes  à  deux  équations  Xj(u,  v)  =  o,  .^^(w,  v)  —  o, 
puisque  ces  solutions  sont  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires, 
et  qu'à  deux  systèmes  w,  p;  —  m  —  p  ne  correspond  qu'un  point  de  ^. 
Les  sections  planes  d'une  surface  C  d'ordre  quatre  sont  de  genre 
trois,  car  la  surface  €^,  qui  est  de  genre  un,  n'a  pas  de  courbe  mul- 
tiple; par  suite,  le  nombre  des  surfaces  adjointes  à  €^,  d'ordre 
«4-^  —  4?  c'est-à-dire  d'ordre  q^  est,  d'après  la  formule  du  n"  170('), 
au  moins  égal  à 


ou 


iqiq^  y)-iq^-i-^'-{q  -  ,)  (r/ -  2)  (^  -  3) 


Or  le  nombre  ~\q  -l-  i)  (y  4-  2)(^^  -h  3)  est  précisément  égal  au 
nombre  des  surfaces  les  plus  générales  d'ordre  q  linéairement  dis- 
tinctes; il  en  résulte  : 

1"  Que  les  surfaces  d'ordre  q  adjointes  à  une  surface  (L  d'ordre 
quatre  sont  toutes  les  surfaces  d'ordre  q  de  l'espace,  ce  qui  était  évi- 
dent a  priori; 

2"  Que  les  mots  au  moins  doivent  être  supprimés  dans  l'énoncé 
ci-dessus,  et  par  suite  (n**  170)  que  les  singularités  (q'^k)  sont  indé- 
pendantes pour  les  fonctions  thêta  normales  de  même  ordre  et  de 
même  caractéristique  que  les  fonctions  j?^,  et  paires  ou  impaires  en 
même  temps  t|ue  celles-ci.  En  particulier,  si  l'on  fait  ^  =  t,  on  voit 
que  les  singularités  communes  aux  cjualre  fonctions  x,(u,  v)x.^(u,  r), 
X3(u,ç),  x^(u,v)  sont  indépendantes  les  unes  des  autres,  pour  les 
fonctions  thêta  normales  de  même  ordre  et  de  même  caractéristique 
que  ces  quatre  fonctions,  et  paires  ou  impaires  en  même  temps  qu'elles. 

Enfin  le  nombre  des  surfaces  adjointes  linéairement  distinctes 
d'ordre  un  étant  égal  à  quatre,  la  proposition  du  n"  170  montre  qu'il 
n'existe  pas,  en  dehors  des  quatre  fonctions  Xj(^u,  p)  et  de  leurs  com- 
binaisons   linéaires,   de   fonction  thêta  de  même  ordre  et  de  même 

(')  Celte  formule  donne  bien  le  nombre  des  surfaces  adjointes  d'ordre  7, 
puisqu'il  n'y  a  pas  de  courbes  unicursales  singulières  communes  à  £  et  à  la  sur- 
face adjointe  d'ordre  /i  —  4* 


t  arai'UMistiijue  i\uo  cos.  fondions,  \y,\\vc  ou   ini|)aii'o  eu   iucmik»  Icinps 
([ircllcs,  (M  (loiu'c  (K's  nuMucs  smi;nlanl»'s  aux  s<mz('  points  (—1  —  )• 


172.  Il  rcsullo  (le  là  (ju'oii  pourra  liouvor  toutes  les  surlaios  ît 
d'ordro  (piahv  on  appli(|uaul  la  Uirlhotlo  suivante. 

Soil  //  un  nombre  (pielconcpie;  on  considcreia  les  fonctions  llièla 
normaK's  0(^//,  *),  (Tordn'  //,  |)airi's  (ou  impaires)  ayant  ime  earaelé- 
rislicpii'  donnée. 

Désii^^nons  par  N  le  nond)i'e  des  fonelions  ihèla  eonsidérées,  linéaiic- 

meul  dislineles;  uiu'  singularité  1,^  <mi  un  des  seize  points  (  — »  —  )  <''*pii- 

vaul  pour  ees  fonctions  à  c^  conditions  :  on  formera  les  fonctions 
0(//,  »•)  (jui  ont  en  chacun  des  seize  points  j)récédcnts  des  singulaiités 
c,,  1.,,  ...,  T,,j  choisies  arhitraiieiucul,  nuiis  de  telle  soite  ceju'ndant 
(pw  Ton  ail 

On  aura  donc  ainsi  formé  (pialre  fonctions  0(w,  v)  linéairement  dis- 
tinctes (pii  sont  les  fonctions  coordonnées  .r^(//,  e)  d'une  surface  C, 
dont  ledeiiiv  //  est  donné  par  la  relation 

(7)  ,.  =  iC-^/*'--*l(^A,^A)|. 

Les  singularités  i^  devront  éli-e  choisies  de  telle  sorte  (pic  n  =  f\. 
Toutefois  il  conviendra  do  s'assurer  (pie  les  quatre  fonctions  0(«,  (^) 
trouvées  no  sont  pas  divisibles  par  une  mémo  fonction  thêta,  et  (pi'à 
un  [)oint  do  <t  no  correspondent  pasd'aulres  couples  (rari^iiments  <jue 
//,  i   (M  —  w,  —  c. 

Voici  des  applications  de  cette  méthode  à  chacun  des  ciiKj  cas  con- 
sidérés au  iT  l(ï7. 

J75.   I.    Los    fonctions    0(w,  p)  sont    d'ordre   2pH-i,   paires  par 

exemple,  et  s'annulent  pour  six  mômes  demi-périodes,  — ''  —  • 

Le  nombre  de  ces  fonctions,  linéairement  distinctes,  est  égal 
(n'"'r>,  7)  à 

2  C*  -}-  2  0  -h  I  . 
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Si  on  les  assujettit  à  avoir  un  point  multiple  d'ordre  2A  pour  une 

des  dix  demi-périodes  autres  cpic  — ->  —>  le  point  (o,  o)  par  exem[)l«.', 

on  trouve  aisément  le  nombre  de  conditions  auxquelles  équivaut  eeltr- 
singularité.  En  eflVt,  les  développements  des  fonctions  paires  6(w,  v), 
suivant  les  puissances  croissantes  de  m,  p,  ne  contient  que  des  termes 
d'ordre  pair;  si  l'on  annule  les  coefficients  de  ces  termes  jus([u'à  l'ordre 
2 A"  exclusivement,  on  obtient  un  nombre  de  conditions  égal  à 

I  -h  3  -h ... -f- (2 A   -  1),     c'est-à-dire     A-^. 

Si  l'on  assujettit  les  fonctions  0(w,  p)  à  avoir  un  point  multiple 
d'ordre  2  A-  -1-  i  pour  une  des  six  demi-périodes  primitives,  on  trouve 
de  même  un  nombre  de  conditions  égal  à 

2  -h  4  +  •  •  • -H  2 Ar  =  A( A'  -h  I ). 

Par  suite,  pour  les  fonctions  ô(w,  p)  douées  de  points  multiples 
ordinaires,  correspondant  aux  seize  demi-périodes,  et  d'ordres 

2A, ,      2A-2,      ...,      2A,o,      2k[-hl,      2A\,-|-I,      ...,      2A,.  H-I, 

les  relations (6)  et  (7)  deviennent 

li  =  -2p'-h-2p^i  -(A:;-f-A-;;  +  ...-h/r;„) 

-[/r;(/c;  +  i)+...+  ^;(^;,  +  .)], 
-(2a;  +  i)^-...-(2A-:  +  i)^j. 

On  vérifie  immédiatement  que  ces  deux  relations  ne  digèrent  pas 
l'une  de  l'autre,  et  chacune  d'elles  peut  s'écrire 


(«) 


I  8p2-h  8p  -6 

j       =  4A-;-f-  4Ai^-...-+-4Aio +  (2^"'.  +  i)'-f-...-^(2A-;-f-  i)-. 


On  arrive  ainsi  à  ce  résultat  remarquable  que  les  surfaces  iL  du 
(juatrième    ordre    cherchées   correspondent  aux    décompositions  du 


4Cvi 
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luuuhrc  iSc-4-8p-     (),  vu  tli\  carres  pairs  i>t  on  six  cairrs  impairs. 
•2p  -+-  I  otant  l'ordre  des  i'onclions  cooidomiccs. 

Voici  un  exemple  : 

Pour  p  =  I ,  on  a 

Les  tiécomposilions  (lu  ii(»ml>re   i  o  en  carres  siiivaiil  la  IoiiuiiUm^^ 
se  réduistMil  à  une  seule 


lo 


/î  -h  I  -h  I 


I  -f-  I  -h 


I^es  fonctions  0(w,  e)  sont  alors  des  fonctions  llièla  paires,  (Tordi'e 
trois,  de  caraclérislicpie  nulle,  s'annulaul  pour  six  demi- périodes,  el 
a\anl  un  point  double  pour  une  autre  demi-période. 

Ciêométriquomcnt,  la  surface  C  correspondante  est  définie  j)ar  des 
écjuations  de  la  forme 


<!)) 


.Tj  =S-(\,,  \,,  Xj,  \,\ 


où  \,,  \.j,  \,,  \,  désignent  les  coordonnées  d'un  |)oint  d'un*,'  surlace 
de  Kumnier,  K.  Les  surfaces  Sy  =  o  sont  ici  des  (juadri(jues,  passant 
par  une  des  coni(}ues  sinj^ulières  de  K  et  par  un  point  double  situé  en 
dehors  de  cette  coni(pie.  La  transformation  ainsi  obtenue  est  une 
liansformation  [)ar  rayons  vecteurs  réciprocpies  de  la  surface  K,  si 
Ton  suppose  que  la  conique  considérée  sur  K  soit  le  cercle  à  l'infini  et 
«juc  le  pôle  soit  placé  en  nn  des  points  doubles  à  distance  finie. 

L'étude  de  la  surface  du  (piatrièmc  déparé  trouvée  n'offre  donc 
aucune  difficulté. 

17i.  II.  Les  fonctions  Ô(w,  p"),  d'ordre  2p-f-i,  s'annulent  [)Our 
dix  demi-périodes.  Celles  d'entre  elles  qui  sont  linéairement  distinctes 
sont  (n"'*  i),  7  )  en  nombre  c^a\  à 


H-  20. 


On  démontre  comme  tout  à  1  heure  qu'on  obtiendra  une  surface  (L 
d'ordre  quatre,  en  assujettissant  ces  fonctions  à  avoir  des  points  mul- 
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ttples  d'ordres  (2 A",  -r-  1),  {  ik^-^  \  ) (  2A,o  —  i  )  pour  chacune 

des  dix  demi-périodes  primitives  et  des  points  multiples  d'ordres  2  A,, 

'ik\^ 2A-Ç  pour  chacune  des  six  autres  demi-périodes,  les  nombres 

A'  et  A"'  devant  vérifier  la  relation  unique 

8c-^8c-6  =  ^2A. -i)^^...^(^2A.,-i»^-U?--   •-  4^^ 

Exemple.  —  Pour  c  =  i ,  8c-  —  8p  —  G  est  égal  à  dix  et  il  n"y  a 
qu'une  décomposition  possible 

10=1  —  1  —  I  —  . . .  —  I . 

Les  fonctions  9(«.  k  j  >oiit  alors  des  fonctions  d'ordre  trois  sannulant 
pour  dix  demi-périodes. 

Dans  les  relations  de  la  forme  (9)  qui  définissent  ^,  les  surfaces 
Sy  =  o  sont  des  surfaces  cubiques  passant  par  trois  coniques  de  K 
ayant  en  commun  un  point  double  de  cette  dernière  surface.  Nous 
reviendrons  plus  loin  sur  la  surface  <t  ainsi  obtenue. 

175.  111.  Les  fonctions  0(«,c)  sont  paires,  de  caractéristique 
nulle  et  d'ordre  2p;  le  nombre  de  celles  qui  sont  linéairement  dis- 
tinctes est  égal  (  n<*4)  à 

2Z-  —  2. 

On  obtient  une  surface  ^  d^ordre  quatre  en  assujettissant  ces  fonc- 
tions à  avoir,  pour  les  demi-périodes,  des  points  multiples  d'ordres 
2A,,  2Aj, ^A,,,  les  nombres  A  vérifiant  la  relation  unique 

'^  Z'  —    -^   zrr  A''  -*-   A'"  -^     .  .  -•-   A'"    . 

Ejc^mp/es.  —  Pour  p  =  2.  on  a 

2C-  —  2  =  0. 

H  y  a  deux  décompositions  du  nombre  six  en  moins  de  seize  carrés 

1"  (j  =  2-  —  I  -I-  I . 

2"  »j  =^  I  -f-   I  —  I  —   I  —  I  -r    I  . 


'|6/}  <;.   m  MHiiiT. 

(  )ii  voit  sans  diflicullé  (|iio  la  surface  (t  (|in  correspond  à  la  pre- 
mière (léconiposilion  est  délinie  par  des  é(jualions  de  la  forme  (())-,  où 
les  siufae(>s  S^  :=  o  sont  des  cônes  du  secoiul  ordre  (|ui  oui  |)(»ur 
soMiuiel  counuun  un  point  tlouMe  de  K  et  |)asst'ul  en  outre  par  deux 
autres  points  doubles  de  celle  surface.  Il  est  clair  (|u'à  un  point  de  (t 
correspondent  dès  lors  ilcux  points  de  R,  situés  sur  une  même  droite 
issue  du  point  douhle  (pii  est  le  sommet  des  cônes  Sy  =  o,  o\  par 
suit»'  ^  est  non  pas  du  qu<itrirnn',  mais  du  second àc^rd. 

lN)ur  la  surface  <t  ipii  ■ct)rrespond  à  la  seconde  décomposition,  les 
surfaces  S^  —  o  sont  des  (piadriipies  ])assant  par  six  points  sini^ulieis 
lie  K.  Parmi  ces  six  points,  ciiuj  ne  peuvent  être  dans  un  même  |)laii 
sini^ulier  de  K.,  parce  cpie  les  fonctions  coordonnées  i'j(u,  c)  seraient 
alors  (livisiMes  |)iir  la  fonction  £r  du  premier  ordre  correspondant  à  ce 
plan  singulier. 

I7(».  I\  .  Les  fonctions  0(//,  i)  sont  impaires,  de  caractéristi({ue 
ludle.  d'ordre  2j:,  elles  s'annulent  pour  chacune  des  seize  demi- 
périodes;  le  nombre  de  celles  (pii  sont  linéairement  distinctes  est 
2p=^  — 2(n"  i). 

On  ohlient  une  surface  ^  d'ordre  quatre  en  assujettissant  ces  fonc- 
tions à  avoir,  pour  les  demi-périodes,  des  points  multiples  d'ordres 
(2Â,  -h  i),  (^k.,-h  i),  ...,  (2f\\^-+-  i);  les  nombres  h  vérifiant  la  i(>la- 
lion  unique 

Sp^  -  H  =-  (  2A-,  -H  I  )^  -h(2A-,  H-  I/-  -h.  .  .H-  (2A-,«  -h  l)^ 

Exemple.  —  Pour  p  =  2,  8p^  — 8  est  égal  à  24;  il  n'y  a  ({u'une 
décomposition  du  nombre  21  en  seize  carrés  impairs 

24  ==  9  -f-  1  -i-  I  -h . . .  -h  I  . 

Les  quatre  fonctions  xy  (  m,  c)  relatives  à  la  surface  ST  correspon- 
dante sont  des  fonctions  thêta  normales  d'ordre  quatre  appartenant  à 
la  famille  singulière;  les  courbes  «Cy(w,  v)  =  o  sur  la  surface  de  Kum- 
mer  ont  un  point  triple  en  un  des  seize  points  singuliers;  ce  sont  donc 
(n°  78)  les  courbes  de  contact  de  surfaces  de  Steiner  inscrites  à  K. 

Nous  retrouverons  également  plus  loin  cette  surface  €^. 
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177.  Y.  Les  fonctions  0(w,  p)  sont  d'ordre  20  et  de  caractéris- 
tique non  nulle.  Elles  s'annulent  pour  huit  demi-périodes;  le  uoiuhic 
de  celles  qui  sont  linéairement  distinctes  est  égal  à  2p^ 

On  obtient  une  surface  ®  d'ordre  quatre  en  assujettissant  ces  fonc- 
tions à  avoir,  pour  chacune  des  demi-périodes  primitives,  des  points 
multiples  d'ordres  2/1-, -4- r,  aAo-f-i,  ...,  2k^-\- \  et,  pour  chacune 
des  huit  autres  demi-périodes,  des  points  multiples  d'ordres  2/f', ,  ..  ., 
aAj,,  les  nombres  /v.  A'  vérifiant  la  relation  unique 

8p-  —  8  =  (liA^,  H-  I  )-  +  . . .+  (2A-,  +  I.)-  +  \k";  -H.    .+  \k'^. 

Exemple.  —  Pour  p  =:  2,  8p^  —  8  est  égal  à  24  ;  il  y  a  plusieurs  dé- 
compositions du  nombre  24  en  huit  carrés  pairs  et  huit  carrés  impairs; 
considérons  par  exemple  la  suivante 

2  ^1  =  4  -^  4  +  4  H-  4  -+-  '  +  1  +  •  •  •  +  '  • 

Pour  la  surface  C  qui  correspond  à  cette  décomposition  les  surfaces 
Sy  =  G  sont  des  surfaces  du  troisième  ordre,  passant  par  deux  coniques 
de  K,  et  en  outre  par  quatre  points  doubles  de  cette  surface.  Les 
quatre  derniers  points  doubles  doivent  être  distincts  de  ceux  qui  sont 
situés  sur  les  deux  coniques  considérées,  mais  peuvent  cependant  coïn- 
cider avec  l'un  ou  l'autre  des  points  doubles  communs  aux  deux 
coniques. 

178.  La  théorie  précédente  montre  qu'on  peut  obtenir  des  surfaces 
(21  du  quatrième  ordre,  quelque  soit  l'ordre  fixé  a  priori,  des  fonctions 
coordonnées  correspondantes;  l'étude  générale  des  surfaces  ainsi  défi- 
nies serait  sans  doute  fort  intéressante,  mais  nous  ne  l'aborderons  pas 
ici,  nous  contentant  d'examiner  une  des  surfaces  particulières  indi- 
quées plus  haut. 

Nous  nous  bornerons  à  faire  observer  (pi'ou  peut,  pour  des  va- 
leurs différentes  de  l'ordre  fixé,  retrouver  la  même  surface  (' );  c'est 
ainsi  que  la  surface  de  Kummer  se  retrouve,  comme  on  le  voit  aisé- 

(')  Le  raisonnement  fait  en  note  au  n<*  lOo  ne  s'applique  pas  au\  surfaces  è, 
puisque  les  dinférentielles  du  et  dv  ne  sont  pas  abéliennes  sur  ces  surfaces. 

Journ.  de  Math.  { '\'  série),  lome  IX.  —  Fasc.  \\ ,   l'^g^^-  -^9 
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iiuMit,  pour  (liversos  valours  siin|)los  do  ronlrc.  A  chiKjiic  modo  iioiivoaii 
do  roprôsontalion  do  ootlo  surfaoo  oorrospoiul  oNuloiiiiuont  iino  li'ans- 
rorinaliou  hiralionnollo  do  la  surfaoo  ou  (>llo-inôino,  ol  ioci|)ro(pionionl. 
On  voll  parla  ipio  Toliido  d(>s  surtaoos  ici  o\aniinôos  prôsoiilo  un  rôo\ 
iiiloivl  ;  MOUS  aurons  sans  doul(>  oocasiou  d'v  rovouii-  (  '  ). 

Étude  d'une  surface  hyperelliptique  du  quatrième  ordre. 

I7Î).  Soil  W  la  surfaoo  du  (pialriôiuo  ortiro  pour  lacpu'llo  los  fouc- 
lious  ooordonnôos  .r,(//,  o^  sont  h^s  (pialro  fondions  ihôla  inij)airos, 
liuoairoiuonl  dislinolos  d'oidro  h'ois  ol  Ac  oai'aolôrisli(]uo  uullo(^n"  I  74). 
Ces  fondions  s'aïuiulaul  siniultanôniont  pour  dix  demi-périodes,  la 
surfaoo  tl  a  dix  droites,  cpii  jouent  le  l'olc  de  oourl)es  unicursalos  sin- 
nuliôros.  Los  jKiints  (pii  oori'iîspondont  sur  11  aux  six  autres  domi- 
péi'iodes  soûl  (''\  idommonl  dos  points  douhlos  i\c  la  surfaoo  (n"  !.">). 

lùudions  maintenant  les  eourhos  représentées  sur  11  |)ar  los  é(jua- 
lions  r,(//,  o")  =  o,  .r,(//,  »•)  élanl  une  dos  seize  fondions  noi'males 
(Tordre  un. 

I/oi'div  i\i'  la  0(UiiI)i'  -,(//,  r  )     -  o  esl  (''i;al  à 

■h.3-.,'J, 

v  désignant  le  nombre  de  celles  des  dix  demi-])ériodos  primitives  <pii 
annulent  ~/(w,  p);  or  nous  savons  (pic  ces  dix  demi-périodes  sont  celles 
qui  n'annulent  pas  une  même  fonction  thêta  d'ordre  un,  qui  est  ici  la 
fonction  ~„(w,t')  de  caractéristirpic  nulle,  et  il  en  résulte  sans  diffi- 
cullé  (pie  la  fonction  2r,(w,(-')  s'annule  |)our  quatre  des  demi-périodes 
considérées,  à  moins  qu'elle  ne  soit  la  fonction  Sr„(«,  ç)  elle-même.  On 
a  donc  s  =  4  pour  quinze  des  fonctions  2r,(  w,  v)  et  le  dc^ré  de  la  courbe 
correspondante  est  égal  à  i. 

Nous  trouvons  ainsi  quinze  iiomrllcs  droites  sur  B. 

(^es  droites  sont  celles  qui  joignent  deux  à  deux  les  six  points  dou- 
bles  de   H,  car  chacune  des  quinze  fonctions  2;/(w,  oj,  autres  que 

(')  Dès  maintenant  nous  pouvons  dire  que  la  surface  de  Kummei-  admet 
d'autres  transformations  univoques  que  les  quinze  coliinéations  et  les  seize  réci- 
procités fondamentales. 
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2r„(M,  p),  s'annule  pour  deux  des  demi-périodes  qui  annulent  r,///,  p), 
c'est-à-dire  pour  les  arguments  de  deux  des  six  points  doubles. 

Les  dix  droites  trouvées  primitivement  sont  les  arêtes  des  couples 
de  plans  qui  passent  par  les  six  points  doubles  :  en  effet,  chacune  des 
dix  demi-périodes  qui  correspondent  à  ces  droites  annule  six  des  (juinze 
fonctions  S-,(w,  p);  en  d'autres  termes,  chacune  des  dix  droites  primi- 
tives rencontre  (n'^  lio)  six  des  quinze  droites  nouvelles,  d'où  Ton 
déduit  de  suite  la  proposition  à  établir. 

Enfin  la  courbe  '^^(a,^)  =  o,  surli,  est  une  cnbicpie  gauche  (pii 
passe  par  les  six  points  doubles. 

Il  résulte  de  là  (pie  B  est  le  lieu  des  somme f s  des  cônes  du  second 
ordre  qui  passent  par  les  six  points  doubles,  car  on  sait  que  ce  lien 
est  une  surface  du  quatrième  ordre,  laquelle  passe  évidemment  par 
les  vingt-cin(j  droites  et  par  la  cubique  gauche  trouvées  tout  à 
l'heure  ('  ). 

180.  Nous  trouvons  ainsi  entre  la  surface  lieu  des  sommets  des 
cônes  passant  par  six  points  et  la  surface  de  Kummer,  K,  un  lieu 
remarcpiable,  signalé  pour  la  première  fois  parM.  Darboux.  Les  coor- 
données X  d'un  point  de  la  surface  %  sont  liées  aux  coordonnées  \ 
d'un  point  de  K,  par  des  relations  de  la  forme 

(9)  ^''j  =  ^./(-^1  '  ^2,  X:,,  X,  )  (y  =::    I  ,  2,  3,    \) , 

OÙ  Sy  =  o  est  l'équation  d'une  surface  cubi(|ue  passant  par  trois  coni- 
ques de  K  qui  ont  en  commun  un  point  singulier.  D'après  cela 
(  n'  "^  44-49)  aux  sections  planes  de  H  correspondent,  sur  K,  les  courbes 
de  contact  de  surfaces  cubiques  inscrites,  douées  de  quatre  points 
doubles  :  c'est  là  précisément  la  liaison  indiquée  par  M.  Darboux. 

Otte  liaison  ne  permettant  pas  de  transformer  aisément  les  pro- 
priétés connues  de  la  surface  de  Kummer  pour  les  étendre  à  la  sur- 


(')    Voir,  sur  celte  surface  : 

Darboux,  Bulletin  des  Sciences  nxalhéniatiques,  t,  I,  i"'  série,  p.  354;  Hieu- 
HOLZER,  Math.  Annalen,  t.  II,  p.  582;  Schottky, /o«//<a/  de  d'elle,  l.  lOo, 
p.  -î.SS;  Reye,  ibid.,  t.  86,  p.  87  et  98;  Casi'AUY,  Biillelin  des  Sciences  mathé- 
matiques, 1891. 


4()S  (..     lUMliKIîT. 

I.u'c  "H,  nous  allons  en  driliiii'i'  iiiio  secoiidc,  <rii|)|)li(iHi()ii  plus  facile. 
Il  l'osullo  de  la  proposition  dn  n"  KîS  (\\\c  la  conrhc  coniniunt'  à  nnc 
(|na(lri(jn('  cl  à  Xi  ani'a  nnc  C(|nalion  d*'  la  l'orme 

(:){{/,  e  )  --  (), 

{")(//,  e  )  élanl  une  fonction  thèla  noi'niaK',  paire,  d'ordre  si\,  à  cai'ac- 
lérisli(juc  nulle,  douce  dun  point  (loui)lc  pour  chacune  des  dix  denii- 
périodcs(jni  annulent  les  (pialre  fondions  .rj{u,  s-),  cl  récipro(]ncinent . 
Si  la  (piadricjue  ])asse  |>ar  les  six  ])oints  doubles  de  11,  la  fonction 
S{it,r)  aura  encoïc  un  point  double  pour  cliacune  des  siv  autres 
dcnii-pcriodes,  cl  rcci[)ro(pienicnl. 

Or,  sur  la  surface  de  Knuiiner,  dont  les  cooi'donuces  \j(if,  i^)  d'un 
point  sont  sup[)Osées  |)roportiounelles  à  (juatre  fonctions  (Foi-div  deux 
et  de  caraclérislique  nulle  (n"  12\  la  courhe  (")u/,  c)  =  o  est  sur  uiu" 
surface  cubi(jue  (^n"  50)  qui  passe  par  les  seize  points  singuliers.  Mais 
toute  surface  cubi(pie  passant  par  les  seize  points  singuliers  de  K  est 
évideiuinent  la  première  polaire  d'un  point  de  respacc  })ar  rapport 
à  K  :  il  en  résulte  (pi'aiix  coiubes  découpées  sur  "H  par  les  (juadriques 
menées  par  les  six  points  doubles  correspondent  sur  K  les  courbes 
de  contact  des  tani,''entes  issues  (Fun  même  point,  et  réciproquement. 
Si  donc  on  transforme  k  par  jiolaires  récipro(|ues  en  une  autre  sur- 
face de  Knmnier,  K  ,  ou  voit  (pi'aux  sections  planes  de  K'  corres|)on- 
denl,  sur  11,  les  sections  par  des  (piadricpies  passant  par  les  six  ])oints 
doubU\s,  et  récipro(|u<'mcnt. 

D'après  cela,  si  X',,  X.',,  X!,,  X',  sont  les  coordonnées  (rnii  |)oint 
de  K  et  x^,  . . .,  x^  celles  d'un  point  de  "U,  la  liaison  entre  les  deux  sur- 
faces sera  exprimée  par  des  relations  de  la  forme 


(  lo  ) 


X^  =  C,(./-,,./-,,.x-.,,  .X-,), 


les  surfaces  Cy  =  o  étant  des  quadriques  passant  par  les  six  points 
doubles  de  \\  ('  ). 


(' j  Celle  relalion  entre  Iv'  et  II  est  celle  qu'a  indiquée  M.  lieye  au  Tome  80 
fiu  Journal  de  Crelle;  on  voit  qu'elle  se  déduit  de  celle  de  M.  Darhoux  (entre 
K  et  R)  en  opérant  sur  K  une  transformation  par  polaires  réciproques. 
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181.  Cherchons  inverscmenL  à  exprimer  les  x  en  fonction  des  X'. 
Lorsque  le  point  x  décrit  une  section  plane  de  "îl,  le  point  X  décrit, 
sur  K,  une  sextique  passant  par  dix  points  sin«^uliers,  et,  par  suite,  Vi 
point  X'  décrira,  sur  K'  (n'*  78)  une  courbe  du  liuitième  ordre  de  la 
famille  singulière,  ayant  un  point  triple  en  un  point  singulier  de  K'. 

On  aura  donc 

x,  =  R,(x;,x;,x;„x;), 

les  surfaces  Ry  =  o  étant  des  surfaces  du  quatrième  ordre,  passant  par 
quatre  coniques  de  K'  qui  appartiennent  à  un  même  tétraèdre  de  Ko- 
senhain  (n"  50);  de  plus,  ces  surfaces  ont  un  point  double  en  un  môme 
singulier  de  K',  qu'on  peut  supposer  différent  des  sommets  du  té- 
traèdre. 

Ces  résultats  montrent  également  que  les  fonctions  coordonnées 
d'un  point  de  "U  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

(il)  x,(w',p')==e'^.(w',(/), 

les  Oy(;/',p')  étant  des  fonctions  thêta  impaires,  d'ordre  quatre,  de 
caractéristique  nulle,  douées  d'un  point  triple  pour  une  des  seize 
demi-périodes.  On  a  donc  ainsi  un  nouveau  mode  de  représentation 
paramétrique  de  la  surface  ti  ('  ). 

182.  La  relation  entre  les  surfaces  1t  et  K'  donne  lieu  à  des  consé- 
quences intéressantes. 

Considérons  les  relations  (lo)  comme  liant  les  points  d'un  espace  E', 
où  les  coordonnées  sont  X',  aux  points  d'un  espace  ^',  où  les  coordon- 
nées sontx-  (Transformation  de  Reye).  A  un  point,  x,  de  e  correspond 
un  seul  point  X'  de  E',  mais  à  un  point  X'  correspondent  deux 
points^,  puisque  trois  quadriques  Cy  (r,,  ^-o,  r.j,  .r,)  —  o  ont  huit 
points  communs,  dont  six  sont  fixes. 


(  '  )  Ce  mode  de  représentation  comprend,  comme  cas  particulier,  celui  que 
M.  Schottky  a  indiqué,  et  où  les  Oy(/<',  c')  sont  des  produits  de  quatre  fonctions  S- 
du  premier  ordre. 

Le  mode  de  représentation  primitif  comprend,  comme  cas  particulier,  celui 
de  M.  Gasparj. 


k 


/l^o  c.    m  MitKitr. 

l.ois(jii('  \  (h'cril  tiii  plan,  ./■  dt'ciil  une  (|iia(liii|iu'  passani  par  les 
si\  points  livos;  lorscpio  \  drccil  une  clroilc,  ,/•  dc'ciil  iiiic  hiipiadia- 
licpio  passant  par  ces  points,  ol  rôciproipioniont. 

Trois  (piadricpic's  passant  j>ar  los  six  j)oinls  fixes  se  rou|)(Mil  en  onliu? 
<Mi  d(Mi\  points  .f^",  .r*^',  (pii  correspondenl  à  un  inèine  point  \'  :  si 
Inn  de  ses  points,  .r^",  est  snr  tl,  paiini  les  ([nadricpies  <jni  |)assenl 
par./",  .;■'-  et  |>iir  les  six  points  lixes,  lii^nre,  (Taprès  la  définition 
<le  H,  nn  eône  a\anl  ,r  '  ponr  sommet;  il  en  résnlle  de  snite  cpie  les 
denx  j)oinls  .r" Cl  .r'*"  soni  ("onl'ondns.  i*]n  d'aiilres  lei'mes,  les  denx 
points  (pii,  parles  ivlations  (^  lo),  corrvspondenl  à  nn  même  poini  \', 
j)ris  snr  k',  se  confondent  en  nn  senl  point  sitné  snr  lî. 

I.e  point  \'  décrivant  nn  plan  lancent  à  K',  le  point  ./:  décrit  nne 
cpiadritpie  passant  par  les  six  j)oinls  lixes  et  lanj^cnle  à  11  :  cette  (pni- 
dri(pie  est  évideniment  le  cône  (|ni  passe  j)ar  les  six  points,  et  (pii  a 
son  sommet  an  j)oinl  de  W,  coi-respondant  dn  point  de  contact  dn 
plan  considéré  avec  K'. 

Observons  enlin  «pinne  cid)i(jue  passant  par  cinq  points  donhles 
de  1i  conpe  en  outre  la  surface  en  deux  [)oinls,  g,  cl  îd  :  d'après  la 
définition  t^éométricpn»  de  "lî,  ces  denx  points  sont  en  ligue  droite  avec 
le  sixiènu'  point  double.  Or  rensemble  de  la  cnl)i(|ue  et  de  la  droite  ^'■,i,''^ 
peut  être  regarde  comme  nne  l)i([na(lri([ne,  menée  par  les  six  points 
doubles,  et  tangente  à  11  aux  deux  points  gf  elgo  'i  ^n  d'autres  termes, 
celte  biquadriquc  correspond  à  une  tangente  doul)lc  de  K.'.  Ainsi  les 
])oints  de  contact  d'une  bilangenle  de  K'  ont  pour  corres|)ondanls 
deux  |)()inls  de  11  situés  en  ligne  droite  avec  mi  des  six  points  dou- 
bles. 

Cette  belle  lelalion,  indi(piée  j)ar  M.  Darboux,  met  en  évidence  les 
six  systèmes  bien  connus  de  bitangentes  de  la  surface  de  Ivummcr. 

IS5.  Voici  quelques  applications  de  ces  principes;  nous  les  donnons 
sans  développement,  nous  bornant  à  renvoyer  aux  propriétés  de  la 
surface  de  Kummcr  que  nous  transformons. 


U/ie  biquadratique  passant  par  les  six  points  doubles  de  11  coupe 
en  outre  la  surface  en  quatre  points p^ ,  p.,^  /?.,,  p.,  ;  à  chaque  répar- 
tition en  deux  couples  de  ces  quatre  points  coi-respond  une  réparti- 
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lion  en  deux  couples  des  quatre  cônes  passant  par  la  hiquadra- 
tlque,  ou,  si  Von  veut,  des  sommets  des  quatre  cônes,  q^^  q.,^  /y.,,  q,, 
(couples  conjugués,  n"  9(>). 

Les  points  p^^  p^,  ps,  p.,  sont  les  sommets  d' un,  premier  tétraèdre  ; 
les  points  ^,,  ^o,  ^:, ,  q^,  sont  les  sommets  d'un  second  :  chaque 
couple  d'arêtes  opposées  d' un  des  tétraèdres  s'appuie  sur  un  couple 
d'arêtes  opposées  de  l'autre  (n"  100). 

Les  deux  tétraèdres  appartiennent  donc  à  un  système  desmique  de 
trois  tétraèdres  et  jouissent  ainsi  des  nombreuses  propriétés  qui  carac- 
térisent un  tel  système. 

Deux  points  doubles  quelconques  de  11  sont  les  sommets  opposés 
d'une  double  infinité  de  quadrilatères  complets,  dont  les  quatre 
autres  sommets  sont  sur  "II. 

Cette  proposition  dérive  d'un  théorème  de  M.  Darboux  (n"  57 j  en 
vertu  duquel  il  existe  des  quadrilatères  gauches  dont  les  côtés  sont 
des  bitang-entes  d'une  surface  de  Kummer  et  dont  les  sommets  sont 
les  points  de  contact  de  ces  bitangentes. 

Comme  conséquence  : 

Les  cônes  des  tangentes  à  11  aux  six  points  doubles  de  cette  sur- 
face ont  en  commun  une  même  cubique  gauche,  tracée  sur  la  sur- 
face et  passant  par  les  six  points  (  '  ) . 

184.  Nous  terminerons  en  indiquant  quelques  propriétés  de  deux 
systèmes  de  courbes  remarquables  tracées  sur  W. 

Le  premier  système  se  compose  des  courbes,  en  nombre  double- 
ment infini,  suivant  lesquelles  ti  est  coupée  par  les  cônes  quadriques 
qui  ont  pour  sommets  les  points  de  W  et  qui  passent  parles  six  points 
doubles  ou  points  fondamentaux  de  li;  ces  courbes,  lorsque  "li  est 
rapportée  au  système  de  coordonnées  (m),  ont  pour  équation  géné- 
rale 


(  '  )    HiERHOLZER,    ioc.   Cit. 


-^I^li  <"..     IIMMIJKUT. 

r  (Maul  une  loiu'lioii  llirlii  »lii  pii'micr  ordre,  cl  A,  ^  clos  constantes 
arhilj'aii'cs.  \oiis  dcsii^ncrons  ces  courbes  sous  le  nom  de  coin-hcs  y'; 
cliacuue  (Telles  a  un  |»oiul  doulde,  eu  dehors  des  |)oiuls  l'oudanicn- 
tau\. 

Le  second  système  se  com|)osc  d<'s  (Niurhes  représenlécs  pai'  rc(jua- 
liou 

Sr(^//  -    X,  1'  ^    a)       (), 

lors(|uc  H  est  rappoiié  au  système  de  coordonnées  //,  r  du  n"  179; 
nous  les  appelhM'ons  roit /•/(('.<{  y. 

On  dcmonire  aisémeni  (juc  loulc  courhe  y  a  un  poini  double,  cl 
iprellc  esl  le  lieu  des  sonimels  des  (M')ncs  du  second  ordi"e  (pii  pass(Mil 
par  les  six  points  fondamentaux  et  par  ce  j)oinl  double. 

Les  courbes  y  et  y' jouissent  des  propricics  j^énérales  des  courbes  y; 
elles  sont  de  j^enrc  deux;  les  courbes  y  sont  d'ordre  six,  les  courbes  y' 
d'ordre  huit. 

(Ibatpie  courbe  y  on  y'  a  six />oA'.v  (n"  tio),  qui  s'obtiennent  gco- 
m(''lri(piejnen!  d'une  manière  sim|)le.  en   \(M'tu   de  celle  projiosilion  : 

didriuic  (les  dioih's  jol^nanl  un  des  six  poitil.s  fondamentaux 
an  point  double  d'une  cou/be  y  (ou  y')  rencontre  en.  outre  cette 
courbe  en  un  nouveau  point;  b'.s  .si./-  jyoints  ainsi  obtenus  sont  les 
pôles  de  la  courbe. 

inversement,  clwupie  j)oinl  de  tl  est  le  |)ole  de  six  courbes  y  (ou  y') 
(jui  seront  dites  ses  courbes  polaires,  el  dont  les  points  doubles  se  dé- 
terminent par  le  ibéorème  précédent. 

On  démontre  comme  au  n"  1  i6  que  : 

Les  six  pôles  des  courbes  y  {ou  y")  ([ui  passent  par  un  point  dé- 
criKcnt  chacune  une  des  courbes  y  (  ou  y'),  polaires  de  ce  point . 

Le  lieu  des  points  doubles  des  courbes  y  ou  y'  passant  par  un  point 
se  déduit  du  lieu  des  pôles  par  la  construction  indiquée  plus  baut; 
on  voit  ainsi  ([ue  : 

A  chacune  des  six  courbes  y'  polaires  d'un,  même  point  de  "lî,  on 
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peut  associei-  un  des  six  points  fondamentaux,  de  telle  sorte  que  les 
six  cônes  qui  ont  respectivement  une  des  six  courbes  y'  pour  direc- 
trice et  le  point  fondamental  correspondant  pour  sommet,  se  cou- 
pent suivant  une  même  courbe  nouvelle,  située  sur  "lî. 

Cette  courbe  nouvelle,  lieu  des  points  doubles  des  courbes  y'  me- 
nées par  un  point,  est  aussi,  par  définition,  le  lieu  des  sommets  des 
cônes  quadricpies  passant  par  ce  point  et  par  les  six  points  fonda men« 
taux;  c'est  donc  une  courbe  y?  ciyant  le  point  considéré  pour  poini 
double. 

On  a  ainsi  entre  les  courbes  y  et  y'  la  dépendance  qu'indique  l'é- 
noncé suivant  : 

Soit  une  courbe  y'  {ou  y)  quelconque  ;  les  six  cônes  qui  ont 
respectivement  pour  sommets  les  six  points  fondamentaux  et  cjui 
passent  par  cette  courbe  coupent  en  outre  11  (tvi  dehors  de  droites 
joignant  les  points  fondamentaux^  chacun  suivant  une  courbe  y 
(ow  y'),  ayant  pour  pôle  le  point  double  de  la  courbe^['  (ou  y)  pri- 
mitive. 


ERRATA, 


La  j)iuj)osilion  analytique  énoncée  au  n^Od^.  44)  tle  ce  Mémoire  est  inexacte; 
la  démonstration  indiquée  établit  seulement  que  :  si  une  fonction  thêta  est 
divisible  par  une  fonction  thêta  aux  mêmes  périodes,  le  quotient  est  une  fonc- 
tion thêta  aux  mêmes  périodes. 

(Test  d'ailleurs  dans  ce  sens  que  nous  avons  toujours  appliqué  la  proposition. 


Journ.  de  Malli.  {'.\'  série),  tome  IX.  —  Fasc.  IV,  1893. 
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